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Vorrede. 



l#ie Beruhrungen, in welche meine litterarischen Arbeiten mit den Arbei- 
ten anderer Geometer gekommen sind, veranlassen mich, über die meinigen in 
einige Erörterungen einzugehen. 

Der Keim yon allen Entwicklungen, die ich bisher im Gebiete der ana- 
lytischen Geometrie geliefert habe, ist in den Vorträgen über die sechste Auf- 
lage von BlOT, Essai de Geometrie antUytique^ zu sudien, mit welchen ich 
im Sommer - Semester 1S25 meine akademische Laufbahn begann, in den Vor- 
trägen über dasselbe Buch, durch welches ich selbst, einige Jahre früher, in 
jene Behandlungsweisen der Geometrie, denen man in neuerer Zeit alle die 
grossartigen Resultate verdankt, eingeführt worden bin. 

Als ich damals absichtslos einige Kreise auf das Papier hinzeichnete, kam 
mir aus dem Anblick der Fi^ur die Vermuthung, dass die drei gemeinschaft- 
lichen Chorden je zweier von drei gegebenen Kreisen in demselben Puncte 
sich Schneiden. Bei der Verification dieses Satzres auf analytischem Wege er- 
wartete ich auf Eliminationen zu stossen, ich suchte Weitläufigkeiten auf 
und fand keine: ich kam zum' Beweise dieses Satzes durch die einfachste 
Verbindung dreier Symbole (94). In dieser Beweisführung lag zugleich die 
allgemeine Theorie der gemeinschaftlichen Chorden je zweier beliebiger Kreise, 
weil die Bedingung, dass solche Kreise sich wirklich schneiden, auf keine 

(*) 
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Weise in jener symbolischen Bezeichnung ausgedrückt jist. Nichts war Itier- 
nach natürlicher als dieselbe Art der Beweisführung auch auf lineare Gleichun* 
gen und die allgemeine Gleichung der Linien zweiter Ordnung auszudehnen 
und hierbei durch unbestimmte Coefficienten die allgemeine Verbindung sol- 
cher Gleichungen auszudrücken. Hier traten mir sogleich die allgemeinen 
Schemata der 383. und der 384. Nummer entgegen, und vor allem Uebrigen 
nahm der Satz, dass die Gleichungen irgend zweier Linien zweiter Ordnung, 
gleichviel ob dieselben sich schneiden oder nicht, sich immer wenigstens zu 
einer Gleichung eines Systemes von zwei reellen geraden Linien verbinden las- 
sen, meine Aufmerksamkeit in Anspruch, und war sehr geeignet, mir fühlbar zu 
machen, wie Symmetrie und Einfachheit der Darstellung nur in der Allge- 
meinheit zu suchen ist 

Aus diesen Ideen ist der erste Band der „Entwicklungen^^ hervorgegan- 
gen: bei der Ausarbeitung desselben war mein Gründsatz, alle Elimination 
zu verbannen, wenigstens da, wo es sich ^icht um absolute Grössen -Bestim- 
mung handle. 

Um mich in dem Gebiete der Geometrie, das ich einer neuen Behand- 
lungsweise zu unterwerfen versuchen wollte, zu orientiren und geometrische 
Resultate zu sammeln, durchlief ich Gergonne*s Annalen. Hier muss ich zu- 
erst der Behandlung des APOLLONischen Problems der Tactionen durch den 
Herausgeber erwähnen, wobei die elegante Construction linearer Gleichungen 
denselben zu einer * Auflösung gefuhrt hat, die alle friihern Auflösungen, wel- 
che die Proportionen - Greometrie geliefert hatte, in den Hintergrund zurück- 
drängte. Diese Art zusammengesetztere lineare Gleichungen zu construiren, 
schloss sich genau an ^meine Ansichten an; das fruchtbare Schema der 391. 
Nummer ist eine blosse Ausdehnung derselben. Aber es steht dieselbe ver- 
einzelt da , sie setzt Vorbereitungen und Eliminationen voraus*, die künstlich 
angelegt werden müssen und ihre '"Anwendbarkeit beschränkt sich auch dann 
noch auf wenige Fälle. Die Aufgabe war, eine allgemeine Methode auf das 
zu Grunde liegende Princip aufzubauen, wodurch zugleich alsdann alle Eli- 
mination ausfallen musste. Dann muss ich ferner der von H. Poncelet vor* 
läufig ohne Beweis mitgetheilten Construction einer geometrischen Aufgabe 
(I, 354) Erwähnung thun, welche mich, indem ich den Beweis derselben 
suchte, zu der Theorie der Osculation führte, wie sie im 8. Paragraphen des 
zweiten Abschnittes des ersten Bandes entwickelt ist Wohl nichts begünstigt 
mehr das Aufßnden neuer Methoden, als der Versuch, geometrische Sätze,^ 
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die iii der Aussage einfach nnd symmetrisch sind, analytisch zu beweisen, 
la dieser Hinsicht habe ich viel dadurch entbehrt, dass der Tratte des pro- 
prietes projectives des H. PonCelet mir bei der Ausarbeitung des ersten Ban- 
des fremd b|ieb und die originellen Leistungen des H. Stevner in demselben 
Gebiete erst erschienen , als jener Band unter der Presse war. — 

Ein zweiter Gegenstand fesselte ebenfalls meine Aufmerksamkeit schon 
im Sommer 1825. Es^ waren die im Detail behandelten Beweisführungen in 
der 120. — 121., 160., 211. und 237. Nummer der oben genannten Schrift 
Sie waren mir bisher unbekannt geblieben , weil sie sich in den friihern Aus* 
gaben noch nicht finden; sie überraschten mich damals durch ihre Neuheit 
und kamen mir tun Ende doch immer nur in Biot's vortrefflichem Handbuche 
als ein Gewächs auf fremdem Boden vor. Ich fasste den allgemeinen Gedan- 
ken, dass überhaupt, wo eine mathematische Entwicklungs weise sich als 
Kunstgriff darstelle, diess nur deshalb geschehe, weil man dieselbe noch nicht 
zur Methode erhoben und als solche eingeführt habe. Aber ich war in der 
Ausführung dieses Gedankens anfangs v/eniger glücklich als in der Ausfuhrung 
des früher erwähnten« Der erste Band enthält in dieser Beziehung nichts von 
Bedeutung, dagegen aber ist der ganze vorliegende zweite Band eine Frucht 
des sich erst nach längerer Zeit entfaltenden Gedankens. 

In der 271. Nummer des ersten Bandes habe ich diejenige Bedingungs- 
Gleichung entwickelt, welche ausdrückt, dass eine gegebene gerade Linie 
von einem Kegelschnitte berührt wird. Nachdem dieser Band bereits erschie- 
nen war, veranlasste mich eine geometrische Aufgabe, von den Coefücienten 
in dieser Bedingungs - Gleichung zu den CoefBcienten in der Gleichimg des 
Kegelschnittes zurückzugehen. Ich fand eine vollständig reciproke Beziehung 
dieser CoefBcienten zu einander (II, 552), und das Princip der Reciprocität *), 



*) Ich habe den Aasdrack „Princip der Reciprocitäf^ als eine freie Ueberseteang der PoNCELET- 
sehen „theerie des polairea r^ciproques^ eingeführt. H. Gergonne bedient sich des Wortes 
^principe de duaUt^^y und lässt in dieser Benennung durchblicken, dass er die Beziehungen 
der durch dieses Prindp mit einander verbundenen Sätze zu einander als eine absolute Ki- 
genschaft {propri^te g^nSrale de Fetendue) ansieht. Man wird natürlich zu dieser Ansicht hinge- 
zogen, wenn man zwei zusammengehörige Sätze über gerade Linien betrachtet, von denen einer 
aus dem andern nach jenem Princip sich ergibt, wenn man einen Kegelschnitt zu Hülfe nimmt 
und, in Beziehung auf diesen Kegelschnitt, Constructionen sich ausgeführt denken muss, die 
von einer höhern Ordnung sind, als die in jenen Sätzen angezeigten. Dieser Uebelstand 
verschwindet zwar in der rein analytischen Theorie; aber ungeachtet dessen kann ich 
mich nicht zu der Ansicht einer absoluten Dualität bekennen, weil dieselbe bloss in den von 
Grössen « Vergleichungen ganz unabhängigen Sätzen, bei denen H. Gergonne ausschliesslich 
verweilt, sich bewährt. Indem wir Hülfs- Gleichungen von bestimmter Form, die auch von 
höhern Graden sein können j zu Grunde legen, verknüpft das Princip der Reciprocität 
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in so. weit sicli dasselbe auf Curven zweiter Ordnung bezieht, stand in sei- 
ner ganzen Wichtigkeit vor mir, sobald ich nur die beiden Constanten der 
gegebenen geraden Linie als Punct ^ Coordinaten und veränderlich betrachtete. 
Diess letztere hatte ich bereits schon gethan, weil mir jener frühere Gedan- 
ken immer vorschwebte, nur hatte ich statt der Constanten b und a zuvor 
die Constanten q und p eingeführt (L, 272 — 274). Ich that diess, wie man 
sogleich einsieht, weil die beiden Constanten b und a nicht homogen sind; 
5ber weil ich dieses that, wurde ich damals von jenem Principe abwärts ge- 
führt und ein zufälliger Umstand musste mich erst wieder auf dasselbe zurück 
bringen. 

Nachdem ich zu dem Principe der Reciprocität, in Beziehmig auf Kegel* 
sdinitte, gekommen war, war es naturlich, dieselbe Yerfahrungsweise auch 
auf Curven einer beliebigen Ordnung auszudehnen und dann insbesondere auch 
von Linien der zweiten zu Linien der ersten Ordnung zurückzugehen. Hier 
ergab sich die DefiUiition des Poles einer geraden Linie, als derjenige Punct, 
dessen Coordinaten zwei auf lineare AVeise in der Gleichung derselben vor*- 
kommende Constante sind, woraus wiederum eine anders sich gestaltende 
Theorie des Principes der Reciprocität hervorging. Dann war es endlich na- 
türlich, der Gleichung der geraden Linie irgend eine beliebige Gleichung zwi- 
schen zwei veränderlichen und beliebigen constanten Grössen, von welchen 
letztem zwei auf lineare Weise vorkommen, zu substituiren , wie diess im 
zweiten Paragraphen der zweiten Abtheilung des vorliegenden Bandes ge» 
jichehen ist 

Ich war in eine Zwistigkeit zwisehen den Hü. Poncrlet und Gbrgonne 
über die erste Entdeckung des Principes der Reciprocität zufallig verflochten 
worden. Die Veranlassung dazu war, dass ein von mir eingesandter Aufsatz 
in den Annalen (1826 Ao4t et Septembre) abgedruckt wurde, nachdem er 
s$uvor ^etheilt und in eine so ganz verschiedene Form gegossen worden war, 
«dass ich den ersten Theil desselben später nur wiedererkannte, weil mein 
Name an der Spitze desselben stand. Aus^ einer Reclamation des H* Ponceijbt, 
die mir durch die Güte des H- v, MyENCHOw, eben weil sie auch mich 



mannigfaltige geometrische Sätse nach allen Seiten bin unter einander (721). Jeder Ge* 
danke überlbaupt, der nicht ans der Natur der Sache unmittelbar entspringt, sondern aus 
einer metaphysischen Abstraction übertragen wird, übt so leicht eine dictatorische HerrschaA 
über uns aas und führt dann seine Strafe immer mit sichj indem er dem unbefangenen 
Gedankengange Fesseln anlegt. 
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"Betraf 9 mitgetheilt wurde, erfuhr ich zuerst, worin jenes Princip, wie es 
bisher aufgestellt worden war, bestehe. Ich antwortete, um einige Thatsa^ 
chen ^u berichtigen, im Juli 1828.*) und Zeigte bei dieser Gelegenheit an, 
dass ich mich bewogen fände, einen Aufsatz an den Redacteur der Annalen 
einzuschicken, aus welchem vielleicht hervorgehen würde, dass auch idb, 
nachdem schon die H. Poncelet und Geroonne ihre Theorie der Reciprocitat 
aufgestellt hatten, auf rein analytischem Wege, unabhängig hiervon, zu ei* 
nem solchen Principe gelangt sei. Dieser Aufsatz, der aus den oben gemach^ 
ten Bemerkungen hervorgegangen, wurde wenige Tage nachher abgesandt, 
ist aber, so viel ich weiss, unabgedruckt und unerwähnt geblieben. Die von 
mir dargelegte analytische Theorie zeigte die Reciprocitat bereits unter einem 
viel allgemeinern Gesichtspuncte. Nachdem ich die geometrische Theorie ken- 
nen gelernt hatte, gab ich, dadurch veranlasst, der meinigen eine noch all- 
gemeinere Form, indem ich den Pol nicht durch die Constanten der Hülfs-Glei* 
chung selbst, sondern durch lineare Functionen dieser Constanten bestimmte. 
So entwickelt findet sie sich in dem 3. Paragraphen der 2. Abtheilung des 
IL Bandes. 

Erst Ende August 1829 that ich einen neuen Schritt, bei der Gelegen- 
heit, dass ich eine öffentliche Rede ausarbeiten musste und zu diesem fende 
die neuesten geometrischen Forschungen übersichtlich zusammenstellte. Ich 
hatte den Gedanken, die Constanten in der Gleichung einer geraden Linie 
als die Coordinaten dieser Linie zu betrachten, und demnach durch eine Glei- 
chung zwischen solchen Coordinaten eine Curve darzustellen, welche von ge* 
raden Linien, die nach einem bestimmten Gesetze auf einander folgen, um- 
hüllt wird. Dieser Gedanke lag für mich um so näher, da ich mir bereit» 
schon allgemeinere Begriffe über Coordinaten • Systeme gebildet und auch be- 
reits schon im 5. Bande des Journals für Mathematik einen Aufsatz über ein 
neues Coordinaten - System . geliefert hatte. Die erste Entwicklung des neuen 
Gedankens enthält eine Abhandlung, deren erste Hälfte schon Anfangs Septem- 
ber und deren zweite Hälfte bald nachher an H. Crelle abging. Sie wurde 
einige Zeit später im 2. Hefte des 6. Bandes des Journals abgedruckt. Erst 
nach dem Abgange der zweiten Hälfte entschloss ich mich, zugleich durch 
eine äussere Veranlassung bewogen, den vorliegenden zweiten Band der 
Entwicklungen auszuarbeiten und ihn ganz den neuen Untersuchungen zu 



^ Bulletin (Us sdencea nudh^matiquea^ aatranorniquea, pJiynquea et Mrmjuee. T. IX. p. 33o, 
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ividmeiL Der Druck begäan bald nacliher und die ersten dreissig Bogen wa- 
ren fertig, ehe noch ein Jahr nach der ersten Auffassung der Idee, deren Ent- 
wicklung sie sind, verflossen war. Jene früher erschienene Abhandlung ist nur 
als eine unvollkommene Vorarbeit hierzu zu betrachten, aber auch als solche 
wollte der nachsichtsvolle Herausgeber dieselbe erscheinen lassen, obgleich 
ich meinerseits den Wunsch äusserte, sie zu unterdrücken. 

Die Entwicklungen der ersten Abtheilung des vorliegenden zweiten Ban- 
des und die Entwicklungen des ersten Bandes gehen mit einander parallel; 
dort und hier habe ich in der Behandlungsweise gleiche Grundsätze zur An- 
wendung gebracht. Die zweite Abtheilung des zweiten Bandes enthält das 
Princip der Reciprocität, welches die beiden ersten Theile meiner Arbeit zu 
einem Ganzen vereinigt; und somit sei es mir erlaubt, diese Arbeit als ge- 
schlossen anzusehen. Ein eigentlich systematisches Ganzes aufzustellen, ist 
vielleicht noch zu früh, weil die Neuheit der Methoden noch zu gross, die 
Menge der Resultate, die uns entgegentreten, unübersehbar ist Namentlich 
ist jenes Princip der Reciprocität, welches die scheinbar fremdartigsten geo- 
metrischen Sätze nach allen Seiten hin mit. einander verknüpft, und uns aus 
tier Art dieser Verknüpfung, indem wir von bekannten Sätzen ausgehen, 
nach Lust und Liebe gleichsam, neue finden lehrt (721, 722), eine solche 
Erscheinimg in dem Gebiete der Greometrie, welche eine neue Methode der- 
selben zu fordern scheint. *) Hierbei treten uns indess mehrere Bemerkungen 
entgegen. Jedem Beweise, der sich durch die Verbindung allgemeiner Sym- 
bole ausfuhren lässt, entsprechen, wenn wdr diese Symbole einmal auf Punct- 
Coordinaten, das andere Mal auf Linien -Coordinaten beziehen, zwei solche 
Sätze, die durch das Princip der Reciprocität mit einander verbunden sind. 
Wir können hier also entweder dieses Princip oder die Retrachtung eines von 
jenen beiden Coordinaten - Systemen entbehren. Wo aber ein Satz durch eine 
specielle Anwendung von Punct - Coordinaten bewiesen wird, da nimmt dieser 
*.. 

*) Auf ähnliche Welse äassert sich H. GKaooNNS bei Gelegenheit des Prindpes der Reci«* 
procität: 

MaU ü ^agU 
commencer , pour l 

cup0, une ere toiU*2t^fait noupeüe; il s^agU iPen mettre^toua les andens troMs ä peu 
pris au rebut, de leur substiiuer des trailda dun^ forme tout^h'fcut diJfirenU^ d§s trai* 
t^$ inraimerU philoaaphiquea gm noua morUreni er^n cette dtendue^ r^ptacU uniueraeUe de 
$aut ce qui exiete^ eoue sa t^Uable phyaionomie , que la mautfcdee mSthode d'enaeigTtement 
€utopt^e jusqu^ä ce Jour ne naue nt^oU pas pernua de remarquer; il a*agitf en un mot^ 
d*ap^rer dana la acience une refohuion auaai impMeuaement neceaaaire qu^elle a 4ti jua» 
. qu*ici peu pr^uue, {Ann, Thme XVH, p. 9yS). 
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Beweis einen ganz andern Weg, al8 der Beweis des zugehörigen Satzes, wenn 
wir denselben durch Anwendung von Linien -Coordinaten fuhren (70, 424). 
Und überdiess kann jeder der beiden Sätze in jedem der beiden Coordinaten- 
Systeme bewiesen werden. Das System der Linien - Coordinaten behält also 
seine ganze Bedeutung neben dem Principe der Reciprocität; es werden durch 
dasselbe die Beweismittel verdoppelt Wollte man jenes Princip als Beweis- 
mittel anwenden, so würde man zwar, indem man auch nur die allbekann- 
ten Sätze über Kreise und gerade Linien zu Grunde legte, zu einer Menge 
von Resultaten mit bisher gar nicht geahneter Leichtigkeit kommen, und 
eine solche Arbeit wäre gewiss eine verdienstliche: aber ich sehe nicht ein, 
wie man auf diesem Wege das Ganze der Greometrie systematisch zusammen- 
zufassen vermöchte. Vielleicht sollte man die Systeme der Punct- und Li- 
nien -Coordinaten noch vervielfältigen. Alsdann liesse sich ein Princip aufstel^ 
len, das mit dem Princip der Reciprocität Aejinlichkeit hat, und nach wel- 
chem, wenn die analytische Beweisführung irgend eines Satzes vorliegt, zu- 
gleich so viele Sätze bewiesen sind, als es verschiedene Coordinaten -Systeme 
gibt Ich habe diesem Principe nur eine Note am Ende des dritten Paragra- 
phen der zweiten Abtheilung des vorliegenden Bandes widmen können. Viel- 
leicht könnte man alsdann, ohne an Leichtigkeit einzubüssen, zum Behuf der 
Beweisführung das Princip der Reciprocität entbehren und dasselbe erschiene 
dann als ein blosses Band, das die verschiedenen Sätze unter einander ver- 
knüpft 

Man kann das Verhältniss der Geometrie zur Analysis aus verschiedenen 
Gesichtspuncten betrachten. Ich möchte mich zu der Ansicht bekennen, dass 
die Analysis eine Wissenschaft ist, die, unabhängig von jeder Anwendiuig, 
selbstständig für sich allein dasteht, und die Geometrie, so wie von einer 
andern Seite die Mechanik, bloss als die bildliche Deutung gewisser Bezie- 
hungen aus dem grossen erhabenen Ganzen ers^^heint. Wenn wir diese An- 
sicht zu Grunde legen und consequent durchHihrcn, so erhält dadurch die 
Behandlung der Geometrie einen eigenthümlichen Character, auf die ich hier 
noch besonders aufmerksam machen zu müssen glaube. Ich kann diess nicht 
besser als durch ein paar Beispiele thun. Die ^'erbindung zweier Gleichungen 
zwischen zwei veränderlichen Grössen zu einer dritten solchen Gleichung, 
vermittelst eines unbestimmten Coef&cienten , eine ganz gewöhnliche analyti- 
sche Operation, bezeichnet, wenn wir geometrisch deuten, den Uebergang 
von zwei gegebenen Curven zu einer dritten, welche mit den beiden gegebenen 
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dieselben Durchschnittspuncte oder dieselben gemeinschaftlichen Tangenten hat. 
Der Elimination der Werthe fiir die beiden veränderlichen Grössen zwischen 
den beiden gegebenen Gleichungen entspricht die Bestimmung dieser Durch* 
schnittspuncte oder dieser gemeinschaftlichen Tangenten. Die geometrische In- 
terpretation eines analytischen Factums , der gleichen Wurzeln der auf diese 
Weise resultirenden Gleichungen, ist, an und für sich, die Tangenten -Theo- 
rie und überhaupt die Theorie des Contactes einer beliebigen Ordnung. Die 
geometrische Interpretation des wichtigsten Satzes der Algebra , des Satzes, 
dass jede ganze . algebraische Function einer einzigen veränderlichen Grosse 
sich in reelle Factoren des ersten und zweiten Grades zerlegen lässt, ist, $m 
und für sich, die wichtige Theorie der Chorden und Chprdalpuncte,. so wie 
der homologen Puncto und homologen geraden Linien, und zwar in grösserer 
Ausdehnung als diese Theorie bisher aufgestellt worden ist (610). — 

Es gibt, in Beziehung auf die drei Dimensionen des Raumes, Entwick- 
lungen, die den Entwicklungen der beiden vorliegenden Bände analog sind 
nnd wodurch sich auch hier die Beweismittel verdoppeln. An den letzten Pa- 
ragraphen des zweiten Bandes schliesst sich namentlich eine neue allgemeine 
Theorie der Oberflächen an. Das Princip der Beciprocität besteht auch für die 
Constructionen im Baume. Es ist aus einer analytischen Betrachtung hervor- 
gegangen un4 liefert seinerseits wiederum Beiträge zur Analysis. Ich habe 
(nich, was diesen Punct betriflt, begnügen müssen, in einer Note anzudeuten^ 
wie dasselbe unmittelbar zu einer allgemeinen Theorie der singulären Auflö- 
sungen führt — Man durchsieht, dass in meiner Arbeit Keime zu neuen sich 
weit ausbreitenden Arbeiten liegen. — • 

Bonn, im Herbste 1830. 
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Erste Abtheilung« 



üeber eine neue Art, Curven durch Gleichun- 
gen darzustellen. 



399. i91.an denkt sich, indem man eine ebene Girve, wie gewöhnlich, dnrch eine 
Gleichung zwischen zwei veränderlichen Grössen, welche, wenn man ihnen bestimmte 
\^erthe beilegt, die Coordinaten eines bestimmten Punctes bedeuten, darstellt, 
diese Curve als ans einer unendlichen Anzahl stetig auf einander folgender Pnncte beste« 
hend, oder, wenq man lieber will, als durch die Bewegung eines Punctes beschrieben. 
Man kann aber auch dnrch nicht minder einfache und bequeme Gleichungen zwischen 
veränderlichen Grössen, dnrch welche, wenn man ihnen bestimmte Werthe beilegt, eine 
bestimmte gerade Linie gegeben ist, unendlich viele gerade Linien darstellen, die 
nach einem Gesetze stetig auf einander folgen, und also eine bestimmte Curve umhüllen* 

£ine Curve wird auf diese neue Art eben so vollständig durch eine Gleichung darge* 
stellt, als nach der gewöhnlichen Methode: denn, dort wie hier, lassen sich alle Eigen- 
schaften derselben aus ihrer Gleichung vollständig ableiten. Man durchsieht leicht, wie 
in der Geometrie der Curven die Beweismittel auf diese Weise sich verdoppeln; wie 
jeder allgemeinen analytischen Entwicklung, die bisher gemacht worden ist, indem man 
die gebräuchlichen Gleichungen zu Grunde gelegt, eine andere entspricht, die auf den 
neuen Gleichungen beruht* Sobald nur der oben ausgesprochene Grundgedanke allge- 
mcin-und klar aufgefasst worden ist, ist auch schon für die Ausführung desselben der 
Weg gewiesen. Auf diese Weise sind die folgenden Untersuchungen entstandjcn, die 
sich denen des ersten Bandes der vorliegenden Schrift enge anschlicssen. Die nepe Be« 
handlungsweise wird uns zu manchen neuen Sätzen führen und andere Sätze, die auf in-, 
directem Wege, bisweilen nicht ohne Anstrengung, in dem Frühern bereits schon bewie- 
sen sind, werden wir unmittelbar in einer ganz einfacheil Verbindung der neuen Glei- 
chungen lesen und so denselben, oft ganz unvermuthet, begegnen. Hierdurch wird eine 

IL 1 
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Lücke, die mir bei Aasarbeitnng jenes ersten Bandes meiner „Cntwicklnngen^ fühlbar 
geworden ist, ansgefoUt, nnd die allgemeine analytische Methode, deren ich mich be- 
dient habe, scheint mir nun innerhalb der vorgesteckten Gränzen vollständig nnd ge- 
rundet. — 

400. Die allgemeine Form der Gleichung einer geraden Linie, bezogen auf zwei, 
sich nnter einem beliebigen Winkel schneidenden, Coordinaten-Axen ist folgende: 

Ay+Bx+C = 0, (i) 

indem wir dnrch y nnd x Coordinaten nnd darch A, B nnd C drei Constante bezeichnen. 

Wenn wir diesen Constanten nach nnd nach verschiedene Werthe beilegen, so können 

wir alle möglichen geraden Linien durch die vorstehende Gleichnng darstellen* Diese 

Gleichnng stellt auch dann noch nnendlich viele verschiedene gerade Linien dar, die 

aber, wie wir gleich sehen werden, durch denselben Pnnct gehen, wenn zwischen den 

obigen drei Constanten, die wir übrigens als ganz beliebig betrachten, eine Gleichung 

von folgender Form besteht: 

aA+bB+cC = 0, 

in der a, b und c irgend drei neue Constante bezeichnen« W^enn wir also A, B und 
C als veränderliche Grossen betrachten, nnd, dem entsprechend, an die Stelle derselben 
n^ V und w schreiben, so können wir sagen, es stelle die Gleichung: 

au+bv+cw = 0, (a) 

einen Pnnct dar. Je drei W^erthen von u, v und w, welche die letzte Gleichung 
befriedigen, entspricht eine gerade Linie und jede solche gerade Linie geht dnrch den 
in Rede stehenden Pnnct Wir betrachten also hier den Punct, als einen geometri- 
schen Ort, in dem unendlich viele gerade Linien sich schneiden, wäh- 
rend man, indem man von der gewöhnlichen Gleichung einer geraden Linie ausgeht, 
diese zls einen geometrischen Ort für nnendlich viele Pnncte betrachtet 

Wir können eine der drei veränderlichen Grössen n, v und w ein für alle Mal be^ 
liebig annehmen, nnd, der Kürze halber, auch gleich Eins setzen. Alsdann erhalten 

wir aus (2) folgende Gleichungen: 

a -f-bv+cw 8=0, 

au+ b-hcw = o', 

au+bv+c =0, 

die eben so allgemein, aber weniger symmetrisch sind. 

401. Statt der Gleichnng (2) sei irgend eine beliebige in Beziehung auf n, v und w 
homogene Gleichung, die wir dnrch: 

F (n, V, w) « o, (d) 

bezeichnen wollen, gegeben. Alsdann entspricht je drei Werthen von n, v und w, die 
diese Gleichung befriedigen, eine bestimmte gerade Linie. Solcher Linien erhalten wir 
unendlich viele, die unmittelbar auf einander folgen und also eine stetige Cnrve umhüllen« 
Wir sagen, diese Curve werde dargestellt durch die gegebene Gleichung 
(3). Wir sagen ferner die Cnrve sei von der zweiten, dritten.. Classe*), wenn 



*) leb gebrancbe bier das Wort C lasse nach IL GxaGONNE, der, dem analog, wie man 
eine Carve, die von einer geraden Linie in m Puncten geschnitten wird, eine Linie m. 
Ordnung (mir scheint es passender hier das Wort Ordnung statt des Wortes Grad zu 
gebrauchen, weil auch die Classe einer Curve durch den Grad ihrer Gleichung bestimmt 
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ihre Glelchong (8) vom sweiten, dritten • • • Grrade ist; so wie man' sagt , die 
Cnrvc sei von der «weiten, dritten • • Ordnung, wenn die gewöhnliche Glcicfaong 
derselben zwischen y and x vom zweiten, dritten • . , Grade ist Der Analogie nach 
nennen wir den Ponct einen geometrischen Ort erster Classe. Die Ocrter 
zweiter Classe werden durch folgende allgemeine Gleichung dargestellt: 

au'+bnv-l-cv^+duwH-evw+fw* = 0, 
in welcher a, b, c, d, e and f Constante bezeichnen, nnd enthalten alle Cnrven zwei- 
ter Ordnung. Die Corven der dritten oder einer hohem Classe sind^ im Allgemei- 
nen, nicht Corven der dritten oder derselben hohem Ordnung. 



wird) nemit, einer solchen Cnrve, ftn die sieh, von einem gegebenen Poncte ans, m 
Tangenten legen lassen den Namen einer Linie m. Classe gibt 
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Erster Abschnitt. 



^ 



Zur Theorie des Punctesy als ^geometrischen Ortes 

erster Classe. 



403. Indem MONGE die Gleichung der geraden Linie in die analytische Geometrie 
einführte, nnd dadnrah den Grund auir Yerbannang aller Constmction aas derselben legte, 
gab er ihr jene neoe Form, durch welche ihre weitere Ausbildung möglich wurde. Die- 
jenige Rolle , welche in den bisherigen Entwicklungen die Gleichung der geraden Linie 
spielt, spielt in den neuen Entwicklqngen die Gleichung des Pnnctes. Mit dieser 
wollen wir uns also zunächst beschäftigen. 

Fig. 1. Wenn die Gleichung: 

Ay+Bx+C = o, 
die eine gegebene gerade Linie, MN, darstellen soll, auf zwei sich unter beliebigen 
Winkeln schneidende Coordinatea-Axen OY und OX bezogen wird, so hat man be- 
kanntlich: 

^--OP. 

Indem wir nun A, B und C als veränderliche Grossen betrachten, erbalten wir am leich- 
testen diejenige gerade Linie, welche irgend dreien besondem Werthen u', y' und w' je- 
ner Yeränderlichen entspricht, indem wir, vom Anfangspuncte der Coordinaten an, auf 

der ersten Axe den Werth von ( ,\ auf der zweiten Axe den Werth von C A 

auftragen, und dadurch diejenigen beiden Puncte auf den beiden Axen bestimmen, durch 
welche jene gerade Linie geht. 

/|03. Die Gleichung: 

au4-bv-H^w e= o, (i) 

welche in Beziehung auf die drei veränderlichen Grössen u, v nnd w homogen und 
vom ersten Grade ist, können wir auch, wenn wir eine beliebige jener Grössen con- 
stant nehmen, als die allgemeine Gleichung des ersten Grades zwischen den 
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beiden ttbrigbleibenden verlnderHchen GrSMen aiuehen«. Wir haben, indem wir die 
Form der Gleichung (i) beibehalten, den Yortfaeil, dass wir, nach unsem jedesmaligai 
Absichten, sogleich jede beliebige der drei Yeränderlichen constant setzen können« 

Wir können anch die Gleichung (l) als die allgemeine Gleichung des ersten Grades 
zwischen den Quotienten einer beliebigen der drei Yeränderlichen in die beiden übrigen 
ansehen. 

404« Wir wollen sanächst die einfachem Formen der allgemeinen Gleichung (l) na- 
her betrachten. Wenn wir annehmen, dass die beiden Constanten a und b Null sind, 

so kommt: 

w =5 o (a) 

Diese Gleichung enthält gar keine Bestimmung über die beiden Yeränderlichen n und v» 

und verlangt bloss, dass, für jede beliebige Annahme derselben, w verschwinde. Alle 

bezüglichen geraden Linien gehen mithin durch den Anfangspunct der Coordinaten: 

dieser Punct wird durch die Gleichung (2) dargestellt 

Wenn wir nur die eine jener beiden Constanten, b, in der allgemeinen Gleichung 
gleich Null nehmen, so komint: 

au-H^w == o. (3) 

Es ist also in diesem Falle f j constant, und zwar gleich -, während y und mithin 

auch f j einen durchaus beliebigen Werth behält. Die bezüglichen geraden Linien 

schneiaen also (402) die erste Axe in irgend einem beliebigen Pancte, gehen aber alle 

a 
durch denjenigen festen Panct der zweiten Axe, dessen Ordiüate — ist: dieser Punct 

\« 

wird durch die Gleichung (3) dargestellt 

Elbenso stellt die Gleichung: 

bv+cw SÄ o, 

denjenigen Punct der ersten Axe dar, dessen Abscisse gleich ist: — • 

Die Gleichung: 

^ = 0» , 
die keine Bestimmung Übern und w enthält, entspricht solchen geraden Linien, die in 

einen beliebigen Panct der zweiten Axe einschneiden, aber alle der ersten Axe parallel 
sind. Sie stellt daher einen Punct dar, der in unendlicher Entfernung 
auf der ersten Axe, oder, was dasselbe heisst, auf irgend einer ihr parallelen gera- 
den Linie liegt 

Auf ähnliche Weise stellt die Gleichung : 

n SS o, 
einen auf der zweiten Axe unendlich weit entfernt liegenden Pnnct dar. 

Die folgende Gleichung endlich: 

au+bv s= o 
entspricht nor solchen geraden Linien, die unter sich parallel sind. Es stellt also diese 
Gleichung einen Punct dar, der unendlich weit entfernt liegt, aber nicht mehr, wie in 
den beiden vorigen Fällen, auf einer der beiden Axen, sondern, wovon man sogleich sich 
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überzeugt, auf einer beEebigen geradmi linie^ die mit der, durch folgeüde Gleichdiig 
dargesteUtea : 



y — 2 X «ö o, 



parallel ist 



Flg. !• 405. Um zu zeigen, dass die allgemeine Gleichung (2), bei jeder Constanten - Be-' 
Stimmung, einen Punct darstelle, wollen wir derselben zunächst folgende Form geben: 

a . b V . w 

-H H =0. 

c c n n 



w . 



Wenn wir alsdan^ von der veränderlichen Grösse — irgend eine beliebige constante Grosse 
abneben, so kommt dies offenbar darauf binaus, statt der ersten Axe eine andere, ihr 
parallele , gerade Linie zu nehmen. Nehmen wir fär diese constante Grösse - , so ver- 
wandelt sich die leUte Gleichung in folgende : 

bv4-cw sa o, 
die , nach der varigen Nommer, einea aof der neuen ersten Axe liegenden Punct darstellt. 

(»06. Wenn die allgemeine Gleichung: 

au+bv+cw = o, 
irgend einen gegebenen Punct G darstellen soll , so ist es leicht , die Constiüfiten dersel* 
ben zu bestimmen. Für die durch den gegebenen Punct gehende gerade Linie, welche 
der ersten Axe paraBellst, für GS, ist v = o mithin, 

ao*f-cw Ä o, 
und folglich ist die Ordinate desjenigen Punctes , in welchem die^e gerade Linie in die 
zweite Axe einschneidet: 

-. 2: := OS = i. 
, u c 

. Auf ähnliche Weise ergibt sich, wenn wir, parallel mit der zweiten Axe, dorch den 
gegebenen Punct die gerade Linie GR legen : 

OR =-. 

. c 

Wir 4ehen hieraus, das die allgemeine Gleichung; 

au+bv+cw =5 o. 

denieiiigen Punct darstdlt, dessen Coordinaten sind: 
* a b 

•^ c c 

Unbeschadet der Allgemeinheit können wir in der Gleichung des Punctes c «•* 1 Setzen i 

alsdana sind die Coordlnaten desselben die CoefTicienten von u und v. 

Für die> durch den gegebenen Punct G und den Anfangspunct der Coordinaten ge- 
hende t gerade Linie OG ist w« o, folglich: 

au+bv = 0, 

mithin : 

V a OS sina 

^ n "" b ** ÖR *** Ä«0»-«), 

indem wir ixach ß den Coordinaten -Winkel bezeichnen. 



•-\ 
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^7; Wenn der durch die aUgemeine Gleicbnng: 

an+bv+cw =» o, 
dai^estelltc Panct anf einer darch bestimmte Wertbe der veränderlicben Grossen» darch 
u\ V nnd w^, gegebenen geraden Linie liegen soll, so ist: 

au+bv-l-cw' » o, 
nnd, indem man abzieht, ergibt sich: 

a(a — n')+b(v— v')-|-c(w— w*) =a o: 
für die allgemeine Gleicbang eines auf der geraden Linie (w', v'p u) liegenden Pnnctes. *) 

Wenn irgend zwei gerade Linien (w", v", n") nnd (w', v\ n') gegeben sind, so er- 
balten wir (br die Gleiehong des Darchschnittsponctes* dieser beiden Linien folgende; 

w w 



W W U n fY T \ 

n "■ 7 "^ £ _ 2I N° "" "/' 



n n 



also, wenn vrir entwickeln: 

(v"a'— vn")w— (Wn'-w'n")T-KwV— w'v")a « o. 
Je nacbdem wir in o» t oder w als constant betrachten, verwandelt sieh diese Gleichung 
in folgende: 

(v"-^>^w"--w')v4<wV— w'v') « o, 

(a"-n>-(w''— w>-+<wV— w'n") = 0, 

(n" — n')v — (v"— v')Q+(v''a' — v'u") =» o. 

408. Wir kommen zar Bestimmnng derjenigen geraden Linien, welche die dareh 

folgende beide Gleichungen: 

aa+bv+w = 0, . 

a'u-f-bV+w =«0, ^ ^ 

gegebenen Pnncte enthält, wenn wir zwischen diesen Gleichungen die Werthe flir die 

• Coefficienten je zweier der drei veränderlichen Grössen w, v und u eliminiren« Auf diese 

Weise kommt: 

w ab' — a'b 

~ n"=T=:ir' 

w a'b — ab' 



V a'-a * 

V a' — a 



u b^-b • 

409. Das Resultat der Elimination zwischen den beiden gegebenen Gleichungen (l), 
die wir, der Kürze halber, durch: 

U = o, U' = o, (2) 

darstellen wollen, bleibt dasselbe, wenn wir für eine dieser Gleichungen eine andere des- 
selben ersten Grades nehmen, die vrir durch eine algebraische Verbindung der gegebenen 



*) Der Käree^ wegen, wollen wir ejoe durch w', v' und n gegebene gerade Linie darch (wV 
v', u) bezeichnen« Es sind w', y und u als Coordinaten dieser Linie in betrachten. "Wir 
wollen femer dieselbe gerade Linie durch (w', v'), (w', u') oder (v', u) bezeichnen, wenn 
wir u' s=a 1, v' sa 1 oder w' s« 1 setzen* 
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Gleichungen erhalten. Jede solche Gleichung Ut, wenn wir /i als anhcsdmmten G>efii- 
cienten betrachten, in nachstehender Gleichdng einhegriffcn : 

Es stellt also diese Gleichung irgend einen beliebigen Pnnct dar, der mit den beiden ge<- 
gebenen , durch die Gleichungen (2) dargestellten , Puncte in gerader Linie liegt. 

410. Für die beiden durch die Gleichungen (i) dargestellten Puncte hat man (406): 

y =s a, X =* b; 

y Ä a', X = b'. 

Man erhält hiemach leicht die Coordinaten derjenigen beiden Puncte, welche auf der, 

die beiden gegebenen Puncte verbindenden, geraden Linie so liegen, dass die Abstände 

jedes derselben von dem ersten und zweiten gegebenen Puncte sich verhalten, wie* fi: i. 

Für diese Coordinaten ergibt sich: 

a±/ia' h±Mh' 

y =* ■ , X = -=^^--— , 

wobei wir fi, das an sich positiv ist, mit dem Vorzeichen 4- oder — nehmen müssen, 
je nachden^ wir depjenigien dieser beiden Puncte betrachten, welcher zwischen die beiden 
gegebenen fallt oder nicht Die |jleichungen dieser beiden Puncte sind also (406) in (öh 

gender . , 

(^±fta:)xjt+(b±inh')v+(i±iu)w = o , . 

die mit folgender indentisch ist; 

V±flU =as O, 

enthalten. 

Wir sehen hieraus, wie man, wenn irgend zwei Puncte gegeben sind, unmittelbar 
die Gleichung jedes bestimmten Pnnctes ^ derjenigen geraden Linie erhält, welche durch 
die beiden gegebenen Puncte geht, und ,dass man zu diesem Ende diese Puncte nur auf 
die allgemeinste Weise durch die Gleichungen (2) darzustellen braucht. Wenn wir ins- 
besondere f^ =s l setzen, so stellt die Gleichung: 

U+U' = o, 
die Alitte zwischen den beiden gegebenen Pnnctcn dar; die Gleichung: 

U-U' ^ (a— /^a>H-(b-/ib')v = o, 
einen, nach der Richtung der durch die gegebenen Puncte gehenden geraden Linie hin, 
unendlich weit erifernt liegenden Punct (405). 
Die durch die vier Gleichungen: 

U « o, U' == 0, ü+/iü' = o, Ü-/IÜ' = 0, 

dargestellten Puncte, nennt man vier harmonische Thcilnngspuncte. 

4H. Wenn die drei Gleichungen: 

au-4-bv+w = 0, 

a'u+b'v+w = 0, (i) 

a"a4-b"v+w =^ o, 
solche drei Puncte, die in gerader Linie liegen, darstellen sollen, so findet zwi- 
schen den Constanten dieser drei Gleichungen eine ßedingungs -Gleichung Statt, die 
wir leicht auf folgende Weise erbalten. Die allgemeine Gleichung aller Puncte , die auf 
der, durch die beiden Ersten jener drei Puncte gehenden, geraden Linie liegen, ist foU 

gende (409): 

(a+/ua')u+(b+iub')v+(l+iu)w = o. 
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Wenn diese Gleichung insbesondere den dritten Panct darstellen soll, so mnss der nn* 

bestimmte CoefBcient fi so bestimmt werden, dass 

a+iua' ., b+fiV , ^ 

— es a • ■ SBS J> . 

Um die gesacbte Bcdingongs- Gleichung zu erhalten, brauchen wir nur zwischen den bei» 
den vorstehenden Gleichungen fi zu eliminiren; auf diese Weise kommt: 

b(a''~a')-a(b"-b')+b"a'-b'a" ^ o: 
eine Gleichung, die, wie zu erwarten stand, in Beziehung auf die Constanten der drei 
Gleichungen (l) symmetrisch ist« 

412« Wir wollen in dieser Nummer den Winkel bestimmen, den zwei gegebene gc* 

rade Linien: 

(w, V, n), (w', V, u*), 

iait einander bilden. Nennen wir zu diesem Ende den Coordinaten - Winkel ß und dieje- 
nigen. Winkel, welche diese beiden geraden Lininen mit der ersten Axe bilden , o und a , 

so isti 

V sina v' sina 



u smiß-ay u' "" siniß^uY 



und der gesuchte Winkel, den wir von der ersten gegebenen geraden Linie nach der 
zweiten hin nehmen, und durch o> bezeichnen wollen, gleich (a— a). Hiemach erhält 
man nach einigen Reductionen, ähnlich wie in der 17. Nummer: 

. (nv— uv')5i/iff 

*^^ ~ uu'-(uv'+u'v>ro5/H-vv'* 
und wenn der Coordinaten- Winkel ein rechter ist: 



.UV— UV 

tauget) = — t- — ;. 
^ nu+vv 

Wenn die beiden gegebenen geraden Linien sich unter rechten Winkeln schneiden, 

so kommt: 

uu - (uv +u'v)ro5^w' =3 o , 

und wenn auch der Coordinaten - Winkel ein rechter ist: 

uu'+vv' =s o. 

418. Die Entfernung der durch die beiden Gleichungen: 

au+bv+w s=5 0, . 

a'u+b'v+w = 0, ^*^ 

dargestellten Puncte, die wir D nennen wollen, ist durch folgende Gleichung gegeben: 

(a-a7+2(a~a')(b-b')ro5/?+(b— b')^ = D^ 
die fbr den Fall rechtwincklicher Coordinaten in nachstehende tibergeht: 

(a-a')^(b-b')' « D^ 
Wir erhalten diese Gleichungen unmittelbar, da die durch (1) dargestellten Puncte 
keine andern sind, als die Puncte (a, b) nnd (a', b'). 

414. Es bleibt uns noch übrig, den Abstand eines gegebenen, durch die Gleichung: 
, au+bv-f-w «= o, 

dargestellten Punctes von einer gegebenen geraden Linie (w', v, vT) zu bestimmen« Wir 

wollen hierbei, was fbr unsere Absicht vollkommen hinreicht, für den Coordinaten- 

Winkel einen rechten nehmen. Diese Bestimmung ist identisch dieselbe, als die Bestim* 

mung des Abstandes des Punctes (a, b) von der durch die Gleichung: 

u'y^-T o'+w' « o 

2 
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dargestellten geraden Linie. Für diesen Abstand, den wir P neiiinen wollen, erkalten 

wir nach der 29* Mammer*): 

aQ'«f-bv'+w^ 

wobei wir nach der 31. Nummer das Vorzeichen + oder — nehmen müssen, je nachdem 
der gegebene Panct, in Ceziehnng auf die gegebene gerade Linie, nach der positiven 
oder negativen Seite der y Hegt, — 

415. Wenn wir auf die* vorstehenden Entwicklungen zurückblicken, so bemerken 
wir bald zwischen -diesen und den analogen Elntwicklungen des ersten Abschnittes des er- 
sten Bandes den innigsten Zusammenhang, eine vollständige Reciprocitat. In der IfiO. 
Nummer haben wir die gewöhnliche Gleichung der geraden Linie zn Grunde gelegt nnd 
durch die Constanten in dieser Gleichung die gerade Linie bestimmt: diese Constan- 
ten als Coordinaten derselben betrachtet. £ben so können wir auch die Glei- 

■ 

chung des Punctes zn Grunde legen (wir construiren hier die veränderlichen Grössen 
auf die oben bestimmte Weise) nnd durch die Constanten in dieser Gleichung den Punct 
bestimmen: diese Constanten als Coordinaten des Punctes betrachten. 

Die nachstehende Gleichnug z. B., die wir genauer betrachten wollen: 

y-f-vx+w « o, (i) 

stellt eine gerade Linie dar, wenn wir für die veränderlichen Grossen y und x gewöhn« 
liehe Punct- Coordinaten und durch w nnd v constante Grrössen, deren geometrische 
Construction wir aus der Discussion der Gleichung dieser geraden Linie erhalten, be- 
zeichnen. W^enn wir w nnd v als veränderlich betrachten nnd diese Grössen durch ir- 
gend eine lineare Gleichung: 

w-fcv+c' = 0, 

mit einander verbunden sind, so erhalten wir anendlich viele gerade Linien, die aber 
alle durch denselben Punct, ncmlich durch den Punct (c, c), gehen. 

Dieselbe Gleichung (l) stellt, wenn wir w nnd v als Linien - Coordinaten und verän- 
derlich, nnd y nnd x als zwei beliebige Constante betrachten, einen Punct dar. Be- 
trachten wir auch y und x, deren geometrische Construction wir aus der Discussion der 



*) Wir habea nemlich für den Abstand eiaei Panctes (7', x') voq einer durch die Gleichung: 

j = ax+b, 

gegebenen geraden Linie a. a. O. folgenden \asdnick hergeleitet: 

^ y— ax— b 

P == + 

"" Vl+a* 

Diesen Aasdrack erhalten wir unmiUelbar aaf folgende Weise. £9 sei (Fig, 1) L der gege- 
bene Punct und MN die gegebene gerade Linie. Alsdann ist: 

LF =: LE#*/»LEF = (LD-ED)wLEF, 

= (y— y,)«>iLEF, 

LF = LE#mLEF = (LD-ED>i>iLEF, 

= ^(y-y>mLEF, 

indem wir die dem eegebenea x entsprechende , Ordinate der gegebenen geraden Linie y^ 

nennen. Hiernach ist y^ gleich (ax'-fb). Ueberdies ergänxt oer Winkel LEF denjenigen 

Winkel, den die gegebene gerade Linie mit der ersten Axe bildet, ivl einem rechten; so 

dass der Cosinus des lelztgenannten Winkels, filr den man den Ausdruck ' ;. haL 

gleich Ist sin LEF. Somit erhalt man für LF oder P den obigen Ausdruck. 



i 
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Gleichang dieses Punctes erhalten, als yeränderlicb, setoen aber zwischen beiden Grös- 
sen irgend eine lineare Gleichung , z. B. folgende; 

y+cx-f^' =5 o, 
so erhalten wir nncndlicb viele Pnncte, die aber alle auf derselben geraden Linie, 
nemllch der geraden Linie (c, c), liegen. 

Der Beweis der letzten beiden Behauptungen ergibt sich unmittelbar. Es sei nemlicb 

erstens: 

y+ax+b » o, (i) 

die aUgemeine Gleichung der geraden Linie und 

c'4-ca+b = 0, (3) 

die gegebene lineare Bedingnngs - Gleichung zwischen den, als beliebig zu betrachtenden, 
beiden Couslanten derselben; c und c' sind zwei gegebene Grossen. Wir erhalten auch 
dann eine lineare Bedingungs - Gleichung zwischen jenen beiden Constanten, wenn 
ein Punct der geraden Linie gegeben ist Wenn nemlich (y , x'^ dieser Punct ist, so kommt. 

y'-fax'+b = o. 
Die Gleichung (3) ist mit der letzten Gleichung identisch, wenn wir in dieser y =s c' 
und x' = c nehmen. Hiemach bedeutet alsdann die gegebene Bedingungs -Gleichung, 
dass alle durch (2) darstellbaren geraden Linien durch den Punct (c', c) gehen« 

£s sei zweitens: 

w+av+b a= o, (4) 

die allgemeine Gleichung des Punctes und wiederum : 

c'+ca+b = 0^ (5) 

die gegebene Bedingungs'- Gleichung zwischen den beiden CoHstanten derselben. Zwischen 

denselben Constanten ergibt sich, wenn wir eine gerade Linie (w', v'), die durch den 

Punct (4) geht, kennen, folgende Bedingungs - Gleichung des ersten Grades: 

w'-Hiv'+b =5 o: 

eine Gleichung, die mit (5) identisch wird, wenn wir w' =s c' und v == c nehmen» Es 

bedeutet also die gegebene Bedingungs -Gleichung (5), dass alle durch (4) darstellbaren 

Puncte auf der geraden Linie (c', c) liegen» 

416. Wenn wir, statt der Gleichung (l), die nachstehende, sowol in Beziehung 

auf X, y und z, als auch in Beziehung auf n, v und w homogene Gleichung des ersten 

Grades nehmen: 

uy+vx+wz =s o, 

so erhalten wir, wenn wir y, x nnd.z als conztant ansehen, die Gleichung des Punctes 

unter der Form, wie wir sie bisher betrachtet haben. Der dargestellte Punct ist folgender: 

Betrachten wir aber n, v und w als constant, so stellt dieselbe Gleichung eine ge-^ 

rade Linie dar, aber unter einer Form, wie wir sie nicht zu behandeln gewohnt sind« 

(w v\ . ' • 

— , — j oder (w, v, u). Diese neue Form der Glei- 
chung der geraden Linie, einer Gleichung, die röcksichtlich der drei veränderlichen Grös- 
sen y, X und z homogen ist, scheint mir in allen denjenigen Entwicklungen, bei welchen 
keine Elimination vorkommt, in Beziehung auf Eleganz und Symmetrie den Torrang zu 
behaupten. Wir können femer leicht von der allgemeinem Form zu der gewöhnlichen 
übergehen, indem wir z als ein für alle Mal gegeben betrachten und etwa z =» | setzen. 

2* 
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Wir können aber anch, nnd hierin scheint mir ein nicht mibedentender YortheQ xn Ue* 
gen f auf ähnliche Weise z = 1 oder y => 1 setzen. *) Anf diese Bemerkang, die sich 
aof Gleichungen jedes beliebigen Grades aasdehnen lässt, werden wir in dem Folgenden 
öfter Gelegenheit finden zarUckzakommen. — 

417. Nach diesen allgemeinen ßetrachtangcn wenden wir nns wieder zu anserm ei- 
gentlichen Gegenstande zurück. Bei der Prüfung einer neuen Enlwicklungsweise ist eine 
doppelte Frage za berücksichtigen, einmal, ob dieselbe zum Beweise gegebener Sätze 
sich geschmeidig zeigt, und dann, ob sie neue Resultate finden lehrt Was den ersten 
Punct betrifft, so wird in den nächsten Nummern an einigen Beispielen anschaulich wer« 
den, wie sich die neuen Gleichungen eben so bequem handhaben lassen, als die gewöhn* 
liehen Gleichungen, welche gerade Linien darstellen. Wir wollen zuerst folgenden be-» 
kannten Satz beweisen: 

Wenn die Seiten eines Dreiecks den Seiten eines andern Dreiecks parallel sind^ 
so gehen diejenigen drei geraden Linien , welche die den parallelen Seiten gegenüber^ 
liegenden Winkelpuncte beider Dreiecke verbinden^ durch ein und denselben Punct. 

Indem wir über. die beiden Coordinaten- Axen vorläufig keine nähere Bestimmung 
machen, und u constant nehmen, wollen wir die Seiten des einen Dreiecks ABC aqf 
folgende Weise bestimmen: 

AB f = ^' AC C ^ y BC ^r = K; 

und erhalten alsdann für die Seiten des zweiten Dreiecks A'ß'C Coordinaten • Wcrthe 
von folgender Form: 

A'B' r ^ '^■*"'''' A'c (^ ^ '^>''"' B'c (^ ^ ^r>^"' 

^ " \v = V ; '^ ^ (V = V ; '^ ^ lv «= v . 

Hiernach ergeben sich für die Puncte A, der im Durchschnitte von AB nnd AC, nnd 
A', der im Durchschnitte von A'B' nnd A'C liegt, folgende Gleichungen; 



w" — w 



w— w' .« -7—7 (y— v')» 

, , w — w+c— c , 

BT— W— C = „ j (V— V), 

V —V ' 



*) Wtnn wir die Gleichung: 
durch X dividiren, so kommt: 



ax+by+cx «= o, 
a +bM-c- B» o. 

X X 



Als die beiden veränderlichen Grössea dieser Gleichung können wir [-1 und / • 1 nehmen« 
Wenn wir diese yerändcrlicfaen Grössen auf irgend einen gegebenen Punct oeziehen, $0 

y • ' y X « 

bedeutet -, welches dasselbe ist al« -; -, bei der Voraussetzung eines rechtwinldigea 

Coordinaten- Systems, die trigonometrische Tangente desjenigen Winkels, welchen die 
durch den gegebenen Ponct und den Anfangspunct der Coordiaaten gehende gerade Linie 

mit der ersten Axe bildet, und - ist der reciproke Werih der gewöhnlichen Abscisse Ae$ 

Pnnctcs. Solche trigonometrischen Tangenten und solche reciproken Abscissen - Werthe 
sind also die veränderlichen Grössen j und s^ in der Gleichung der geraden Linie , wenn 
M'4r X SS 1 setzen« 
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Um die gerade Linie AÄ' za bestimmen, welche darch diese beiden Ponete gebt, ver- 
binden wir die vorstehenden Gleichnngen mit einander nnd erhalten für diese Lini^ fol- 
gende Coordinaten - Wcrthe : 

W C — W C VC — V c 

W — _w ~r y V SS ^ , 

c — c c — c 

Für die Coordinaten der beiden andern geraden Linien, die darch B nnd B' und dorch 
C and C gehen, Coordinaten, die wir zar Unterscheidang nnten einmal und zweimad 
accentoiren wollen, erhalten wir sogleich durch Acccnt-YertfiaschaDg: 



WC — W C VC — V c 



^. =* ""T7?5 — TT 



c"'-~c' ' ' c — c 

wV'-w'V v"c'"^v"'c" 



** c — C ' c — c 



Wenn wir nun annehmen, der Anfangspanct der Coordinaten sei ursprünglich so ange- 
nommen worden, dass er in den Durchschnitt von AA' und BB' falle, so ist w «= w^, 

SS o, nlso: 

V w" w' w"' 



folglich ; 



c"' c' 7" 



w . w 



c c 



nnd endlich auch w,, ^s o. £$ geht mithin auch die dritte gerade Linie CC durch den 
Anfangspunct der Coordinaten, den Durchschnitt von AA' nnd BB\ Der obige Satz ist 
also bewiesen. 

Wir haben bei diesem Beweise vorausgesetzt, dass AA' undBB' nicht parallel seien. 
W^enn diese Linien parallel sind, so können wir, parallel mit ihnen, die erste Axe an- 
nehmen, während die zweite Axe beliebig bleiben mag, nnd erhalten alsdann v a v, 
sa o, so dass: 

V 

Hieraus folgt: 



V- 








# 
V 




v" 


7' 


v" 
c" 


es 


v"' 
c"" 


c 




F'- 



nnd ali^ ist auch v,, » o, nnd mithin auch CC mit AA' nnd BB' parallel. 

418. JVenn die drei Seiten eines Dreiecks den drei Seiten eines andern Dreiecks 
in solchen drei Puncten begegnen ^ die in gerader Linie liegen ^ so schneiden sich die- 
jenigen geraden Linien y welche die diesen Seiten gegenüberliegenden Winke^uncte der 
beiden Dreiecke verbinden y in demselben Puncte. 

ABC nnd A'B'C seien die beiden gegebenen Dreiecke und AB und A'BV AC und 
A'C, BC nnd B'C die drei Scitcupaare dieser beiden Dreiecke, die sich in solchen drei 
Puncten schneiden, die in gerader Linie liegen. Alsdann gehen die drei geraden Linien 
AA', BB' und CC durch denselben Punct, oder sind peralleL 

Durch jene drei Durchschnittspnncte wollen wir die erste Axe legen; alsdann erhal- 
ten wir für die Seiten der beiden Dreiecke, wenn wir überdiess w constant nehmen: 

(^ ' ' j tt ^ —"' ' 

l = ",' AC ° ^ \* BC/° = ° • 



V 



A'B' ^° =" "!+^'' A'C (° = ">^"' B'C ['' ^ ""r^^" 

^v =s V ; \v s=» V ; Iv s=s V . 
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Die beiden Panctc A nnd A' werden hiemach durch folgende GIcicbangen dargestellt: 

, , n — u+c — c . ^ 

V —V 

Ans diesen beiden Gleichangen erbalten wir für die gerade Linie AA' folgende Coordina- 
ten-Wertbe: 

t tl ■ II I 9 91 II Jt 

uc — u c uc — n c 



c"-c' • ^ "T' 



and hieraas endlich für BB' nad CC'^ indem wir die Coordinaten derselben unten einmal 
and zweimal accentairen : 

_» H9 m ji '^w/ III I 

nc — n c _ "^^ ^^ ^ . 

' c — c c — c 

n m in it iiiii iiiii 

__ U C — O'C ^ V C — V c 

M ^^ ' III 10 9 ^1, ** ^Ml _/* • 



C — C ' C — C 

Da die Rechnnng in dieser Nammcr gerade so angelegt worden ist als in der vorigen, 90 
können wir aas dieser alle yorstebenden Aasdrücke unmittelbar herleiten: wir branchcn 
%xk diesem Ende nar w mit a za yertaoscbcn. 

Da wir darcbaas keine näbere Bestimmung über die zweite Axe gemacht haben, so 
können wir annehmen, dieselbe sei arsprünglicb durch den Dnrchscbnitt von AA' und 
Bß' nach beliebiger Richtung gelegt worden. Alsdann ist 

and um den vorliegenden Satz za beweisen, müssen wir zeigen , wie hieraus folgt, dass 

u « u, = u,,. (a) 

Entwickeln wir zu diesem Ende die Gleichung (l), so kommt: 

in H II III ^n*J.f* ■ ' "/ ■ _" * * ti ^ 

c u — c u — c n+c u '4-c a — c u" = o , 
nnd aus der Symmetrie dieser Gleichung, in Beziehung auf die verschieden accentuirlen 
Buchstaben, folgt, dass auch die Glcichaog (2) Statt findet. 

Dies Resultat erhellet sogleich aus der Form der Ausdrücke für u, u^ und U;^ Denn 
wir können uns durch (v = V, u = c'), (v = v", u = c'^ uad (v = V, u = u"*) drei 
gerade Linien dargestellt denken. Alsdann beziehen sich (407) u, n, und u^, auf die Durch- 
schnitte der beiden ersten, der ersten und dritten und der beiden letzten dieser drei Li- 
nien. Fallen die beiden ersten Durchschnitte zusammen, so ist u = u^; dann fallt aber 
auch mit jenen beiden Durchschnitten der dritte zusammen, nnd also ist u =: n = u^^. 

Wenn die beiden geraden Linien AA' und BB' parallel sind, so ist, wenn wir die 
zweite Axe mit diesen beiden Linien parallel nehmen, v » v, s= o uad hieraus folgt so- 
gleich, gerade wie in der vorigen Nummer: 

V c= V s= V, = o; 
es ist also auch CC mit der zweitea Axe und also auch mit AA' und BB' parallel. 

419. Man bemerkt sogleich^ dass die Sätze der beiden vorhergehenden Nummern 
in genauer Verbindung stehen. Drei Puncte nemlich, die nach irgend drei gegebenen 
Richtungen hin unendlich weit liegen, wie überhaupt alle unendlich weit entfernten Puncto 
derselben Ebene, sind als in gerader Linie liegend anzusehen. Diese Behauptung können 
wir bestätigt finden, wenn wir den Satz der letzten Nummer umkehren und einfache 
Granz- Betrachtungen zu Hülfe nehmen. Wenn die resultirenden drei geraden Linien 



% 
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in dem einen oder dem andern jener beiden Sätze parallel sind y so liegt ihr gemein? 
schafUicher Dorcfaschnitt unendlich weit Alle diese besondem Sätze sind als Fälle eine« 
einzfgen Satzes anzusehen und in dem Vorstehenden ergeben sich alle diese Fälle durch 
leichte Modificationcn ein nnd desselben Beweises *). Um dies vollständig darsa- 



*) Diesen Vortheü baben wir nicbt (vergl. die 77. — 87. Nommer des ersten Bandes), wenn 
wir dieselben Sätxe, oder vierinehr die Umkehrung derselben: 
«Wenn drei fferade Linien, welche die Winkelpuncte zweier Dreiecke, paarweise genom- 
men, mit einander verbinden, durch denselben Panct gehen oder parallel sind, so 
schneiden sich die Seiten der beiden Dreiecke in solchen drei Pancten, die in gerader 
Linie liegen, oder diese Seiten sind, paarweise genommen: parallel.^ 
mit Hülfe der gewöhnlichen Gleichungen beweisen. Hier reichen wir, wenn wir nicht 
Gränz -Betrachtungen in der Construction zu Hülfe nehmen wollen, mit einer einzigen An- 
lage des Beweises nicht aus. Wir kommen aber zu diesem Ziele, wenn wir nach der 
Note zur 416. Nummer drei veränderliche Grössen x, j und z einfuhren und dann etwa 
X als constant ansehen. Nehmen wir, bei dieser Voraussetzung, den gemeinsamen Durch- 
. schnitt der drei geraden Linien zum Anfangspuncte der Coordinaten, so erhalten wir fol- 
gende Coordinateu - Bestimmung für die drei Winkelpuncte der beiden Dreiecke ABC 
und A'B'C: 



*t . tu 

f 

tu 



c (y = y . 






A p - 7,, B (y = l.* 

^x =a x; »X = X 5 

A' [y = 1+^' B' i^ = y.+' ' c (^ = y«.+'= ' 

X s= z; Ix =: z,; (x = x • 

Hiernach ergeben sich leicht die Coordinaten der drei Durchschnitte, die, nach dem zu 
beweisenden Satze, in gerader Linie liegen, Coordinaten, die wir durch y, j^ und y^^, z, 
x^ und z^^ bezeichnen wollen, fet nun, was vorauszusetzen uns frei steht, die zweite Axe 
derjenigen geraden, welche durch die beiden ersten jener drei Durchschnitte geht, parallel, 
so ist z = z^ und hieraus ergibt sich alsdann z = z^ = z^^, d. h. dieselbe Axe geht auch 
durch den dritten Durchschnitt. 

Wenn insbesondere z = z^ = o, so folgt, dass auch z^^ c= o. Diesem Falle ent- 
spricht, dass die Seiten der beiden Dreiecke, paarweise genommen, parallel sind. 

Wenn die drei geraden Linien AA', BB' und CC parallel sind , so ergibt sich , wenn 
wir, parallel mit ihnen, auch die zweite Axe nehmen, und die Winkelpuncte des ersten 
Dreiecks wie oben bestimmen, für die Winkelpuncte des zweiten Dreiecks folgende Coor- 
dinaten - Bestimmung : 

A' i' = f' . B' p = y"' „ c !' = C' .,. 

Kl = z+c; ^ \z =3 z +c ; ^ iz =; z +c'. 

Nehmen wir nun an, die erste Axe sei ursprünglich durch die beiden ersten derjenigen drei 
Pnncte gelegt, von denen zu beweisen ist, dass sie in gerader Linie liegen, und behalten 
für die Coordinaten dieser Pnncte dieselbe Beziehung bei , so ist y = y sc o und hieraus 
folgt y = y^ = y^^ = o, d. h. alle drei Durchschnitte liegen auf der ersten Axe. 

Die eben gemachte Bestimmnng über die erste Axe ist unstatthaft, wenn die beiden 
ersten Durchschnitte unendlich weit liegen. Alsdann ist aber z ss z^ und hieraus folgt 
z SS z^ =: z^^ d. h. alle drei Pnncte Hegen unendlich weit. •— 

Das Beweis - Schema, das ich hier für alle verschiedene Fälle durchgeführt habe, konnte 
ich in der 77. Nummer bei Gleichungen zwischen y und x nur auf den Fall des Parallelis- 
mus der geraden Linien AA', BB' und CC anwenden. Der Grund dieses Unterschiedes 
ist offenbar darin zu suchen, dass wir bei der neuen Coordinaten - Bestimmung auch un- 
endlich Welt entfernte Pnncte durch endliche Coordinaten - Werthe und unendlicn weit ent-* 
femle gerade Linien durch eine endliche Gleichung ausdrücken können. Wir erhalten nemlich: 

« = o, 
als ^\^ Gleichung einer unendlich weit entfernt lieeenden geraden Linie. (Alle solche g^ 
rade Linien sind als zusammenfallend und identisch zu betrachten). Es bezeichnen ferner 
folgende drei Systeme von zwei Gleichungen: 

{y =« o, X = o-, {X =» o , z =« o}, !ax+by = o, z = o), 

drei solche Puncte, die unendlich weit liegen und zwar auf der ersten Axe^ der zweiten 
Axe und nach irgend einer gegebenen Richtung hin. 
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than» verweile ich hierbei mit einiger Aasfuhrlichkeit Wir kennen ta diesem Ende 
anch noch bemerken^ dass wir> um den Satz der 418. ^lQmmer zu beweisen^ wie in der 
vorhergehenden Mammer, aach n als constant ansehen können. Wenn wir, bei dieser 
Voraossctzang y die xwelte Axe darch die drei Durchschnitte der Seiten der beiden Dreie* 
eke legen ^ so haben wir für AB und A'B'y so wie für AC und A'C, und fär BC und 
B'C dasselbe w, aber verschiedene v* Das Uebrige des Beweises ergibt sich ganz ähn- 
lich, wie bisher. 

420. Auf dieselbe Weise, wie wir in der 84« Nummer die Umkehrung des Satzes 
der 418. Nummer bewiesen haben » können wir auch hier den Beweis anlegen und den- 
selben zugleich anfalle Fälle ausdehnen. Legen wir nemlich die erste Axe durch die 
drei Durchschnitte der gegebenen Dreiecksseiten ^ und nehmen n constant, so erhalten 
wir für diese Durchschnittspuncte Gleichungen von folgender Form: 

V BS CWy V s= C W, V ax C W, (i) 

imd hiemach folgende Coordinaten- Bestimmung für die Seiten der beiden Dreiecke: 

f^t^% AC {^ = 5i« BC (;^ = i^i.. 

(ysscw; <v=cv; 4ve=cv; 

A'B' "^ = ^.'' A'C i^ =" >' BTC tf J-' 

(V = cw,; Jv = c V,,; (v « c v,,. 

Hieraus erhalten wir fbr die Gleichungen der beiden Puncte A und A': 

t C W -""C w ^ ^ 

V— cw « T, ;- (w— w> 

w — w ^ * 



c"w.— c w. 



v-cw^ « ^ J t (w— w> 
' w — w '^ 

nndy indem wir aus diesen beiden Gleichungen den Werth von w ziehen , iiir die eine 
der Coordinaten von AA': 

wVXw,-w,)-w,w^Xw"-w:) 

w w^^— w w^ ^ ^ 

Durch Accent-Ycrtauschuiig erhalten wir sogleich für die entsprechenden Ordinaten von 
BB' pnd CC, die wir durch beigefügte Puncte unterscheiden wollen, 

ww„-w w. 



w w^,-w w,^ 



Wenn wir nun annehmen ^ dass die zweite Axe durch den Durchschnitt von A A' 
und BB' gehe> so ist w = w*, und da diese Gleichung, wenn wir entwickeHii in Bezie- 
hung auf die einmal, zweimal und dreimal accentuirten Buchstaben, symmetrisch wird 
vmd zwar folgende (84): 

w'wTw w-^w, w3— wV'Vw w — w w J+w^w'Yw.w — ^ww ) =: 0, 
so folgt sogleich w ss w* s» w**, und mithin geht CC durch den Durchschnitt von AA' 
nnd BB\ 

Wenn AA' und BB' parallel sind und wir parallel mit ihnen die zweite Axe legen, 
so ist — «B und — «a o mithin: 

w'w,— w"w, ■= o, ww,^— w'^'w^ = o. 
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also aach: 



w w^^^ — yt w^^ = 



und somit auch — « «a o, nnd CC parallel mit der zweiten Äxe, und mit AA' und BB« 

tfil. Wenn wir in allen Entwicklungen der vorigen Nnmmer w mit n vertaaschen^ 
so stellen die drei Gleichungen (1) drei solche Pancte dar, die nach gegebenen Richtun- 
gen hin unendlich weit liegen und die Seiten der beiden Dreiecke ABC und A'B'C sind 
parallel. Alsdann erhalten wir, bei beliebiger Coordinaten- Bestimmung, für die auf AA'^ 
BB' und CC sich beziehenden n , u* und u" Ausdrücke , die ganz auf dieselbe Weise ge- 
bildet sind, als die Ausdrücke bei (2) und (3), z. B.: 

u u (u — u )— u u, (u — U ) - . 

Wenn wir nun annehmen, dass der Durchschnitt von AA' und BB' zum Anfaings* 
punct der Coordinaten genommen worden sei, so ist — = o und— = o, und hieraus folgt» 
wie in der vorigen Nummerf dass auch --^ = o nnd also CC durch den Durchschnitt 
von AA' nnd BB' geht 

Wenn AA' und BB' parallel sind und wir parallel mit ihnen, die erste Axe nehmen, 

so kommt wiederum — =» o und — <== o und also — sx o. d. h. auch CC ist mit AA 

n " u- u** 

nnd BB' parallel. 

422. Wenn wir in der 430. Nummer v und w gegenseitig mit einander vertauscht 
hätten, so würden die Gleichnng(^n (l) noch immer drei Pancte der ersten Axe darstellen 
nnd statt (2) hätten wir folgende Gleichung erhalten, in der wir v wiederum auf AA' 
beziehen: '\ 

v\,— v\ 

Um nichts mit Stillschweigen zu übergehen, was unmittelbar in den zuletzt entwickel- 
ten Ausdrücken liegte erwähnen wir folgende Sätze, deren Beweis darin enthalten> Ist» 
dass in den Gleichungen (^), (5) nnd (4) c' und c" nicht vorkommen. 

Wenn die Scheitel zweier Winkel auf einer gegebenen geraden Linie fortrücken^ 
während ihre Schenkel sich um ider in gerader Linie liegende Punct e drehen^ so bil- 
den die beiden Winkel in ihren (Verschiedenen Lagen Vierecke ^ deren zwei Diagona- 
len durch zwei feste Puncte gehen , die mit jenen vier Puncten in derselben geraden 
Linie liegen. 

Wenn die Scheitel zweier Winkel von const anter Grösse auj einer geraden Linie^ 
ohne dass die Winkel sich drehen, fortrücken, so bleiben die beiden Diagonalen des durch 
die beiden Winkel in allen ihren Lagen gebildeten Vierecks mit sich selbst paralleL 

Wenn man um vier Puncte derselben geraden Linie zwei Paare durch diese Puncte 
gehender Parallel - Linien sich drehen lässt, so gehen die beiden Diagonalen der, in 
den verschiedenen Lagen der Parallel- Linien gebildeten , Parallelogramme durch zwei 
auf derselben geraden Linie liegende Puncte. 

Es können in diesem letzten Satze auch die vier Puncte unendlich weit genommen 
werden, alsdann verschieben sich die beiden Parallel - Linien jedes Paares parallel mit 
IL 3 
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sich selbst, and zwar so, dass ihr gegenseitiger Abstand sieb nicbt ändert; alsdann blei- 
ben die in Rede stehenden Diagonalen mit sich selbst parallel. 

423. Wenn sechs gerade Linien, paarweise genommen, sich in drei Pancten der- 
selben geraden Linie schneiden, oder parallel sind, so können wir ans denselben vier 
verschiedene Paare solcher Dreiecke bilden, wie sie in den Sätzen der 417. nnd 418. 
Nummer verlangt werden, nnd erhalten also aach viermal drei gerade Linien, die dnrch 
denselben Punct gehen, oder parallel sind. Und somit ist der in dem Vorstehenden 
bewiesene allgemeine SatE folgender: 

Wenn man durch Jeden von solchen drei Puncten, die in gerader JUnie liegen^ 
zfPei gerade Linien zieht , oder fpenn man drei Paare paralleler gerader Linien nimmi^ 
so schneiden sich die drei (verschiedenen Linien 'Paare zu zfvei und zwei in dreimal 
i^ier Punct en^ durch (welche man noch dreimal zwei gerade Linien legen kann^ die ein 
Viereck mit seinen beiden Diagonalen bilden. 

424. Wir wollen za einer zweiten Groppe von Sätzen übergehen. 

Wenn irgend zwei gerade Linien und auf jeder derselben drei Puncte^ auf der 
einen die Punct e Ay Jff, C, auf der andern A^ By O gegeben sind^ so schneiden sich 
die drei Linien^ Paare Aß und AB^ AC und AC, £C und BC in solchen drei 
Puncten »S, S\ «y, die in gerader Linie liegen. 

um diesen Satz zn beweisen, wollen wir die beiden gegebenen geraden Linien, die 
sich in O schneiden mögen, zn Coordinaten - Axen nehmen und alsdann die reciproken 
Werthe von OA, OB und OC dnrch v, v'' und v'**, die reciproken Werthe von OA', 
OB' nnd OC dnrch u , n ' nnd u " bezeichnen. Hiernach ergibt sieb , indem wir w con- 
stant nehmen, folgende Coordinaten- Bestimmung für jene drei Linien- Paare; 

A'B {° "= ^v' ' AB' ^ " ^r» 

Iv s3 v'; '^^^ ^ = v; 



A'c {; z " '; AC {; = °. ' 

Für die beiden ersten Dnrchscbnittspuncte , S nnd S, erhalten wir also (bigende Glei^i* 

chungen : 

n"— u' 



n — u 



V —V 

Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab nnd maltipliciren alsdann mit 
(?"— V)(v"— v*), so kommt: 

(v'"-.v')(v"-vXa -n'^) = M(v-.v'), (,) 

indem wir, der Kürze halber, 

u v— V n — n'^v+v u+n v — v n = M, 
setzen. Ans der Gleichung (1) erhält man folgende: 

Mv = N, (,) 

wenn man: 

(v — v)v n -f-(v . — v^vu+(v — v)v «x IN, 
setzt 
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Wenn wir u und n\ V ond v" gegenseitig mit einander vertanschen, so bleibt der 
erste Dnchscbnitt S derselbe, indem AB' an die Stelle von A'B nnd, nrngekefart, A'B 
an die Stelle Ton AB' tritt; statt des zweiten Darchscbnittes S' erhalten wir aber den 
dritten S'\ Dnrch jene Accent-TertaDSchnng bleiben M und N nnverändert, ausgenom- 
men, dass, beide zngleicb, ihr Zeichen ändern; es bleibt also der Werlb von y iden- 
tisch derselbe, wenn wir statt des zweiten Pnnctcs den dritten nehmen« Es liegen also 
alle drei Poncte in derselben geraden Linie. 

425* Wenn wir die drei Pnncte anf jeder der beiden gegebenen geraden Linien an« 
ler einander vertanschen , so eriialten wir nene Conslmctionen des eben bewiesenen Sa- 
tzes, Solcher Constractionen gibt es offenbar so viele als die drei Poncte anf einer be- 
liebigen jener beiden geraden Linien» etwa der zweiten, sich permntiren lassen, also 
sechs. Hiemach erhalten wir folgendes Schema von sechs mal drei Poncten, die in 
gerader Linie liegen: 

(AB', AB), (AC, A'C), (EC, B'C) 

(AA', B'B). (AC, B'C), (BC, A'C) 

(ABf, CB), (AA', CG), (BA', B'C) 

(AC, A'B), (AB', A'C), (BB', CC) 

(AO, BB), (AA', B'C), (BA', CC) 

(AA; CB), (AB', CC), (BB', AC). 

Die zweite, dritte und vierte, so wie die erste, fünfte und sechste von diesen geraden 

Linien gehen dnrch denselben Pnnct.*) Die drei erstgenannten geraden Linien 

erhält man, indem man nach einander A' nnd B', A' nnd C, B' nnd C, also auch n 

und u", n' nnd n"', n" nnd o" gegenseitig vertanscht Nach dieser Bemerkung ergibt 

sich sogleich ans (l) folgende Bestimmung für die, diesen drei geraden Linien znkom- 

menden, v, die wir znr Unterscheidang nnten accentairen wollen: 

(v'"-.V)(v'' — v')(a'-n"') = M'v^M'v, 

(v'"— v')(v"— v')(n''- n) =: W\^ MV, 

(v'"— v')(v"-v')(u"— u") = M-'v^^^M-'v'. 

Wenn wir diese drei Gleichungen addiren, so verschwindet der erste Thell-der resnlti- 

renden Gleichung; wir überzeugen uns überdies leicht, dass 

M'+Rr+M'" = 0, 
nnd somit erhalten wir: 

lVrv,+M"v,.+M'X, = 0, 
oder; 

MYv-vJ+M"(T -yj - 0. 

Da M' nnd M" anf keine Weise sich ändern , wenn wir n mit v vertauschen , so er- 
hält man zwischen den anf die drei in Rede stehenden geraden Linien sich beziehenden 
n, die wir znr Unterscheidung ebenfalls nnten accentairen wollen, aus der letzten Glei- 

chune unmittelbar folgende: 

M'(a-nJ+M> -nj = o, 



*) Diesen Sats hat H. STEmsR in Gebgomnb's Annalen (Tome XIX Pag. 128) mm Beweise 
vorgelegt Es ist derselbe ein besonderer Fall eines allgemeinen Satzes, mit dem wir uns 
später beschäftigen werden, und in welchem an die Stelle des Systems der beiden gegebc« 
nen geraden Lmien irgend eine Linie zweiter Ordnung tritt. 

8* 
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Aas den beiden letzten Gleichongen folgt: 

V — V V — V 

u — u ü — n 

I II» tt an 

und aas dieser Gleicbang ist ersichtlich, dass die drei geraden Linien (▼ , o^), (y^^, nj 
and (v^^, n^^^) durch ein and denselben Panct gehen. 

Wenn wir, etwa von der zweiten > geraden Linie des obigen Schcma^s aasgeben» and 
dann nach and nach A' and B^ A' and C, B' and C mit einander yertanscben> so kom- 
men wir za der ersten, fünften and sechsten Linie desselben Scbema's, and wir können 
gerade aaf dieselbe Weise zeigen^ dass aacb diese drei geraden Linien in demselben 
Pnncte sich schneiden. 

426. Den in der vorigen Nammer bewiesenen Satz erhalten wir anmittelbar durch 
Hülfe des Satzes der 418. Nammer. Denn, da die drei geraden Linien A'B, AC und 
B'G den drei andern AB', A'C und BC in dreien Pancten derselben geraden Linie, der 
ersten Linie des obigen Schema's, begegnen, so geben die drei geraden Linien 

(AC, BC), (A'C, BC); 

(ATB, BC), (AB', BC); 

(A'B, AC), (AB', A'C); 

in denen wir sogleich die zweite, dritte and vierte des Schema's wiedererkennen, durch 
ein and denselben Panct *). 

427. Die letzten beiden Sätze können wir in folgende Aussage zusammenfassen* 

Wenn zwei gerade Linien und auf Jeder derselben drei Puncte gegeben sind^ so 
können mr diese Puncte durch neun neue gerade Linien i^erbinden. Diese neun gera- 
den Linien schneiden sich in achtzehn neuen Puncten. Von diesen achtzehn Puncten 
liegen sechsmal drei in gerader Linie. Von diesen sechs geraden Urnen gehen drei 
und drei durch denselben Pu'nct. 

428. Wenn* wir von einem der beiden letztgenannten Puncte, den drei in demselben 
sieh schneidenden geraden Linien nnd den drei auf jeder von diesen Linien liegenden 
Pnncte ursprOnglich aasgehen, so können wir diejenigen drei geraden Linien construiren, 
die durch den zweiten jener beiden Pnncte geben. Hiernach erhalten wir, indem wir 
die Constrnction des letzten Satzes aas einem andern Gesicbtspuncte betrachten,, folgende 
Erweiterung des Satzes der 418. Nummer. 

fVenn irgend drei Dreiecke so liegen , dass ihre Winkelpuncte auf drei durch den- 
selben Punct gehenden geraden Linien sich befinden y so gehen diejenigen drei geraden 
Linien 9 welche die Durchschnitte der diesen fVinkelpuncten respective gegenüberliegen- 
den Seiten dieser paarweise zusammengestellten Dreiecke enthalten , durch ein und 
denselben Punct. 

Ich führe diesen Satz, der einer viel grössern Ausdehnung noch iahig ist, biet* nrlr, 
der Beziehung zu den vorhergehenden Sätzen wegen, an. Später, wo ich an Beispielen 
zu zeigen gedenke, wie sich durch eine einfache Verbindung allgemeiner Symbole ver- 



*) Auf ganz ähnliche Weise können wir zeige<n, dass in dem Satze der 14. Noromer von den 
sechs Durchschnitten drei und drei in gerader Linie liegen, nemlich (Tab. II. Fig. 23) ci- 
ncrscit S, T, V und andererseits R, W, ü. 
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mittelst unbestimmter CoefiScienten sehr zusammengesetzte Satze beweisen lassen, verde 
ich auf den vorstehenden Satz zorückkommcn. Doch will ich den Beweis desselben, der 
nach den frühem Sätzen sehr nahe Hegt, noch schliesslich folgen lassen. 

Die drei gegebenen Dreiecke seien ABC , A'B'C und A''B"C" nnd die Winkelpuncte 
A , A' und A", B , B' nnd B", C , C nnd C Hegen aaf solchen drei geraden Linien, die 
darch denselben Ponct gehen. Alsdann schneiden sich nach dem zn beweisenden Satze^ 
folgende drei geraden Linien, von denen jede drei Darchschnittspnncte gegenüberliegen- 
der Dreiecksseiten enthält: 

(BC, B'C), (AC, A'C), (AB, AB^j 

(BC, B'Cy (AC, A'C"), (AB, A'B"); 

(B'C, B'C"), (AC, A'C), (AB', A"B"); 

in demselben Pnncte. Dies ist sogleich ersichtlich. £s bilden nemlich die geraden Li- 
nicn BC, B'C nnd B"C", AC, A'C nnd A"C" zwei Dreiecke, deren Seiten sich in den 
drei Poncten C, C nnd C", welche in gerader Linie liegen, schneiden. Die den dorch 
diese drei Pnncte gehenden Seiten gegenüberstehenden Winkelpuncte beider Dreieckt 
sind die beiden ersten Pnncte der dritten, zweiten nnd ersten jener drei geraden Linien. 
Diese drei Linien gehen also (418) durch denselben Punct — 

429. Die folgenden Nnmmern enthalten solche Entwicklungen, die mit Ausdrücken, 
die zu Anfang dieses Abschnittes entwickelt worden sind, in innigem Zusammenhange 
stehen und ans der Form dieser Ausdrücke unmittelbar hervorgehen. 

Wenn wir die beiden Gleichungen: 

aU-f-bv+W aea O, 

a'u+b'v+w = 0, 

welche irgend zwei gegebene Pnncte darstellen, der Körze halber durch 

ü = o, U « 0, 

bezeichnen, so stellt die Gleichung: 

U+IT « 0, 

denjenigen Punct dar^ welcher in der Mitte zwischen den beiden gegebenen liegt (41O). 

Bezeichnen wir die Gleichung eines dritten Punctes: 

a*'u+b''v+w «= o, 

durch ein neues Symbol: 

^ ; U" « o, 

so stellt auch folgende Gleichung: 

^ ^ Ü+U'+U" ^ o (.) 

einen Punct dar. Um diese Gleichung zu befriedigen , setzen wir zugleich 

Ü+U' « o, nndU" = o; 

U+ü' = O, „ „ U' = O; 

U'+U' « o,„ „U « o; . 

nnd erhalten also drei Paare von Pnncten, durch welche drei gerade Linien bestimmt 
werden, die alle drei durch den zu constmircnden Punct gehen. Diese drei Puncten- 
Paare sind aber, was die Form der letzten Gleichungen zeigt, die drei gegebenen Punctc 
und die Mitten zwischen je zweien derselben. Die vorstehende Construcfcion der Glei- 
chung (1) enthält also folgenden allbekannten Satz: 

In Jedem Dreiecke schneiden sich diejenigen drei geraden Linien^ welche die dref 
Winkelpuncte mit den drei Mitten der gegenüberliegenden Seiten verbinden , in ein und 
demselben Puncte. 
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4S0« Fügen wir ta den drei gegebenen Pancten noch einen vierten hima, dessen 

Gleichung folgende sei: ,^ ^^ 

a'^a+b^V+w = o, 

und bezeichnen diese Gleichung wiederom, der Kürze halber, darch: 

so stellt die Gleichung: U-*.U4-Ü W' == o (,) ' 

einen neuen Punct dar. Wir können diese Gleichung auf nachstehende dreifache Weise 

in zwei Gleichungen zerlegen: 

U + IP = o, und U'+U'" « o; 

u+ü' = o, „ „ tr+u ' = 05 

ü+ü" = o, ^ ^ U'+IT' =05 
und erhalten also drei leicht za bestimmende Paare von Puncten 9 und hiernach drei ge- 
rade Linien, welche durch den durch (2) dargestellten Punct gehen. Der auf diese 
Weise bewiesene Satz ist folgender. 

Wenn man in irgend einem Vierecke die Mitten der gegenüberliegenden Seiten und 
der beiden Diagonalen durch drei gerade Linien per bindet 9 so gehen diese drei gera- 
den Linien durch ein und denselben Punct. 

Man hätte die Gleichung (2) noch auf folgende Weise in zwei einfachere zerlegen 

können: 

U+U'+ü" = o, und U" » 0; 

ü+ü'+ü'" = o, ., U" = o; 

U+ü'+ü'' = o, . . U' « 0; 

U'+U'+ü" = 0, .„ U =05 

und hiemach vier neue gerade Linien erhalten , die durch . denselben Punct (2) gehen. 

431, Wenn wir, bei der bisherigen Bezeichnung, statt der Gleichung (i) der 429. 

Nummer folgende nehmen: 

fiV+fiV+fi'V" = o, (3) 

indem ^, fi und fi* beliebige Coefficienten bedeuten 9 so stellt auch diese Gleichung ei- 
nen Punct dar. Und, auf dieselbe Weise, als in der angeführten Nummer, erhalten 
wir drei durch jenen Punct gebende gerade Linien, nemlich diejenigen, welche folgende 
drei Puncten - Paare mit einander verbinden: 

fiV + fiU = o, nnd IT « o; 

fiV+fiir = 0, , , U' = o; 

AiTT+Ai-ir = o, .. U =0. 
Diese drei geraden Linien sind leicht zu bestimmen, die erste derselben verbindet in dem 
Dreiecke ÜU'U" den Winkelpnnct ly mit demjenigen Puncte der gegenüberliegenden 
Seite UU', dessen Abstände von den beiden Puncten ü und ü' sich verhalten wie /f: fi. 
Die zweite und dritte gerade Linie gehen durch die beiden andern Winkelpuncte U' und 
U und durch diejenigen beiden Puncte, welche auf den beiden gegenüberstehenden Sei- 
ten UU" und UU" so liegen, dass ihre Abstände von U und U" und von U und U' 
sich respective verhalten wie fi": fi und li'i fi. (410). 

Diese drei gerade Linien schneiden sich also in demselben Puncte und dieser Punct 
ist bekanntlich kein anderer, als der Schwerpunct dreier Gewichte^ die sich wie /t: /e': /•" 
▼erhalten und die wir uns in den Winkelpuncten des Dreiecks in U, U und U" ange- 
bracht denken. 
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Wie die yorstehcnde Gleichmig (3) können wir aacb (bigende Gleichnng: 

deren erster Theil ans beliebig vielen Gliedern bestehen mag, durch allmählige Zerle« 
gnng constrairen nnd erhalten aaf diese Weise eine grössere Anzahl von geraden Linien, 
die alle dnrch den dorch (4) dargestellten Punct gehen« Es ist dieser Pnnct der Schwer- 
pnnct von Gewichten, die sich verhalten wie fi: /ti: fi": /tt": . • nnd respective in den 
Pnncten U, U', U', U'". • angebracht sind; nnd nach den Grandsätzen der Statik Über 
die Zusammensetzung paralleler Kräfte erhalten wir die Bestimmung derselben geraden 
Linien als oben, die alle durch den Punct (4) gehen. Für solche barycentrische Betrach- 
tungsweisen, die auf eine ungemein leichte Weise zu vielen Sätzen der Situations-Geo* 
metrie fähren, erhalten wir also durch die Einführung der neuen Gleichungen einen AI* 
gorithmus, der zugleich überflüssig macht, dass, der Geometrie fremde^ Begriffe in die* 
selbe .eingeführt werden *)» 

432. Wenn wir durch irgend einen beliebigen Pnnct in der Ebene eines gegebenen 
Dreiecks und durch die drei Winkclpnncte desselben drei gerade Linien ziehen, so kön- 
nen wir die Durchschnittspnncte dieser drei Linien mit den, den bezüglichen Winkel- 
puncten gegenüberliegenden Seiten, nach der vorigen Nummer, dnrch folgende Gleichun- 
gen darstellen: 
^ A^U+iuTJ'^o, 

A^Ü+zi^U" = o, (5) 

X At-U'+^'^U" = 0; 
tmd nach der 410« Mammer erhalten wir für die vierten harmonischen Theilungspunctc 
auf den drei Dreiecks * Seiten folgende Gleichungen : 



*) Einen eben so einfachen Algorhhmas liefern die gewöholichen Gleichanfien für diejeuigen 
Beweisföbningen , die sich auf die Lehre von der Zusammeosetzung solcher Kräfte, die in 
derselben Ebene nach gegebenen Richtuagen mit gegebener Energie wirken. Legen wir 
nemlich (34), bei der VoraassetzoDg rechtwinkliger Coordinaten, lineare Gleichungen von 
folgender Form zu Grande: 

(j — ax — h)co8a = o, 
wo a denjenigen Winkel bedeutet, den die bezügliche gerade Linie mit der ersten Axe 
bildet, bezeichnen der Kürze halber den ersten Tbeii solcher Gleichungen durch A, und 
unterscheiden diese A, sobald sie sich auf verschic^dene gerade Linien beziehen, durch Ac* 
cente, so sehen wir sogleich (32), dass die Gleichung: 

A+A' =s o, 
diejenige gerade Linie darstellt, nach welcher die ans zweien gleichen Kräften, die nach 
den gegebenen geraden Linien: 

A =s O, A' SS o, 

wirken, resultirende Kraft wirkt« Ebenso bezeichnet die Gleichung: 

/iA-h/t'A' = o, 
die Richtung derjenigen Kraft dar, die aus solchen zwei Kräften, die nach denselben bei- 
den gegebenen geraden Linien wirken und sich verhalten wie /ni fi (36). Und endlich 
stellt, bei analoger Bezeichnung, wenn beliebig viele Kräfte gegeben sind, die sich verhaU 
tee wir u ; ui u"i u!"i • • una nach den gegeoenen geraden Linien : 

A = O, A s= O, A SS O, A S3 0, o« s« w. 

wirken, folgende Gleichung: 

/eA+/t'A'+/i''A"+iti'''A'"+ . . SS o, 
die Richtung der resultirenden Kraft dar. Diese Gleichung können wir auf ähnliche Weise 
constmiren als die Gleichung (4) des Textes. 
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fiV — fiV = 0, 

/cU^/i'TJ" = o, (6) 

/iiV — /i"U" = 0. 
Von diesen drei Gleichungen, bedingen je zwei die dritte: die bezüglichen drei Poncte 
gehören derselben geraden Linie an* Also: 

Wenn man ifon irgend einem Puncte in der Ebene eines gegebenen Dreiecks drei 
gerade Linien nach den drei Winkelpuncten desselben zieht ^ so liegen die vierten har* 
monischen Theilungspuncte zu den drei Durchschnitten dieser Linien mit jeder der drei 
Dreiecks - Seiten und den bezüglichen JVinkelpuncten alle drei in gerader Linie. *) 

433. Die durch die Gleichungen (6) dargestellten harmonischen Theilungspuncte 
können wir leicht auf folgende Weise constrairen. Wenn wir z. B. die beiden letzten 
der drei Gleichungen (5) von einander abziehen, so erhalten wir die erste der Gleichun- 
gen (6). Es liegt also der durch diese Gleichung dargestellte Punct auf der, die durch 
jene beiden Gleichungen dargestellten Poncte verbindenden, geraden Linie, also im Durch- 
schnitte dieser Linie mit der Dreiecksseite UU'. Hiernach erhält der letzte Satz folgende 
Aussage. 

Wenn man auf den drei Seiten eines gegebenen Dreiecks drei Puncte so annimmt^ 
dass die drei geraden Linien ^ (Welche diese Puncte mit den gegenüberliegenden fVinkel^ 
punct en perbinden ^ durch denselben Punct gehen ^ so schneiden diejenigen drei geraden 
Linien, welche diese Puncte, paarte eise genommen, verbinden^ die drei Dreiecksseiten 
in solchen drei Puncten, die in gerader Linie liegen. 

434. Wenn man die gegenüberliegenden Seiten irgend eines gegebenen Vierecks 
ÜU'U'U'", ncmlich Uü" und UU", Uü^' und U'U", bis zu ihrem gegenseitigen Durch- 
schnitte verlängert, so ergeben sich zwei neue Puncte, U^^ und U^, deren Gleichungen^ 
von derselben Form als die, in den leteten Nummern gebrauchten, wir durch 

üiv ^ o, UV c= 0, 

bezeichnen wollen. Alsdann haben wir, wenn wir den ersten dieser beiden Puncte be- 
trachten 4 folgende identische Gleichungen: 

fiU'+f/'U" « Uiv t») 

wobei fi, /i'» /i" und /jl" unbestimmte Coefficienten bedeuten, die aber» weil wir, nach 
der eben gemachten Bemerkung, dass die verschiedenen Symbole U, U' u; s. w> solche 
Ausdrucke vertreten, in denen der CoefEcient von w gleich Eins ist, durch folgende 

Gleichungen verbunden sind: 

/«+/*" = 1, . 

f.i'\-^ =1. ^ ^ 

Ans den beiden Gleichungen (l) ergibt sich folgende identische Gleichung: 

/iU4-^"U" = /*'ü'+/t'"ü% (3) 



^ Auch die harmonische Theilung steht mit der Zusammensetzung der Kräfte in genauer Be- 
ziehung. Wenn nemlich irgend zwei Kräfte, die in derselben Ebene wirken, gegeben sind, 
und man bestimmt ihre Mittelkraft; lässt dann eine beliebige derselben nach entgegengesetz- 
ter Richtung wirken, und bestimmt wiederum die Mittelkraft, so bilden die Richtungen der 
beiden gegebenen und der beiden resultirenden Kräfte vier Harmonicalen. Lässt man die- 
selben vier Kräfte auf Puncte desselben geradlinigen HebeU wirken , so sind die Tier An- 
griffspuncte vier harmonische Theilungspuncte. 
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Dod aus dieser wiedenim folgende: 

Wenn wir die beiden Theile dieser Gleichung gleich Null setzen: 

iwU~/i'"ir" = o, 

At'ü'-./t"ü" = o; 
so stellt die erste dieser resnitirendcn Gleichungen einen solchen Punct dar, der auf 
UU'"» und die zweite Gleichung einen solchen Punct dar , der auf U'U'' liegt, und da 
beide Gleichungen identisch sind, stellt jede beliebige derselben denjenigen Punct dar, 
der im Durchschnitte von Uü'" und UTJ" liegt, milhin den Punct U^. Es ist also, 
wenn wir wiederum auf die Form der durch die yerschiedenen Symbole dargestellten 
Ausdrücke Rücksicht nehmen : 

Wenn wir die erste der beiden Gleichungen (l) mit (jn^fj!") multipliciren und dann 
zu der ersten der Gleichungen (Z|) addiren, ergibt sich: 

((^A^>+^OU+0"~/t'>"U -/e^'U'" « 0t-/O(U'^+UV). (5) 
Bringen wir femer alle Glieder der Gleichung (d) auf die erste Seite: 

fiü-/<'U'VÜ''-At"'ü'" = 0, (6) 

multipliciren mit (— ju) und addiren diese Gleichung alsdann zur vorhergehenden, so 
kommt, wenn wir auf die Bedingungs - Gleichungen (2) Rücksicht nehmen: 

Die Form dieser Gleichung zeigt, dass die, durch die drei Gleichungen: 

U+U' = o, 

dargestellten, drei Puncte in gerader Linie liegen. Diese drei Puncte sind aber (410) die 
drei Mitten von UU', V"U" und U^^^; und mithin haben wir folgenden bekannten 
Satz bewiesen, zu dem wir schon früher auf indirectem Wege gekommen sind^*): 

In jeder vollständigen inerseitigen Hgur liegen die Mitten der drei Diagonalen in 
gerader Linie. 

Zugleich zeigt uns die Gleichung (7), dass die Abstände des dritten Pnnctes von 
dem ersten und zweiten sich verhalten wie: 



n m 



Es steht jener Punct von diesen gleichweit ab, wenn:%. 

/^ _ ^^ 

das heisst, wenn: 

U^vü: UivU" = üi^U': U^vü'", 

qnd entweder U^v zwischen U und ü'' oder zwischen ü' und ü"' liegt 

Um den Cöefficicnten zu finden, mit dem wir die Gleichung (6^ multipliciren müssen, 

und den wir n neiinen wollen, haben wir: 



*} Entwicklangen 27d. PoNCl^BT, Tratte 1Q4. 
II. 
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eine Gleichung^, die zngleich mit folgender besteht: 

(/«— /t'y+n/i" = -«^i'"— nu''', 
worin eben der Nerv des Beweises Hegt« 

Statt ans der ersten Gleicfanng bei (l) nnd (4) die Gleichong (5) herznieiten, battcn 
wir eine cntsprecbende Gleichong durch Yerbindang einer beliebigen der beiden GIci- 
cfaangen (l) mit einer beliebigen der beiden Gleichungen (4) erhalten hönnen. Statt der 
Gleichung (5) ergibt sich endlich eine symmetrische, wenn wir beide Gleichungen (l) 
nxit (/t^/t"') = (f^'—ft'") multipliciren nnd dann zu beiden Gleichungen (4) addiren. 

Z^35» Wenn wir statt Ausdrücke von der Form: (au+bv+w), die wir in der vorigen 
Nummer U, ü' u. s, w. genannt haben, nun Ausdräcke von der Form: (u+bv-|-cw), 
betrachten, in denen der CoefGcient von n gleich Eins ist, nnd solche Ausdrücke durch 
dieselben Symbole bezeichnen, so erhält die Gleichung (7) der vorigen Nummer eine an- 
dere Deutung, ohne dass in dem Entwicklungs - Gange irgend etwas sich ändert.. 
Wenn von folgenden vier Gleichungen: 

U = o, U' = 0, U-U' == 0, Ü+IP = o, 

die beiden ersten irgend zwei gegebene Puncte darstellen, so stellt die dritte Gleichung 
(bei den eben gemachten Yoraussetzungen) den Durchscbnittspunct der , die beiden ge- 
gebei^en Puncte verbindenden, geraden Linie mit der ersten Axe dar, und somit die 
vierte Gleichung den vierten harmonischen Theilungspnnct zu diesen drei Ponctcn. Hier- 
nach stellen also die drei Gleichungen : 

Ü + U' « o, 
U"+U'" = o, 

UIV4.UV ^ o, 

die drei vierten harmonischen Theiluqgspuncte zu U und U', U" und U'", U*^ und U^ 
und den drei Durchschnittspuncten der drei Diagonalen Üü', U'TJ'", U^^uv nijt ju^ ersten 
Axe dar. Da diese Axe jede beliebige sein kann, so ergibt sich der folgende Satz: 

Wenn man in der Ebene einer gegebenen i^ollständigen vierseitigen Figur eine be- 
liebige Transversale zieht, die die drei Diagonalen in drei Pancten schneidet, und zu 
diesen Durchschnittspuncten und den drei bezüglichen Paaren gegenüberliegender Win- 
kelpuncte der vierseitigen Figur die vierten harmonischen Theilungspnnct e sucht, so er- 
hält man solche drei Puncte, die in gerader Idnie liegen. 

Wenn wir annehmen, dass die gegebene Transversale unendlich weit liege, so er- 
halten wir aus diesem Satze den Satz der vorigen Nummer als besondem Fall *)• 



*) Ataf dieselbe Welse , wie wir in der 434 Nummer die Gleichungen von Puncten mit ein- 
ander verbunden haben, können wir auch die gewöhnlichen Gleichangen von geraden Li- 
nien mit einander verbinden. %Vir wollen zuerst Aasdrucke von der Forms (y+Bi+G), 
in denen der GoelEcieot von 7 deich Eins ist, lu Grande legen nnd durch Sjrobole Z, Z' 
n. 8. w., denen wir zur Unterscheidang Accente hinsufägen, bezeichnen« Bei diesen Yor- 
aussetzungen stellen die vier Gleichangen: 

Z 3B o,^ Z' SS 0, Z" «« 0, Z'" sss o, 

vier gerade Linien dar, welche irgend ein Viereck bilden, In dem wir die beiden ersten 
und die beiden letzten dieser Linien als gegenüberstehende Seiten nehmen können, und des- 
sen beide Diagonalen wir durch die Gleichung: 

Ziv = 0, ZV = o, 

darstellen wollen« Alsdann hat man: ^ 

/uZ VZ" « ^'Z'+i»"'Z'" » ziv 
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436, Wenn wir durch irgend einen Panct in der Ebene eines gegebenen Dreiecks Fig. 2. 
UU'U" and die Winkelpuncle dieses Dreiecks drei gerade Linien ziehen , so können wir 
die Durchschnittspancte dieser drei Linien mit den, jenen Winkclpunclen bezüglich gc« 
gcnüberliegenden , Seiten» nach der 432. Nummer immer durch folgende drei Glcichnn- 

gen darstellen: 

ftV + fiV = o, 

/^U+/^"ü" •- o, (i) 

fcU-^-fiV"' = 0. 
Wir wollen nun die unbestimmten Coefficicnten in den Gleichungen solcher drei Puncte, 
auf die wir bisher nur beiläufig Rücksicht genommen haben, nliher betrachten. Die drei 
in Rede stehenden Puncte, die auf UU', Uü" und U'U" liegen, seien V", T und V. 
Bedeuten alsdann U, U' und U" Ansdriicke von der Form: (an+bv-f-w), in welchen 
der Coefficient von w gleich Eins (oder gleich einer gegebenen Constanten) ist, so ist 
in der zweiten Figur (4iO): 



and hinaus: 

xwischen den unbestimmten GoefBcienten finden auch liier die beiden Bediugungs - Glei- 
chungen ; 

Statt. Wir kommen ferner, wie im Texte, weun wir auf die Bediogungs - Gleichung 

fxL — /fZ4-/i Z — (.L Z = o, 
Rücksicht nehmen, zu folgender End- Gleichung: 

ittA*'(Z+Z')-/iV"t^"+Z"') ^ 0'-i^"')(Z^>ZV). ^ (,) 

Um diese Gleichung zu deuten, bemerken wir, dass die Tier Gleichungen; 

Z = o, Z' =t o, Z-Z' = o, Z+Z' = 0, (s) 

\ier Hannonicalen darstellen, von denen die dritte der zweiten Axe parallel ist. Hiernach 
. erhalten wir die vierte Harmonicale, wenn wir den Durchschnitt der betden ersten mit der 
Glitte des von denselben auf der zweiten Axe interceptirten Segmentes durch eine gerade 
Linie verbinden« Und somit haben wir, da jede beliebige gerade Linie zur zweiten Axe 
genommen werden kann, folgenden Satz bewiesen, auf den wir früher schon (379) auf in- 
directem Wege gekommen sind: 

fVenn man die Durchichnitte der beiden Paare gegenüberliegender Seilen und der 
beiden Diagonalen mU den Mitten der von diesen drei JUnien' Paaren auf ein&r gegeben 
nen geraden Linie interceptirten Segmente perbindet ^ so erhalt man drei gerade JJnien^ 
die durch ein und denselben Punct gehen. 

Wenn wir statt Ausdrücke von der Form: (y+Bx+C), durch 35, Z* u. s. w. zu be- 
zeichnen, nun durch dieselben Symbole Ausdrücke von der Form: (Aj+ßx+1) bezeichnen, 
so erhält die Gleichung (1) eine andere Deutung. Alsdann stellen die Gleichungen (2) 
immer noch vier Uarmoniealeii dar, aber die dritte derselben ist nicht mehr der ersten Axe 
parallel, sondern geht nun durch den Anfangspunct der Coordinaten. Da dieser Anfangs- 
punct jeder beliebige sein kann , so ergibt sich folgender Satz : 

Wenn man pon einem beliebigen Punds in der Ebene eines gegebenen Vierecks nach 
den Durchschnitten der beiden Paare gegenSherliegender Seiten und dem Durcluchtütte 
der beiden Diagonalen drei gerade Linien zieht, so gehen die drei vierten Jiarmonicalen 
zu Jenen dt ei JUnien ^ Paaren und diesen drei geraden Linien durch em und denseÜ^u 
Punct. 

Wenn wir annehmen, dass der beliebige Punct unendlich weit jiuf einer gegebenen ^c^ 
raden Linie fortrücke, so erhalten wir den ersten Satz dieser Note als besondern FalL 

Wir können dem letften Satze eine andere Aussage geben, wenn Wir beqiierken, dass 
ein Viereck mit seinen beiden Diagonalen auch als ein Dreieck anzusehen ist, dessen drei 
Winkelpnnete mit irgend einem Puncte durch drei gerade Linien verbunden sind. Die drei 
Durchschnitte dieser drei Linien mit den Seiten des Dreiecks sind alsdann die Durchsclio^tte 
der beiden Paare gegenüberliegender Seiten und der beiden Diagonalen Ats Vierecks. 

4* 
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aad da: 

/* /« /* , 

/* ^ /* 

so fokt: 

Vü. W". VU' « Vü'. VTJ. VU". 

Wir haben also nachstehenden Satz bewiesen, der nach den H. H, SeRVOIS nnd PON- 

CELET zuerst von JOHAMN BernOULLI bemerkt worden ist *): 

"Drei gerade Linien^ welche irgend^ einen in der Ebene eines gegebenen Dreiecks 
beliebig angenommenen Punct mit den drei Winke^uncten des Dreiecks verbinden ^ be- 
stimmen auf den drei Seiten sechs Segmente: das Product dreier nicht an einander 
stossender Segmente ist dem Producte der drei übrigen gleich. 

Fiff. 8. ^7* Nach der 432. Nammer erhalten wir ebenfalls für die drei Dorchschnitte irgend 
einer beliebigen geraden Linie, mit den drei Seiten eines gegebenen Dreiecks , Gleichun- 
gen von folgender Form: 

/iU — fiH' =» o, 

/uü-Ai'TJ" = o, (,) 

f^iy^^xr = o, 

nnd hiemach erhalten wir, wenn wir jene drei Dorchschnitte wiedemm Y", V and Y 
nennen, gerade wie in der vorigen Npmmcr: 

VTJ. TU". ' Vü' = Y'U. Vü. Vü". 
Eine beliebige Transversale y die den drei Seiten eines Dreiecks oder ihren Ver- 
längerungen begegnet ^ bestimmt auf jeder derselben zwei Segmente: das Product 
dreier derselben , die auf den drei Seiten von den drei Winke^uncten an genommen 
werden , ist dem Producte der drei üSrigen gleich. 

Nach den Herren Brianghon nnd PONGELET war dieser Satz schon den Alten 
bekannt **) 

438. Wir wollen nan Ausdrücke von der Form ; (n-f>bv^|-cw), in denen der CoefE- 

cient von n gleich Eins ist, durch die Symbole U, U' und U" uns dargestellt denken. 

Alsdann erhalten die unbestimmten Coefficienten eine andere geometrische Bedeutung. 

Wenn nemlich: 

u+bv+cw «= o, 

n+b'v+c'w =a o, 

die Gleichungen zweier gegebener Pnncte sind, nnd wir diese beiden Gleichungen addi- 

rta, nachdem wir zuvor die zweite derselben mit einem unbestimmten Coefficienten v 

multiplicirt haben > so kommt: 

. b+yb' c+yc' 

U+— — V4-77--W «■ o. 

Bezeichnen wir, der Küne halber, in dieser Gleichung, die einen Punct darstellt, der 
mit den gegebenen in gerader Linie liegt, den Coefficienten von v durch b", so erbalten 
ohne Mtthe: 



*) PoMCSLBT, Tratte ^e% propri^l^ projectives, 158« 
^ PoiTCiLST, Propr. pro). IM, Ptolemasi Almsgcstom L cap* lt. 
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b^'^^y ^ ""' 
ht b* und y sind aber, bei der Annahme recbtwinkliger Coordinaten^ die Cotangenten 
der Winke], welcbe diejenigen geraden Linien, welche dnrcfa den Anfangspnnct der 
Coordinaten und durch dib drei in Rede stehenden Paocte gehen, mit der ersten Axc 
bilden (406). Ziehen wir also irgend eine gerade Linie mit der ersten Axe parallel, die 
^jenen drei letztgenannten geraden Linien, der ersten in M, der zweiten in M' und der 
dritten in M", begegnet, so ist: 

»r jvr "^ ""' 

439« Hiemach erhalt(m wir, wenn wir uns auf die drei Gleichungen (i) der 436. Fig. 2. 
Nummer und auf die 2. Figur beziehen, in welcher wir den beliebigen Punct O als 
Anfangspunct der Coordinaten und die beliebige gerade Linie AB als der ersten Axe pa- 
rallel, betrachten: 

und mithin: 

(«) 

rVach einer Ueberlieferung von Beaugramd beschäftigte sich D£SARGIJ£S in einer mi 
Jahre 1639 erschienenen^ verloren gegangenen > Schrift ausführlich mit der durch die 
TOrstehende Gleichung ausgedrückten Beziehung zwischen sechs Puncten einer geraden 
Linie, und nannte solche Puncte ^Jnvolution de six points**, einen Ausdruck, den 
H. PONGELET wieder aufnimmt. ^) Diese Beziehung von sechs Puncten einer geraden 
Linie za einander bildet die Grundlage einer eleganten kleinen Schrift des H. BrianGHOI^ 
in der zugleich bemerkt wird, dass dieselbe Bcz^hnng von sechs Pancten zu einander 
auf eine siebenfache Weise ausgedrückt werden kann. ^) 

. Dem in der Gleichung (1) enthaltenen Satze köiinen wir hiernach folgende Aussage 
geben: 

Seht man pon irgend einem Puncte drei gerade Linien nach den drei Winhelpunc- 
ten eines gegebenen Dreiecks und drei andere gerade Linien nach den Fusspuncten 
dreier von jenen Winkelpuncten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällter^ in dem- 
selben Puncte sich kreuzender gerader Linien , so erhält man sechs gerade Linien^ von 
denen jede beliebige Transversale in solchen sechs Puncten geschnitten mrd^ die eine 
Involution bilden. 

Man bemerkt bald, dass ans diesem Satze der Satz der 436. Nommer als besonderer 
Fall sich sogleich ei^t, wenn man den beliebigen Punct unendlich weit auf einer gege* 
benen geraden Linie fortrücken lasst 

440. Wir erhalten hiemach ferner, ohne irgend eine Entwicklung, indem wir unslig. 3. 
auf die Gleichungen (i) der 437. Nummer und auf die dritte Figur beziehen, bei der ana- 
logen Bezeichnung dieselbe Gleichung (1) der vorigen Nummer : 

vn*vo,vnc3vn.vu.vu. 



*) PONCELET, Prop. proj. 11«. 
**) Mäiioire lor lesUj^oes da second ordf«. Psr C. J. Brunchof, Parii, 1817. 
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Die drei Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks UU'CJ'' und die drei in gerader Linie lie- 
genden Pancte V, V, V" bilden die sechs Winkelpancl(j einer vollständigen vierseitigen 
Figan Hiernach ist der bewiesene Salz folgender: 

Wenn man von irgend einem Puncle nach den sechs Winkelpuncien einer vollstän- 
digen vierseitigen Figur sechs gerade Linien zieht ^ so bestimmen dieselben auf jeder 
beliebigen Transversalen eine Involution von sechs Durchschnittspuncten. 

Man sieht leicht ein, wie aus diesem Satze der Satz der 437. Nommer als besonde- 
rer Fall folgt. 

441. Wenn zwei Pancten- Paare, etwa u" und v", u und v', zusammenfallen, so 
verwandelt sich die letzte Gleichung in folgende : 

u u. vn = u u. vu , ^ 

d. h. die vier Pnncte u", (v"), u', (v'), u und v sind vier harmonische Theilungs- 
pnnclc, oder bilden, nach dem Ausdrucke von D£SARGU£S, eine Involution von 
vier Pnncte n. Ds^mit aber die Puncte u" und v', u und v zusammenfallen, messen 
wir den Anfangspunct der Coordtnaten in dem Durchschnitte O' der beiden Diagonalen 
u V und uV annehmen. Wenn wir alsdann überdies noch die dritte Diagonale der vier- 
seitigen Figur, UV, als die beliebige Transversale nehmen, so erhalten wir folgenden be* 
kannten Satz: 

^ei Diagonalen einer vollständigen vierseitigen Figur theilen diß dritte Diagonale 
harmonisch. *) • 



*) Wenn wir die Seiten eines gegebenen Dreiecks durch die Gleichongen: 

,Z = o, Z' = 0, Z" =5 o, 

Fig. 4, 6. dATstcllcii, 80 erhalten wir für drei , gerade Linien Y", Y* nnd Y, welche durch die 

drei Wbkelpancte des Dreiecks und ürgend einen festen Panct gehen, drei Gleichungen von 
folgender Form: 

ilL ^ uZ =0, 

/uZ— /i Z s=3 o, (1) 

/4 Z — /uZ SS O. 

y+ax — b 
Wenn wir nun erstens unter Z, Z' und Z" Ausdrücke von der Form — zu versteheo. 

(Ausdrucke, die wir in dem Vorstehenden durch die verschieden accentuirten A bezeichnet 
haben), so bedeutet bekanntlich die erste der Gleichungen (1) eine iierade Linie, die durch 
den Durchschnitt der beiden ersten Dreiecks - Seiten geht und die den Winkel, den diese 
beiden Seiten einschliessen, so theilt, dass die Siaus der resultlrenden Winkel sich ver- 
halten wie fix fi. Wir erhalten hiernach , mit Beziehung auf die 4. Figur : 

(i sind' /i" ßina fi sind 



und da: 



so folgt: 



sinif /d sin^ pC' sinß^* 



ft 



^ 1^ h ^ ^ 

— • T» • T ^= *> 

M ^ M 



sind'sindsina ss sin'ßtinß^sinß. 
Der Satz, den diese Gleichung enthält, ist bekannt und folgender: 
IVenn man t^on irgend einem Puncie drei gerade Linien nach den drei Winkelpunc- 
ien eines gegebenen Dreiecks zieht ^ so id^ird Jeder fPintel oder sein Nebenunnkel so'> n 
zwei Theile getheiä, dass das Product der Sinus derjenigen drei Winkel^ die auf dersel- 
ben Seite der drei Iheilungslinien liegen, dem Products der Sinus der drei übrigen 
Winkel gleich ist. 
Fi», 5, Wenn wir, statt durch einen festen Punct drei gerade Linien nach den Winkelpunc- 

^* ' ten eines gegebenen . Dreiecks in üehen , nun diese dra Wtnkdpuiicte mit drei Pancten, die 
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4Z|9. Die fintwicklangcn der letzten NoTnmern sind der Yerallgcmcinerang fähig« 
Wir wollen ein Polygon UU*UnJ*...U'»""' von einer beliebigen Anzahl Seiten betrach* 
ten. Die n Winkelpnncte dieses Polygons wollen wir durch die Gleichungen: 

ü == o, U' == o, U^ « o, U» = o, . • . ü»-5 ^ o, ü^-^ = 0, U«-* = o. 



in gerader Linie und anf den gegenüberliegenden Seiten Hegen , durch drei gerade Linien 
Y", Y'9 Y verbinden, so ergeben sich, wie bekannt, iiir diese Linieii Gleichungen von foi* 
cender Form: 

fiZ — fiZ =0, 

li'T-^ljCL = 05 
und hier erhalten wir, indem wir uns auf die 5. Figur beziehen, bei einer analogen Be- 
zeichnung, gerade so wie eben, 

sma amttsina ss nnß sinß$inp. 
Wir gelangen hiernach, neben dem eben bewiesenen Satze, zu folgendem Satze: 
fVenn man t^n irgend dr&, Funden j die in gerader Linie und auf den drei Seiten 
einee gegd/enen Dreiecke liegen , drei gerade Linien nach den dieeen Seiten gegenuberete» 
lienden fflinkelpuncten zieht, eo u^erden die drei PTiniel de$ Dreiecke oder ihre Neben- 
winkel so getheiüy daee dae Product der Sinus pon drei der resultirenden Kinkel dem 
Iroducte der Sinus der drei Übrigen gleich ist. 

Wenn wir zweitens Ausdrücke von der Form: (y — ax — b), in denen der CoefScient 
von 7 gleich £iiis (oder auch nur eine ein für alle Mal gegebene Constante ist) durch Z, 
Z' und Z" bezeichnen, so erhalten die unbestimmten Coeflicienten eine andere Bedeutung* 
Wenn wir nemlich die Gleichungen irgend zweier gegebenen geraden Linien: 

y — ax — b = o, 
y — ax — b =» o, 
zu nachstehender Gleichuiig vermittelst eines unbestimmten Coefficienten v verbinden: 

a+ya' b+yb' 

und, der KSrze halber, das constante Glied in dieser Gleichung b" nennen, so er- 
gibt sich: 

b"--b 

b"— b' * ^' 
Es ist also V das Verhältniss der zwischen der dritten und ersten ond zwischen der driften 
und zweiten geraden Linie liegenden Stücke der zweiten Axe zu einander. Hiemach erhal- 
ten wir, gleichviel, ob wir auf die drei Gleichungen (1) und die 0. Figur oder auf die 
drei Gleichungen (2) und die 5. Figur uns beziehen, wenn wir die beliebige gerade Linie 
AB als zweite Axe betrachten: 



und weil wiedemm: 






» ^» ■* •»> 

M M i* 



iO folgt: 

Da die drei Seiten eines gegebenes Dreiedurund drei gerade Linien, weldic die dres^*S* ^* 
Winkelpuncte desselben mit irgend einem festen Pnncte verbinden , ein Viereck mit seinen 
beiden Diae^onalen bilden, so nahen wir also erstlich folgenden bekannten Satz bewiesen. 

Die jSurchschnitte einer beliebigen Ihansuersaleh mit den tder Seiten und den beiden 
Diagonalen eines Vierecks bilden eine Im^olution fK)n sechs Puncten, (PoifCELlT, Prop. 
proj. 172. Bbianchon a. a. O. $• TIIL) 

Und femer haben wir folgenden zweiten Satz: 

Die Durchschnitte einer ZeUebigen TVansf^ersalen mit den drei Seiten eines gegebenen Fig. 5t 
Dreiecks und den drei geraden Linien^ n^he die drei IFinkehmncte des Dreiecks mit 
dreien auf den gegenüberstehenden Seiten und in gerader Linie Hegenden Funden perhir^ 
den, bilden eine /npohUion pon seclis Funden, 
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and die n fancte V, V*, V*, . . . V"-» , "^"j die auf einer beliebigen Transversalen nnd 

den Polygon. Seiten ÜU', U'U^ W\ . . ü-^^Ua-t, ü»-»ü liegen, durch folgende Glei- 

chumren : 

^ V « o, V* = o, V^ = o, . . . V«*-* = o, V«-i « o 

darstellen. Alsd^n ei^ebcn sich folgende n identische Gleichungen: 



indem wir durch fi^ ^t^ . • /t^^^, v^ v^ . . v^"^ und ; unbestimmte Coefficienten bezeich- 
nen« Ziehen wir von der ersten dieser n Gleichungen die zweite ab» addiren zu dem 
Reste die dritte, ziehen von dem Resultate die vierte ab, addiren zu dem neuen Reste 
die fünfte, und gehen auf diese Weise bis zur letzten Gleichung, indem wir abwech- 
selnd addiren und subtrahiren^ so kommt: 

wobei wir das obere oder untere Zeichen nehmen müssen, je nachdem n eine gerade 
oder ungerade Zahl ist Die beiden Theile dieser Gleichung können auf keine andere 
Webe identisch werden, als wenn die Glieder jedes derselben sich gegenseitig aufheben. 
Oenn, wäre dies nicht der Fall, so würde der zweite Thcil, gleich Null gesetzt, irgend 
einen Punct darstellen, der mit den Puucten Y, Y'. • • in gerader Linie läge> und also 
nicht mit demjenigen Puncte, der durch den ersten Theil jener Gleichung, wenn wir 
denselben gleich Null setzen, dai^gestellt wird, das heisst, mit dem ersten Winkelpuncte 
des Polygons, identisch sein könnte. Somit ist: 

fiTg =s o, 
nnd folglich: 

fi^ f4} fi^ |A»~i g 

9 

Hiernach ergibt sich, gerade wie in der 437« Nummer, nachstehender Satz: 

fV^nn irgend ein Polygon UCP^U^ . . und irgend eine Transversale, die den Seilen 
desselben UIP^, U^ü\ . . oder ihren Verlängerungen in den Puncten Fj f^, . . begeg- 
net, gegeben sind, und man zieht von einem beliebigen Puncte n gerade Linien nach den 
n Winkelpuncten des Polygons und n andere gerade Idnien nach den n Puncten V^ V^,.. 
so hat manj wenn man die Durchschnitte dieser 2n Linien mit einer beliebigen neuen 
Transversalen u, u\ »« . . u«**, p, 9\ «^, . . <^»-i nennt: 

W. QHi\ <^U* • ♦ . (^a-lan-^I ss im\ 9^u\ if^U^ . . . v^^^u. 



Wenn wir tnnehmen, dass in dem ersten dieser beiden Sätze die beliebige Transver- 
sale durch den Dorcbscbnitt der beiden Diagonalen und xweier gegenaberlieffender Seilen, 
oder durch die beiden Durchschnitte der beiden Paare gegenüberkegender Seiten des Vier- 
ecks gehe, so erhalten wir wiederum den Satz der 440. Xfummer des Textes. Es wird die 
Transrersale harmonisch getheilt. 
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Und ferner ergibt steh folgender zweiter Satz, der mit dem vorstehenden in genauer 
Bezichong steht: 

Wenn irgend ein Polygon UlßCP . . und irgend eine Transversale^ die^ wie vor- 
hin, den Seilen desselben oder ihren Verlängerungen in den Puncten f^ f^, • . f^»-* be- 
gegnet, gegeben sindy so hat man: 

vu. v^u\ v^ip. ^. vn^xu^-^ ^ vu\ v^uk r^ip. . v^-^u.*) 

Die geometrische Bedeatang "des verschiedenen Zeichens in der GIcichang (l), wel- 
ches sich aaf den zwiefachen Fall, dass n eine gerade oder nngerade Zahl ist, bezieht, 
ergibt sich sogleich. Dieses doppelte Zeichen wird dadurch bedingt, dass eine Transver- 
sale nothwendig einer geraden Anzahl von Seiten (nicht deren Yerlängcmogen) eines be- 
liebigen Polygons begegnet. 

Der letzte Satz, der Carnot gehört, und der, wie derselbe gezeigt hat, in der andern 
Bezichong, dass eine beliebige algebraische Cnrve an die Stelle der geradlinigien Trans* 
versalen treten kann, der Yerallgemeineniog fähig ist, bildet die Grundlage der sogenann- 
ten ^Theorie der Transversalen/^ Wir sehen, wie dieser Salz uqd andere Sätze 
derselben Art, aas der Betrachtang der anbestimmten Coefficienten , die ich bisher an- 
berücksichtigt gelassen habe, nnmi|telbar sich ergeben. Um dies bemerklich za machen, 
habe ich bei den letzten Entwicklungen mit einiger Aosflibrlicbkcit verweilt; sie weiter 
anszodehnen und Ihre Anwendung nachzuweisen, k^nn hier nicht in unserer Absicht 
liegen. **) 

44^» Wir woljen diesen Abschnitt mit einigen E)ntwtcklungcn beschliessen , die in 
genauerer Yerbindung mit den frtibern stehen, ^Is es auf den ersten Blick scheinen 



T I ^^ ■ r ' ■ ' * - ^ 

*) PONCFLET, Prep. proj. Nro. 14ft. 

**) Wenn wir die Seiten irgend eines Polygons d^rch die Gleichungen: 

Z « o, Z* =^ o, Z« === o, . . . Z»-i = o, 
pnd solche gerade ILioien, die von irgend einem festen Pancte nach den Winkelpancten 
des Poljgons, also nach den Durchschnitten von ^ und 21*, Z* und Z\ . . Z«-i und Z ge- 
bogen werd^, dureh die Gleichiragen: 

Y = o, Y» = o, Y«-t = o, 

darstellen, so erhalten wir gerade diaselben Glcichongen als {m Texte, wenn wir U mit Z 
und V mit Y vertanscheii. Zu der Bedeutung der End - Gleichung : 

1* ""»# • • • •" "^ i *5 

kommen wir sogleich nach der ^mnerkung zur 441. Nummer, und somit zu folgenden bei» 
den Satten: 

IVenn mofi t^n irgend einem festen Puncte nach den ff^inkeJpuncUn eiftea gegele-» 
nen beliebigen Jhfygöhe uon n SeUen n gerade Linien ue/it, und man die Durc/tschnäle 
einer beliebigen Thans^ersalen mit den n Pidygon - SeUen z, ^\ • . «'*""*, die Dttrcliechnitle 
derselben Titans t^realen mii Jenen n geraden Linien , die nach den Durchschnitten der er- 
aien und xu^en, der xu^en und dritten, . . der letzten und ersten Polygon - Seiten ge» 
h^ Xt y\ • • y"*^ nennt, eoiett % 

PFenn jiües u^le im vorigen Satze bleibt, md man nennt diejenigen fVinhel, welche 
die erste ^^'^ «j^^m^jl ^^«. /i^^^.. d...^^ z. i i r.*_.'^^ .^.*a ^^m. ^«..a^^ ..^Jj *^ 

fbfygon 
mit der 

Diesen, letzten Satz leitet II. Poncelet (Memoire sur la tbdorie g<^ndrale des polaires rcdi 
pro^es, n 125) in Cue^x's Journal lY., Pag. M ^^s dem letzten Satze des Textes her. 

II. 5 
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möchte. Manche der in den bisher entwickelten Gleichongen enthaltenen Sätse bekom- 
men bloss eine andere Aussage, wenn wir, wie wir es jetzt thnn wollen, ans auf eine 
Znsainmenstellang gegebener Kreise beziehen. 

Wir haben in der 414. Nummer für den kiirzesteD Abstand, R, einer geraden Li* 
nie (w', v', vT) von einem darch die Gleichung: 

ao+bv-t-w = 0, (0 

dargestellten Pnncte» bei der Yoraassctzung rechtwinkliger Coordinaten, folgenden Ans- 
drack erhalten: 

Betrachten wir w', v' nnd n als veränderliche Grössen, so beziehen sich diejenigen 
Werthe derselben, welche die vorstehende Gleichung befriedigen, auf solche gerade Li- 
nien, deren kürzeste Abstände von dem gegebenen Puncte (1) constant nnd gleich R 
sind. Es umhüllen also diese gerade Linien einen Kreis, dessen Mittelpunct in dem ge- 
gebenen Puncte liegt, nnd dessen Radius gleich R ist. Für^ die Gleichung dieses Kreises 
erhalten wir also, wenn wir die Accente fortlassen: 

1^ ^ aoH-bv+w 

^ - ± V/(u^+v^)* 
Nach der 31« Nummer des ersten Bandes müssen wir das positive Zeichen dann neh- 
men , wenn der gegebene Punct in Beziehung auf die gerade Linie nach der positiven 
Seite der y liegt; das negative Zeichen also im entgegengesetzten Falle. Wir sehen hier» 
aus, dass die letzte Gleichung, wenn wir das positive Zeichen nehmen, denjenigen äalb* 
kreis darstellt, der, wenn wir den Kreis durch einen dßv ersten Axe parallelen Durch- 
messer halbiren, nach der negativen Seite der j liegt, nnd dass dieselbe Gleichung 
wenn wir das andere Zeichen nehmen, den nach der positiven Seite der y hin liegenden 
Halbkreis darstellt. Schaffen wir das Wurzel -Zeichen fort, so kommt: 

R2(n2-f-v2) = (au-+.bv4-w)% 
für die allgemeine, auf rechtwinklige Coordinaten bezogene, Gleichung des Kreises. 

443. Wenn zwei Kreise durch folgende beiden Gleichungen gegeben sind: 

'•j au-hbv+w •., a'uH-bV+w 

^^ = ± v(^J^y ^ = ± V^^' ^'^ 

SO bezieben sich diejenigen Wertfae von w, v und u, welche diese Gleichungen beide 
befriedigen > auf solche gerade Linien, welche sowol den einen als auch den andern 
gegebenen Kreis berühren. Dieselben Werthe von w, v und u müssen auch eine von 
folgenden beiden Gleichungen befriedigen: 

R __ an-f-bv-f-w '^ «. au-f-bv-f-w 

IV - a'u+bV+w' R' a'n+bv+w* 

die wir erhalten , wenn wir die beiden Kreis - Gleichungen in einander dividircn , und ein- 
mal in diesen beiden Gleichungen gleiche , das andere Mal ungleiche Zeichen nehmen. 
Die letzten Gleichungen stellen hiernach zwei Puncte dar, durch welche die gemeinschaft- 
lichen Tangenten der beiden gegebenen Kreise gehen. Durch dea ersten dieser beiden 
Puncte, dem ein gleiches Zeichen in den beiden Kreis • Gleichungen entspricht, gehen 
diejenigen beiden gemeinschaftlichen Tangenten, die auf derselben Seite der Mitbel- 
puncte der beiden Kreise liegen: die äussern gemeinschaftlichen Tangenten; durch den 
zweiten Punct diejenigen, welche zwischen den beiden Mittelpuncten hindurch gehen: die 
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beiden innern. Zugleich ist ersicbtlich, dass die in Rede stehenden Pancte und die 
Mittelpancte der beiden Kreise » deren Gleichungen folgende sind: 

aa+bv+w = o, a'a+bV+w =. o, 

vier barmonische Tfaeilungspnncte bilden. (410) 

UkU* Wenn wir mit den beiden gegebenen Kreisen noch einen dritten zusammenstel- 
len und für die Gleichung desselben folgende nehmen : 

R" — a'n+b*V+w 

. ' . ^ ^ V(n«+v«) ' 

SO erhalten wir: 

R _ an+bv+w 
R - ± a'u4-b'v+w' 
* R' __ a'iH-bV+w 

K" - ± a''i+bVHv' 

R *" ^ au+bv-f-w * 
für die Gleichungen der drei Paare von Durchschnittspuncten der äussern und der innern 
gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der drei gegeb/men Kreise. Jede von diesen drei 
Gleichungen ist eine unmittelbare Folge der beiden übrigen , wenn wir in allen drei Glei- 
chungen das positive Zeichen, oder in einer beliebigen derselben das positive, in den 
beiden übrigen das negative Zeichen nehmen. Hiermit ist also auf sehr einfache "Weise 
folgender bekannter Satz bewiesen: 

Die Durchschnitte der beiden äussern gemeinschaftlichen Tangenten /> zweier Qon 
drei gegebenen Kreise liegen alle drei in gerader Linien Der Durchschnitt der aus* 
Sern gemeinschaßlichen Tangenten irgend zfpeier der drei gegebenen Kreise liegt mit 
den Durchschnitten der innern gemeinschaßlichen Tangenten Jedes dieser beiden Kreise 
und des dritten Kreises in gerader Linie. 

445. Der Kürze halber, wollen wir folgende Ausdrücke: 

au4-bv+w a'o+bV+w a'u+b"v+w 

RK^^+v^/ RVCn^+v»/ RV(a^+v2)' "* *' ^' 

durch die Symbole W, W', W" u. s. w. bezeichnen. Hiernach stellen z. ß. die beiden 

Gleichungen : 

W^ == 1, W'^ = 1, 

zwei Kreise dar, die Glcichnqgen: 

W = 0, W « o, 

ihre Mittelpuncte nnd die Gleichungen : 

W+W' = o, W-W « o, 

die Durchschnittspnncte der innern nnd äussern gemeinscha£Uichen Tangenten der beiden 

Kreise. 

Bei dieser Bezeicfanaag redocirt sich die Gletchang: 

W+W'H-VV" = o (.) 

auf den ersten Grad , and stellt mithin einen Pnnct dar. Diese Gleichung wd befrici 

difft, wenn wir snslelcfa: 

W » o, nnd W+W" *» o; 

W = o, , W+W» o; 

ß * 
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setzen. Diejenigen drei geraden Linien, welche die dreimal zwei Poncte, welche darch 
diese Gleichungen dargestellt werden, verbinden, gehen alle drei dorch den Pnnct (l). 
Hierin ist folgender Satz enthalten : 

Wenn man den Mittelpunct Jedes dreier gegebener Kreise mit dem Durchschniits* 
puncte der gemeinschaftlichen Innern Tangenten der Jedesmalig übrigen beiden Kreise 
i^er bindet 9 so erhält man drei gerade Linien ^ die durch ein und d^tselben Punct 
gehen. 

Statt der Gleichungen (i) erhalten wir drei neue Gleichungen, wenn wir nach einan- 
der jedes der drei Glieder, aas denen dieselbe besteht, mit negativem Zeichen nehmen. 
Die Construction der durch diese neuen Gleichungen dargestellten Puncte führt zu ei- 
nem Satze, der ans dem Vorstehenden sogleich hervorgeht, wenn wir zwei Durchschnitte 
innerer gemeinschaftlicher Tangenten mit den Durchschnitten der entsprechenden nasse- 
ren Tangenten vertauschen« 

446. Wenn wir weiter gehen, und vier Kreise zusammenstellen, so erhalten wir 
acht verschiedene Gleichungen, die wir in folgende zasammenfassen können: 

±W±W'±W"±W"' = 0. (a) 

Mehmen wir zuerst alle Glieder mit dem positiven Zeichen, mithin folgende Gleichong: 

W-i-W'+W'-i-W"' = o, (3) 

so können wir dieselbe auf folgende dreifache Weise in zwei Gleichungen zerlegen : 

W+W' = o, und W'+W'" = o; 

W4^W" = o, „ W'+W'" =. o; 
- W+W'" = o, „ W'+W" == o. 

Die durch diese sechs Gleichungen dargestellten Pancte sind die Durchschnittspnncte der 
innem gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der vier gegebenen Kreise. Diese sechs 
Durcfaschnittspuncte sind also die Winkelpuntte eines Sechsecks^ dessen drei Diagonalen 
indem, durch die Gleichung (3) dargestellten, Pancte sich schneiden. 

Wenn wir femer in der Gleichung (2) irgend drei Glieder mit dem positiven und 
das jedesmalige vierte Glied mit dem negativen Zeichen nehmen, so erhalten wir folgende 

vier Gleichungen: 

W-hW'+W"— W'" = ö, 

W+W -W"+W'" =0, 
W-W'+W"+W'" = o, ^♦^ " 

-W-i-W'-i- W"+W'" - 0. 
Die erste dieser Gleichungen können wir befriedigen, indem wir zugleich 

W+W' = 0, und W"-W'" = 0; 
W+W" « o, . W'~W'" « 0; 
W'+W' = o, , W -W" = 0; 
setzen. Die sechs Puncte , die wir aaf diese Weise erhalten, sind die Durchschnitts- 
puncte der innem gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der drei ersten Kreise, und 
die Darchschnittc der äussern gemeinschaftlichen Tangenten jedes derselben und des 
vierten Kreises. Diese sechs Puncte bestimmen also ein Sechseck, dessen drei Diagona- 
len durch den , durch die erste der Gleichungen (4) dargestellten • Punct gehen. Den 
drei übrigen Gleichungen (4) entsprechen drei andere solcher Sechsecke. 

. Wenn wir endlich in der Gleichung (2) zwei Glieder mit positiven nnd zwei mit ne- 
gativen Zlcichen nehmen, so ergeben sich folgende drei einzelne Gleicbongen: 
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\?V+W'-W"-W'" = 0, 
W-W-W'+W" = o, (5) 

Um die erste dieser drei Gleichangen za befriedigen > seUen wir zugleich 

W+W = o, nnd VV+W" = o; 

W-W" = o, , W'-W" = o; 

W— W" = o, . W— W" « o. 
Hiernäcb erhalten wir ein neaes Sechseck, dessen drei Diagonalen in demselben Poncte 
sich krenzen. ^e gegenüberstehenden Winkelpnncte desselben sind zwei Darchschnitte 
innerer nnd zwei Paar Darchschnitte äusserer gemeinschaftlicher Tangenten. Solcher 
Sechsecke erhalten wir drei , die den drei Gleichangen (5) entsprechen. 

Wenn wir das Vorstehende zusammenfassen , so ergibt sich folgender Satz: 

Wenn irgend vier Kreise gegeben sind^ und man die gemeinschaftlichen Tangenten 
je zweier derselben zieht ^ so erhält man sechs Durchschnittspuncte innerer und sechs 
Jiurchschnittspuncte äusserer gemeinschaftlicher Tangenten. Diese zwölf Puncie^ i^on 
denen sechzehnmal drei in gerader Linie liegen ^ bilden^ zu sechs genommen y die 
Winkelpuncie i^on acht verschiedenen Sechsecken ^ deren drei Diagonalen in demselben 
Puncte sich schneiden. 

Die sechs Puncte , welche die Winkelpuncte eines solchen Sechsecks bilden, sind 
dadurch bestimmt, dass die sechs übrigen Puncte (wovon wir uns leicht überzeugen) je- 
desmal za drei und drei anf vier gerade Linien liegen. 

447. Wir können die in der vorigen Nummer behandelten Gleichungen auch in zwei 
solche Gleichungen zerlegen, von denen die eine dreigliederig, die andere eingliederig 
ist. Auf diese Weise erhalten wir z. B., wenn wir die Gleichung: 

^^4.W'+W"^-W"' = 0, 

nehmen^ folgende Zerlegungen: 

W+W'+W" « o, und W'" =: o; 

W+W'+W" =: o, . W" = OJ 

W+W'+W' = 0, . W' = o. 
Wir wollen hier uns auf den besondern Fall beschränken, wo der erste Kreis von jedem 
der drei übrigen ausserhalb berührt wird. Alsdann stellen die drei Gleichungen der er- 
stcn Yertical - Columne diejenigen drei Puncte dar, die man erhält 1 wenn man die drei 
letzten Kreise zn je zwei zusammenstellt^ den Mittelpunct des einen mit dem Berüh- 
rungspancte auf dem andern durch zwei gerade Linien verbindet , nnd den Durchschnitt 
dieser Linien bestimmt. Die drei übrigen .Gleichungen stellen die Mittelpuncte der drei 
letzten Kreise dar. 

443. Wir wollen als letztes Beispiel die Construction folgender Gleichung 

aW+W'+W'+W" = o 

unmittelbar hier anschliessen. Diese Gleichung wird befriedigt, wenn wir zugleich : 

W+W'+W = o, und W+W"' = o; 

W+W'+W"' = o, , W+W" = o; 

W4^W"+W" - o, , W+W « o; 
setzen. Die drei voranstehenden Gleichungen sind dieselben, als in der vorigen Nmn« 
mer; die drei letzten Gleichangen stellen diejenigen Puncte dar, in welchen der erste 
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Kreis von den drei Übrigen berührt wird. Wir können von diesen letzten Kreisen ganz 
abstrahiren, wenn wir von irgend drei Radien des ersten Kreises aasgehen, nnd drei be- 
liebig aof den Yerlängerangen derselben angenommenen Puncte als die Alittelpnncte je« 
ner drei Kreise, und die Endponcte dieser Radien als die drei Beriihrongspuncte be- 
trachten. Hiemach sind die Resaltate dieser nnd der vorigen Nummer in folgendem Salze 
enthalten : 

Wenn man auf den Verlängerungen dreier Radien eines gegebenen Kreises drei 
Puncie beliebig annimmt ^ diese Radien zu Je ztvei zusammenstellt und die Durch- 
schnittspuncte derjenigen Linien -Paare bestimmt, welche den Endpunct jedes dieser 
Radien mit dem auf dem andern fpillkührlich angenommenen Puncte verbindet: so er- 
hält man drei Puncte, die sofpol mit den drei mllkährlich angenommenen Puncten, als 
auch mit den Endpuncten der drei Radien, die Winkelpuncte eines solchen Sechsecks 
bilden, dessen drei Diagonalen durch denselben Punct gehen. 

449. Wenn in einer Ebene n beliebige Pancte gegeben sind, nnd wir für die Glei- 
chungen derselben folgende nehmen: 

aa+bv+w = o, a'a+b'v+w = o, a'a+b"v+w = o, o. s. w. 
so ergibt sich für die Summe der kürzesten Abstände dieser n Pancte von irgend eiuer 

s^eraden Linie (w', v', n') : 

P au-f-bv+w aa+b v+w' a"Q+bV+wV 

wenn wir diese Samme P nennen nnd voraussetzen, dass alle gegebenen Pancte aaf der- 
selben Seite der 'get^aden Linie liegen. Der letzten Gleichung können wir folgende Form 

geben: 

P ' ' Au+Bv+w . . 



n l/(u«+v«) ' 
indem wir: 

a+a^a^ . . b+b'-fb". . ^ 

n ' n ' 

setzen nnd die Accente vOn w, v nnd n fortlassen. Betrachten wir diese Grössen als 

P 

veränderlich, so stellt die Gleichung (1) einen Kreis dar, dessen Radius gleich — , and 

dessen Mittelpunct der Schwerpunct gleicher Gewichte ist, die man sich in den gegebe- 
nen Poncten angebracht denken kann. Also: 

Wenn beliebig viele Puncie in derselben Ebene gegeben sind; so mrd ein und der- 
selbe Kreis pon allen denjenigen geraden Linien umhüllt, für welche die Summe der 
kürzesten Abstände Pon den gegebenen Puncten eine constante Grösse ist *) 

Wir können die constante Grösse so gross annehmen, dass alle gegebenen Pancte 
innerhalb des Kreises, also alle auf einer nnd derselben Seite jeder Tangente dieses Krei- 
ses liegeni nnd diesen Fall haben wir als Normal -Fall betrachtet. Wenn wir die con- 
stante Grösse kleiner annehmen, nnd einige der gegebenen Puncte ausserhalb des neuen 
Kreises liegen, so gehen einige Tangenten durch das System der gegebenen Puncte hin- 
durch. Alsdann müssen wir, wenn der obige Satz anch für diesen Fall gelten soll, die 
Abstände von Puncten, die auf entgegengesetzten Seiten einer solchen Tangente liegen, 

mit entgegengesetzten Zeichen nehmen. Denn, vermindern wir den Radius — des ar- 



u 



^ GBBGOiVfiB , Aooales XIX p. 224U (Qnestions proposees). 
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sprüngllcheti Kreises um' ein Slück ^, beschreiben mit dem Radios f — ^) einen neuen 

Kreis ond legen an die beiden Kreise zwei parallele Tangenten, so ist die Samme der 
Abstände aller Pancte von der Tangente an den ersten Kreis (die alle dasselbe Zeichen, 
erwa das positive, haben) gleich P, und also auch die Samme der Abstände von der 

Tangente an den zweiten Kreis gleich P— n, £ = (P— p)j wenn wir die Abstände zweier 

Pancte, die aaf verschiedenen Seiten dieser Tangente li^en, sobtractiv nehmen. 

Wenn der Kreis auf einen Pnnct, den Schwerpanct, sich redocirt, so ist die, auf 
die eben angezeigte Weise genommene Summe der Abslände von jeder durch diesen 
Punct gehenden geraden Linien gleich Null. 



Verwandlung der Cpordinaten gerader Linien. 



449* So wie die Coordinaten eines Panctes sich ändern, ^enn wir ein anderes 
Coordinate^ • System za Grunde legen» so ändern sich auch die Coordinaten einer gera« 
den Linie, wenn wir den Anfangspnnct verlegen und die Richtung der beiden Coordina- 
ten -Axen ändern. Wir wollen, auf ähnliche Weise, wie wir früher die Verwandlungs- 
Formeln für Punct- Coordinaten entwickelt haben, jetzt die entsprechenden Formeln für 
die Coordinaten gerader Linien entwickeln. Durch Hülfe dieser Formeln können wir als- 
dann die Gleichung jedes Ortes einer beliebigen Qasse umformen in eine Gleichung des- 
selben Ortes ^ bezogen auf irgend ein anderes Coordinaten - System. 

Fcrleßung des Anfang spurtet es mit Beibehaltung der Azen-Richtung. 

Zf50. Wir wollen erstens, indem wir n = 1 setzen, v und w als die ursprilngli-Fig.*7- 
eben Coordinaten betrachten. Es bedeutet also> bei einem beliebigen Coordinaten - Win- 
kel, V das Yerhältniss der Sinus derjenigen beiden Winkel, welche die bezügliche gerade 
Linie mit der ersten und zB'eiten Axe bildet; w bedeutet das auf der zweiten Axe von 
jener geraden Linie bestimmte Segment, genommen mit entgegengesetztem Zeichen. Die 
neuen Coordinaten wollen wir &, i^ und ip nennen. Indem wir wiederum u ^ i setzen, 
erhalten die beiden andern Coordinaten p und ^ eine analoge Bedeutung als v und w. 

Wo wir auch den Anfangspunkt ailnehmen mögen, sa lange wir die Richtung der 

Axeb nicht ändern, behalten wir imnrcr: 

V =t j^. 

Verrücken wir blos die erste Axe, so dass der neue Anfan^spunct C^ in' ii:^g;end ei- 
nen Punct (y, o) der zweiten Axe fallt , so erhält man sogleich^ indem man eine belie- 
bige gerade Linie MN betrachtet; 

W ä: flp— y', (i) 

Verrücken wir blos die zweite Axe, sa i^iss irgend ein Ptfnct (o, x') der ersfeft Axe, 
etwa der Punct O", zum AnüaoigspMcte wifd, sa ist ir *» — OQ# if «=» *-0"Q' iittd Aä 
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OQ-O'-Q' = RQ = X ^ = XV = XV. 

SO ereibl sich: , 

Wenn wir endlich den Anfangspnact in den darchaus beliebigen Punct O'" oder 

{y'y X) verlegen, so ergibt sich aus (i) und (2): 

w s= «>— xV — y. 
Wir können die Form dieser Gleichung leicht a priori recbtferligen ; denn w ver- 
schwindet nur in dem Falle , dass die bezügliche gerade Linie durch den ursprtinglichen 
Anfangspunct geht. Die Gleichung dieses Anfangsponctes , bezogen auf das neue System, 

ist aber: , , 

«>— xt'— y s= 0, 

Es verschwindet femer fP nur in dem Falle, dass die bezügliche gerade Linie durch den 
neuen Anfangspunct geht, dessen Gleichung in dem ursprünglichen Systeme folgende ist: 

w+^v+y = 0. 

p.. ^ 451. Wir wollen zweitens, indem wir w = fp == i setzen, n und v als die ur- 
sprUnglichen, u und (^ als die neuen Coordinaten betrachten. Alsdann bedenten n und u 
die, negativ genommenen, reciproken Werthe den auf der zweiten, v und p die negativ 
genommenen reciproken Werthe der auf den ersten Axen von der bezüglichen geraden 
Linie bestimmten Segmente. Wenn wiederum O der ursprüngliche, O" der neue An* 
fangspunct ist, so ist für die beliebige gerade Linie MNj 

1 t 1 _ 1 

£s ist ferner» wepn man RQ' parallel mit der ersten Axe zieht: 

OQ «v'OO'+O'R+RQ, 

^ u u 
yii+xV— I 



mithin ; 



yw+xV— l 



7^ (3) 



nnd hieraus folgt unmittelbar, weil - » -: 

" y 1; 



(4) 



^ ^ y'tt+xV-r 

Die Form der letzten beiden Ausdrücke rechtfertigt sich wiederum leicht a priori; 
denuj wenn die bezügliche gerade Linie durch den ursprünglichen Anfangspunct geht, 
dessen Gleichong^ in dem neuen Systeme folgende ist: 

y'ü+XP— 1 sa o, 

so werden n und v beide zugleich unendlich. Femer werden u und u^ v und p für sol- 
che gerade Linien, die den zweiten nnd ersten Axen parallel sind. Null. 

Afnderung der Richtung der Coordinaten-Axen mit Beibehaltung 

des Anfangspunct es. 

Fig. 8. 463* ^ seien OX nnd OY die beiden ursprünglichen Axen; wir wollen, indem 
der Anfangspunct nnverrückt bleibt > die erste Axe um einen Winkel 9, die^^wate um 
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einen Winkel v^' sich drcben lassen, und die aof solche Welse entstehenden neai» 
Axen OX' und OY' nennen. Durch die beiden Winkel tp nnd yfl ist das nene Coordina- 
ten* System vollständig 'bestimmt , der bequemem Entwicklui^ wegen , (Uhren wir aber^ 
wie wir ea auch schon bei der Verwandlung der Pnnct • C^ordinaten getban haben, fol- 
gende Bezeichnung ein: • . 

X'OX = 9, Y'OX = q>\ X'OY « V, Y'OY « ^'. 

Y'OX' = 9'-y « v'-V "5. 
Wir nennen also den prsprünglichen Coordinaten - Winkel 9^ den neuen Coordinaten- 
Winkel t 

Zuerst wollen wir wiederum - und -» oder, der Kürze halber^ indem wir n a i 

u n ^ 

setzen 9 v nnd w als Coordinaten betrachten, upd die entsprechenden Coordinaten in 
dem neuen Systeme durch p und tp bezeichnen. Da die Gleichung des Punctes immer 
vom ersten Grade bleibt, auf welches System wir denselben beziehen mögen, so* erhal« 
ted wir (är denselben beliebigen Punct Gleichungen von folgender Form ; 

a+bv + cw = o 

a'4-b'<M-c> a= o 

und, um von der ersten Gleichung zur zweiten ttberzugehen, Ist die allgemeinste Fprm 

der Ausdrücke fiir v nnd w folgende: 

, xxHrW+f(P 

'°^r7 (5)*) 

q-HFJ^+s«' 



*) Wir dürfen dorcliiof nkht in diesen Ansdrvokea die Nenner vernachlässigen. Wenn wir 
dieses thäten, so brauchten wir, um die nnbestimmten CoefBcienten , die alsdann auf sechs 
sich redncirten, m bestimmeQ, nor die beiden ersten Axen nnd eine solche gerade Linie 
an betrachten, die einer derselben parallel ist, nnd nicht, wie im Texte nothweudig ist, 
auch die l^eiden zweiten' Axen. Ohne dass wir, bei dieser Bestimmung selbst, auf Wider« 
spriiche geriethen , kämen wir doch xu einem falschen Resultate. Es liefert diese Bemeikung 
einen Beleff für die Behauptung, dass wir nur mit Vorsicht uns des Methode der unbe^ 
stimmten CoefQcienten bedienen dürfen» 

Man iiberxengt ^ch leipht, dass die Renner der jn R^de stel)eiidf n . AtV9drii(J(e nur 
d^on von p nnd w unabhängig werden und also vernachlässist werden dürfen, wenn v und 
w sugleich mit f und w verschwinden-, dass sie aber nie fehlen dürfen, wenn v und w für 

' gewisse endliche Werthe von u und w unendlich werden« Der .letztere Fall ist der vorlt£« 
gende. Bei der Verwandlung der gewöhnlichen Punct - Coordinaten hingegen, gleichviel, 
ob wir xwei oder drei Dimensionen des Raumes betrachten, können wir somich annehmen, 
dass die ursprünglichen Coordinaten durch lineare nnd ganze Functionen dier^ neuen Coor^ 
dinaten gegeben seien; nur müssen wir, um diese Annahme zu rechtfertigen, zeigen, dass, 
für diesen besondern Fall, kein Nenner ^ der S4 oder im epth^lt, d^ sein )cann» ' pie 
Schlnssweise , ' welche Herr BiOT in seinem 

Jüsaai de Geomdtrie anafytiqu^. SixiStne EiHHon; Nro. ^f 
bei Gelegenheit der Verwandhing der f^nnct - Coordinaten ii|| Räume anwendet, bedarf 
hiernach der Berichtiguii^« 

Es ist ein nothwendiges Erfordemiss, dass die Nenner In den Ausdrücken bei ^) beldf» 
dieselben sind. £s werden v und w. zugleich unendlich. Und dies muss immer ge « 
schehen, wenn wir von irgend einer beliebigen Coordinaten -Bestimmung «u einer andern 
Coordinaten - Bestimmung vermittelst linearer Verwandln ngs- Formeln übergehen wollen. Nur 
in diesem Falle wird bei der Veiänderong des Coordinatcfn - Sjstems (ich nehme dies Wort 
in seiner aUgemeinen Bedeutung) derselbe georoetrisolie prt immer durch eipe- Glcjchaog 
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In diesen Ausdrücken' für v and w bezeichnen m^ n, p, m, n', p'» q» r and s nnbe^ 
stimmte Coeflicienten, die von der Lage des neuen Systems in Beziehong anf das nr- 
sprBngliche abhängen, also Functionen der beiden Wiiikel tp nnd y sind. Um diese Coef- 
ficienten, von denen wir einen beliebigen beliebig annehmen kSnnen# za bestimmen, 
wollen wir, da die letzten Gleichungen aof alle Fälle sich beziehen müssen» specielle 
Lagen von geraden Linien näher betrachten. ' 

Fiir die erste neue Aze ist: 

sifup 

hiernach geben die beiden Gleichungen (5): 

sinq^ m . ^ 

o ■« m'. (7) 

Für die zweite neue Aze ist: 

sinm 

hiemach geben die beiden Gleichungen (5) : 

sinr// t' ^•^ 

o « n'. (9) 

Für die erste ursprüngliche Axe ist: ^ 

sinq> 
V = o, t' « •;^., w « ip = o, 

für die zweite ursprüngliche Axe 

in diesen beiden Fällen gibt die erste der Gleichungen (5): 

simp , 

S1/19 ^ ' 

o = q+r-T-77; (11) 

Der oben schon gemachten Bemerkung gemäss , wollen wir 



von demselben Grade dargestellt und nur dtnn wird, im Allgemeinen, die Coordi« 
naten • Annahme den Vortheil einer leichten Discossion der Ei^eoschaAea geometrischer 
Oerter gewähren. In der eben gemachten Bemerkung liegt ein Criterinm für die Wahl ei- 
nes solchen Coordinaten* Systems« Wenn wir 1. B. statt eine gerade Linie durch die rect- 
proken Werthe der Abstände ihrer Dorchschnittspuncte mit der xweiten .und ersten Axe vom 
Anfangspuncte lu bestiminen, dieselbe dorch dieie Abstände seihst bestimmten, und die&e 
Abstände, die wir q und p nennen wollen, ab Coordinaten dieser Linie betrachteten» 
und dann die Coordinaten - Axe um den Anfangspunct sich drehen liessen nnd die analogen 
Coordinaten der Linie in Besiehung auf die neuen Axen durch q' und p' bezeichneten: so 
wurde , bei endlichen Werthen von q' und p', wenn- die bexügliche gerade Linie der ersten 
urspriinglichen Axe parallel wäre, p unendlich werden, nicht aber q; und wenn die beziig* 
liebe gerade Linie der zweiten ursprünglichen Axe parallel wäre, würde q unendlich werden, 
nicht aber p. Wir sehen hieraus, dass p und q nicht so geeinet sind^ als Coordinaten 
von geraden Linien genommen su werden, als ihre reciproken Werthe, wenn wir auch auf 
den ersten Blick geneigt sein sollten^ ihnen den Vorzug su geben. 
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setzen 9 alsdann geben die beiden GIaichnD|^a% (6) nnd (ll); 

m a=s sintf^ r sa -^sintf/, 

lind biernach ^eben die Gleicbangen (8) nnd (10) übereinstimmend: 

n SS '^sitif» 

Die Gleicfanog (}0) sfigt Uber^i^is» dass 

p « 0, 
nnd die Gleichnng (ii), dass 

Hiernacb bleibt bloss nocb der Coefficicnt p' za- bestimmen tlbrig. Wir können densel- 
ben auf eine eip&cbe Weise bestimmen» wenn wir irgend eine, der ersten neuen Axe 
parallele, gerade Linie betracbtcn. Wir kommen daza aber auch dorcb folgende 0e- 
träcbtong. Wenn wir unr die erste Äxe om irgend einen Winkel <p sieb drehen lassen^ 
die zweite Äxe aber nicbt^ so ist v » ^« Es i^ al$dann aber aach 

q e^ 4in^f r=r — i//i|, r =3 —siniff « o, 

nnd da überdies: 

m' as n' s= s s= 0, 

so gibt die zweite der GUichangfs (5): 

pV * • 

W « — *-r-5, 
... ««S 

mithin: 

j/ C3 — sin%. 

Fassen wir endlich die letzten Resultate zasammen, so erhalten wir: 

Wir hatten die Form dieser Ausdrücke wiederum TOf^Q^^^Jl^m kühnen , denn 

sint// — psimff =» o^ 

ist die Gleieholig eines P^nctes, der auf der zweiten ^urspi'Unglichej|;i Axe, oder, was 

dasselbe heisst^ auf einer beliebigen, ihr parallelen, geraden Liiäjt, unendlich weit liegt« 

Für solche Linien, die durch diesen Punct geben (jener Axe parallel sind), und nqr fiir 

solche Linien, ist v sowol als w unendlich, v ist Null nur für solche gerade Linich, die 

durch den Punct: 

smf^i^sintp « o, 

der znf der ersteg Axe unendlich weil entfernt liegt, gehen ttüd w yeir^chwindet nur und 

immer (tir solche gerade Linien, die durch den Anfangspnnct gehen, Zugleich mit tv. 

Wenn wir, w^gekehrt, i^ nnd w durch y und w ausdrtidcen wallea^ so ist Mar, 
dass p sowol als tp bei4e nur ftlr solche gerade Linien pnondKch werden, die durch den 
auf der zweiten liencn Axe uneiidlich weit liegenden Punct: 

s(nf — ysintp' ^ jr, 
gehen« oder, mit aiidom W-oH^n , 'der eben genannten Axe parallel sind: den ersten 
Theil der TorstahendM GU^chpng kS^mtn wir alao tUr ^ea gemeinaGba^boliw Xfoi^cr 
der Ausdrücke von (^ miA W Mkmev^ Ferner verschwMidet t mr, wenn 

sifKf'-ysin}// »4)» 
und iv verschwindet mit ^ Hiernach bestimmt sich die F^orm der Zähk^ in den gj^such- 
ten Aufdrücken von p u^i j» ^^ wir erhalten i 

6^ 
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c und c' sind zwei leicht za bestimmende constante Grössen; man erhüt nemlich: 

c =a 1, c' CS sin^. 

Dieselben beiden Ansdiücke fiir p nnd fp hätten wir dorch Bnchstaben - Yertanschong 
ans den Gleichungen (12) herleiten können. 

Wenn das neue Coordinaten- System, zo^ dem wir übergehen) ein rechtwinkliges 
ist*, so haben wir: 

mithin: 

5i)i| SS 1, sing> SS cos% simf/ ss cos^l;. 

Wenn das ursprüngliche Coordinaten - System t\n rechtwinkliges ist, so ist: 

mithin: 

sind S3 1, simi/ ss ^^costf^ siny/ es ^^-^asq^. 

Wenn wir endlich von einem rechtwinkligen GoQrdinaten- Systeme zu einem rechtwinkli- 
gen Obergehen, so ist: 

sintp SS cos9f simif sa — cos9f siny/ es 51119, 

sind = sini =3 1, 

Nach diesen Bemerknngen erhalten wir aus den Gleichungen (12) nnd (13) folgende 

Zusammenstellung ron Yerwandlungs-Formeln, wenn wir wieder -, -, — und — an die 

Stelle von ▼, <^, w nnd tp schreiben: 

1) Uebergang von einem schiefwinkligetf^ Systeme zu einem schielinnkligen nnd rückwärts: 



_• » 



▼ usin<p — psimp p nsing>--YSinti/ 

i^a'v ju ** usiniff-'^smip* u "" usintf—ysinii/ w ,.,. 



n usiny/--psmy/' u usirup^yurni/* 

St) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme zu einem rechtwinkligen und rückwärts; 

t using>'-Pcosq> p VLsintp^vsintl/ 

^-^. ju usintp^pcosy/^ . u ucosg>^Ycosyi^ ) ^ 

C«_J=:fl_. IP_ wsin& pB7 

u usiny^'^pcosy/* . u ucosq^ — vcosy/ 

a) Uebergang von einem rechtwink%en Systeme zu einem schiefwinkligen und rückwärts : 



_•- * 



▼ _ usmg> — psing> p ^ usmy+vros 

yQ in "" ucos<fh^Pcosq>* u "nsin^-^YCOsqf^ I .^^ 



$psin§ tp 



4) Üebet^Mg Ton dnem rechtwinklijgen Systeme zu emem rechtwinkligen mid rückwärts: 

T usiriKp^Pc ostp p -^ nsintp+YCOPp 

-jj 1« "^ ucos9+Psinqf ü^ ucostp^ysinf^ ) . 



ucos<p+psmf^ u ^ acos9^Ynmf 



• V, 
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Wenn vrit zweitens und -', -^ and - als die eigentlichen veränderlichen Grössen 

betrachten, so erhalten wir für diese Cbordinaten ans den eben zasainmengestetlten Glei- 
cfaangen die nachstehenden Yerwandlongs - Formeln : 

1) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme za einem schiefwinkligen und rückwärts : 

u _ usin^jß—ifsiml/ u _ nsin(p' — ysiny/ 

'(E>h~ .'^«"^ / ^~ .'^^^^ ' J(E') 

. fy usintp^^ifsirup q ustn^^^Ysmif/ \ 

2) Uebergang von einem schiefwinkligen Systeme za einem rechtwinkligen ond rückwärts : 

n _ usintp-^pcosip u ncos<p-^\cosy/ 

^jw- — ^ ' ^-^ yrsin» 'j^ 

iv^_ ustnf-^pcosfp ^ nsrntp-^ysin^ i\ j 

w "" ip * >p wjin^ * 

a) Uebergang von einem rechtwinkligen Systeme zif einem schiefwinkligen ond rückwärts : 

n ucosf'^pcosfp u VLsin(p+ycos(p' 

^ ^ fv usmg>^f^sin(p p usin<p+YCOS(p ) 

w «'«Hg ip w 

k) Uebergang von einem rechtwinkligen Systeme za einem rechtwinkligen and rückwärts: 

u ucösip+psing^ u ncosq>^ysing> 

(H)i^ .^ ' ^ .7 ' J(H') 
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Gleichzeüige Verlegung des AnfangspUndes und Aenderung der Axen- 

Bichtung. 

• V ^ p 
453« Da sich - and --, oder v and p^ wenn wir a and u gleich Eins setzen, nicht 

andern, wenn wir bloss den An£amgspanct der Goordinaten verlegen , so bestehen die er- 
sten der Glcichnngcn (A), (B), (C), (D), (A'), (B'), (C) and (D') aach für den allge- 
meinen Fall, wo wir zugleich AnjEaingspanct and Axen-Richtang anders bestimmen« 

Um fiir denselben allgemeinen Fall aach w darch die neaen Goordinaten auszudrü- 
cken, wollen wir zaerst den An&ngspanct der Goordinaten verlegen. Alsdann erbalten 

wir nach der A50..Nammer: 

w « W-Vx -y', 

wenn die Goordinaten W and Y sich aaf das , aaf diese Weise hervoiigehende , System 
beziehen, and (y', x') der nene Anfangspnnct ist Dann wollen wir femer die beiden 
Axen nm den ncoen Anfamgspanct sich drehen lassen. Wir erhalten alsdann , bei der- 
selben Winkelbezcichnang als vorher: 



• # 



V usin<p^^smq> 

usintfh^psiny/ * ^.^ 

usimp-^psiny/ ' 

and hiernach : 

u(j'sin^Hr:Lunfy^fsin\l/+xsin^^^ 

usrnih-^um/f 
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Um^ umgekehrt, — durch die ursprünglichen Coordmaten za erhalten, Jbjanchen wir 

nur in der zweiten der beiden Gleichungen (A') n gleich Eins zo setzen und fUr w 20 
schreiben: w-f-vx'-f-y, alsdann ergibt sich sogleich: 

u ~' siiKi) — YSint// 

Üie Form der Zähler in den AasdrUcken von w und — wird dadorch bedingt , dass 

diese Aosdrückc verschwinden , wenn die bezüglichen geraden Linien einmal dorch den 
orsprünglichen 9 das andere Mal dorch den neaen Anfangsponct gehen. Die Coordinateo, 
y nnd T, des ursprünglichen Anfangspunctes, bezogen auf das neue System, sind (90 (3)): 

niitbiu ist die Gleichung desselben: 

u{y'sm\fH'Xsmq>)^'i^{y'sintp'+xsinfy\-t^sin% «= o. 
Der erste Thcil dieser Gleichung muss also im Zähler des Ausdruckes für w vorkommen. 
Auf ähnliche Weise erscheint der erste Theil der Gleichung: 

y -f-Vx'-f-W aa O, 

die den neuen Anfangspunct darstellt, als Factor im S^ahler des Ausdruckes von — • 

Ich halte es für überflüssig, die Yerwandlnngs • Formeln für den aUgemeinsten Fall, 
dass Axen- Richtung und Anfangspunct zugleich sich andern _> hier zusammenzustellen. 
Wir werden in dem Folgenden die beiden partiellen Umformungen jede für sich be- 
trachten. — 

Wir hätten auch alle die vorstehenden Entwicklungen an die Verwandlung der 
Punct-Coordinaten anschliessen können. Ich zog aber für jetzt vor, dieselben selbst- 
ständig Dir Sich hinzostcllen. 
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454« tJcder geometrische Ort, der dorch eine homogene Gleichang des zweiten 
Grades zwischen den drei veränderlichen Grossen n, ▼ nnd w, die Linien - Coordinaten 
hedeaten, dargestellt wird, nennen wir einen geometrischen Ort zweiter Classe« 
Fär die allgemeine Gleichang der Oerter dieser Classe wollen wir folgende nehmen: 

Aw^2Bvw-f-Cv^+2Daw+2Env+Fa^ =»0. 
In dieser Gleichang können wir jede der drei Coordinaten als constante Grrösse betrachten 
and etwa gleich £ins setzen. Alsdann erhalten wir ans der vorstehenden Gleichong die 
vollständige Gleichang des zweiten Grades zwischen den beiden t^brigbleibenden Coordi- 
naten, die alsdann, so wie die Quotienten je zweier der drei Coordinaten in dem frü* 
hcm Falle, für eine bestimmte gerade Linie bestimilrte Werthe erhalten. Die Gleichnn- 
gcn, welche wir aaf diese Weise erhalten, sind eben so allgemein als die vorstehende, 
and eine solche Gleichang irgend eines Ortes zwischen zwei veränderlichen Grössen kün- 
den wir, wenn wir für spätere Ent^icklangen Symmetrie bezwecken, dorch Einführang 
der dritten veränderlichen Grösse sogleich homogen machen. 

Wir haben den Factor 2, da wo er in der Vorigen Gleichang vorkommt, lediglich 
nar, am in den folgenden Entwicklangen Brüche za vermeiden^ hinzugefügt. Einen der 
sechs ^CoefBcienten dieser Gleichang können wir beliebig annehmen and etwa gleich Eins 
setzen; um aber für diesen Coefficienten , je nach den verschiedenen Absichten, jeden 
beliebigen nehmen za können , behalten wir einstweilen alle secbs Coefficienten bei. 

Diese sechs CoefKcienten und ihre gegenseitige Beziehung za einander sind zum Theil 
von der Natur des dargestellten geometrischen Ortes, zum Theil von der Annahme des 
Coordinaten - Systems abhängig. Durch schickliche Umformang der Coordinaten können 
wir der allgemeinen Gleichung die möglichst einfache Form geben nnd ans dieser mög- 
lichst einfachen Form die Natur der Curve am besten erkennen. Zugleich werden wir 
auf diese Weise alle besondem Arien von geometrischen Oertem, die durch Idie allge- 
meine Gleichang bei verschiedener Annahme der Constanten dargestellt werden, am leich- 
testen nnterscheidcn können. 
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Die ckaracteristische Eigenschaft der Garreitr tweiter Qasse^ welche die 
unmittelbarste Folge daraas ist, dass solche Carven, der Definition gemäss, dorch Glei- 
chungen des iweiten Grades dargestellt werden, besteht darin, dass man, von jedem be- 
liebigen. Pancte aas, zwei and nur zwei Tangenten an dieselben legen kann. Denn, 
wenn wir zwischen der allgemeinen Gleichang (l) und der allgemeinen Gleichung des 

Ponctes: 

au+bv+cw = o, 

etwa die Werthe von — und — eliminiren, so erhalten wir eine zwiefache Bestimmung 

dei-selben, und also zwei gerade Linien, die, weil jene Werthe beide Gleichungen be- 
friedigen» einerseits die Curve berühren und andrerseits durch den Punct gehen. Es ver- 
steht sich von selbst, dass diese beiden geraden Linien SQsammeüfallen und imaginSr 
werden können. 

8 1. 

* * « 

Verlegung des Anfangs - Punctes der Coordinaten. Discussion aller ein- 
zelnen Fälle y welche die allgemeine Gleichung umfasst. 

Brennpuncte. 

(»55. Indem wir u gleich Eins setzen, eriialten wir für die allgemeine Gleichung der 
Oerter zweiter Classe folgende t *" 

AwM-2Brw4-CvH"2Dw+öEy+F « o. (i) 

Wenn wir den Anfangspunct der Coordinaten in irgend einen Punct (jr', z'), über den wir 
im Yoraus durchaus keine Nähere Bestimmung machen; verlegen, sa bleibt in der vor- 
siehenden Gleichung v unverändert, statt w mtlssen wir aber (450): 

w— vx—y, 
in dieselbe substitoiren. Diese Gleichung verwandelt sich hiemach in folgende; 

Aw^+2(B— Ax')vw+(C-2Bx+Ax2)v«+2(D— Ax')w 
^-2(E-.Dx— By'+Axy)t+(F-2Dy'+Ay'«) « o. (t) 

Bei einer schicklichen Bestimmung des neuen Anfangspnnctes der Coordinaten kön- 
nen wir immer, wenn nur nicht A gleich Null ist, ans der letzten Gleichung die mit w 
und VW behafteten Glieder ausfallen lassen. Wir brauchen za diesem Ende nur: 

, B , D , . 

"""-v y^A ^ (^) 

zu setzen. Alsdann geht die Gleichung (2), wenn wir zugleich mit A muhlpUciren, in 

folgende ttber: ^ 

AVH(AC-.B2)v^+3(AE-BD)v+(AF-D^) ^ o. . (4) 

Die Form dieser Glqchung zeigt , dass jedem beliebigen Werthe von v zwpi gleiche 
und entgegeng^seUtc Werthe von w entsprechen. Wenn wir also nach eipandern belie* 
bige Werthe für v annehmen und die bezüglichen geraden Linien construiren, so erhal- 
ten wir ein, der durch die Gleichang (2) dargestellten Curve umschriebenes, (2n)Eck, 
das den neuen Anfangspunct zum Mittelpnncte bat und dessen Diagonalen sich also auch 
in diesem Puncte gegenseitig balbireu. Wenn wir n immer mehr wachsen lassen,, so 
nähert sich das Polygon der Curve immer mehr: der neue Anfangspunct (y', x) ist auch 
der Mittelpanct der Curve. Jede von der Curve begränzte gerade Linie , die dorcji 



t 
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diesen Panct geht 9 [jeder Darcbmcsser. der CnryGi wird . in diesem Pancte halbirt. 
Darck die Gleichung (3) sind die Coordmaten-Werthe des Mittelpnnctes des, dorch die 
Gleichung (l) dargestellten^ geometrischen Ortes bestimmt, und für die Gleichung dieses 
Ponctes erhalten wir hiernach (406): . 

Aw+Bv+Du =; o. 

456. Wir wollen nns nun zur Discusston der Gleichung (4) zqrBckwendcn» Wir 
Grhaltenjnnmittelbar aus dieser Gleichung: 

Nun sind folgende drei Haupt -Fälle möglich,! die wir näher untersuchen müssen; es 
kann der Werlh vonw, den die letzte Gleichung gibt, 1° für jeden Werth von v reell 
29 für gewisse Werthe von v reell, für andere imaginär, 3° für alle Werthe von 
V imaginär sein» 

Der in der Klammer befindliche Ausdruck bleibt, was aus der Theorie der Glei- 
chungen bekannt ist, immer positiv, .welche» Werthe wir auch für v annehmen mögen, 
wenn die Glcichunfi:: 

imaginäre Warzeln bat. Die Wnrzeln dieser Gleichung sind aber: 

AE-^BD±i^((AE— BD)«~(AC -^ B*)(AF-D»)> 

AC-B* - ' ^''' 



m . 



und diese* Wurzeln sind imaginär, weim 

, ^ (A|S-Bp)«-(AG-B^)(A^-D^) < o- ^ (s) 

In diesem Falle hangt also die Idealität von w einzig vom Zeichen des We^thcs von 

(AC-B^) ab. Wenn 

AC-B^ > ö, 

so ist w^ immer negativ, und also w immer imaginär. Die durch die gegebene Gleichqug 
(1) dargestellte Curve hat also in diesem Falle keine einzige reelle Tangente: die 
Curve selbst ist imaginär. 

Wenn wir statt dps letzten Ausdruckes folgenden haben: 

AC-B^ < o, 
so bleibt w^ immer positiv und also w immer reell. Die .Curve ist also, da ihre Tangen- 
ten alle möglichen Richtungen annehmen können , und keine derselben durch den qcuen 
Anfangspunct geht, eine in sich geschlossene Curve, und heisit Ellipse. 

457. Wenn die Wuraeln der Gleichung (6) reell sin^, so ist: 

(AE-.BD)MAC-B^XAF— D^) > o. (9) 

Findet diese Bedingung {^tatt, so gibt es zwei Werthe von v, fi)r welche w gleich Null 
wird. Die bezüglichen geradgi Linien gehen durch den Anfangspunct, den Mittclpuncl 
der Curvc, Bezeichnen wir diese Werthe von v durch v unfj v", so kommt^ 

AC-B^f, ^, .„,) 

Wenn 

AC-B» > o, ^ 

so sind die Werthe von w dann reell, wenn die Werthe von v ^wischen V und v" an^ 

genommen werdei^; son^t imaginär. Wenn hingegen 

AC-B« < 0, ' 

IL 7 



W* = T 
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so wird w dann imagtoär, wenn v zwischen v nnd v' angenommen wird, tmd ist reclf, 
wenn v entweder grosser als v und v", oder kleiner als v' und v*^ bestimmt wird. Die 
durch die Gleichung (l) in den zuletzt betrachteten Fällen dargestellte Cunre heisst Hy- 
perbel , jene beiden durch v nnd v" bestimmten geraden Linien ihre Asymptoten* 
Man kanp leicht 9 ohne vorzugreifen, bloss aas der geometrischen auf das Bisherige fas- 
senden Betrachtang den Lauf der Curve nachweisen und insbesondere zeigen, dass die 
Berührungspuncte auf den Asymptoten unendlich weit liegen« Ohne hierauf einzugehen, 
bemerken wir bloss, dass die aus zwei gesonderten Zweigen bestehende Curve in dem 
einen oder dem andern Paare der von den beiden Asymptoten gebildeten Scheitelwinkel 
liegt, je nachdem der Ausdruck (AC— B^) positiv oder negativ ist* 

A58. Wenn endlich die Wurzeln der Gleichung (6) einander glerch sind, so 

kommt: 

(AE-BD)«-.(AC-B«)(AF-D«) = o, (lo) 

und die Wurzeln selbst werden scl^ich: 

^ AE-«D 

~AC=B^* 

Setzen wir diesen Ausdruck , der Kürze halber , gleich v"', so kommt : 



w« 



AC-B^ 



Diese Gleichung gibt für w immer reelle Wurzeln, wie wir auch v annehmen mögen, 

wenn: 

AC— B« < o; 

wenn hinite&ren: 

^ AC-B* > o, 

so sind die Wurzeln immer imaginär, au^nommen wenn 

_ ,„ . AE-BD 

^ ^ ^ "^ ^ aC=E^- 

Wir können der Gleichung (l) folgende Form geben: 

and dieselbe also in folgende zvei Glcichangen des ersten Grades aoflSsen: 

w = VB»— AC 1=?-, 



w = —VB»— AC. 



V— V 



Die gegebene Gleichung (l) stellt also in diesem Falle zweiPuncte dar, die je nach- 
dem der Ausdruck (AC— B*) negativ oder positiv ist, reell oder imaginär sind. 
Wenn wir die beiden letzten Gleichungen addiren, so ergibt sich: 

w = o, 
d. h. (410) der Anfangspunct liegt in der Mitte zwischen den beiden durch die gegebene 
Gleichung (l) dargestellten Puncte; wir können diesen Punct also immer noch als Rlit- 
telpunct betrachten. 

Diejenige gerade Linie, welche die beiden durch die gegebene Gleichung dargestell- 
ten Puncte verbindet, hat za einer ihrer Coordinaten: 

„ _AE-BD 
^ AC^B» • ^"^ 
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Sabstiioirtn wir diesen Wcrth für t in die Gleichung des üeoen Anfangspanctcs^ darch 
den die in Rede stehende gerade Linie geht» also in folgende Gleichang: 

Aw+Bv+D = o, 
$0 ergibt sich für die andere Coordinate » die wir durch w'" bezeichncu. wollen : 

.^ BE-CD , . 

"" ^ ac=:b^- ^'^^ 

In dem Falle, dass die beiden, darch die gegebene Gleichnng dargestellten, Panctc ima- 
ginär sind, können wir immer noch sagen, dass diese beiden Pancte aof der reellen ge- 
raden Linie (w"', V") liegen. Wir können aber auch in diesem Falle von jenen beiden 
imaginären Poncten ganz abstrahiren, nnd sagen, dass die gegebene Gleichung 
eine einzige gerade Linie darstelle; weil es keine andern reellen Werthe für w 
nnd V gibt, durch welche diese Gleichung befriedigt wird, als w'" und v'". 

Die durch die allgemeine Gleichung dargestellten beiden Puncte sind,* wenn wir die 
Mitte zwischen diesen beiden Poncten zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen^ und 
demnach B ^ D s o setzen, jeder für sich allein durch folgende beiden, in eine ein- 
zige zusammengezogenen, Gleichungen gegeben: 

AwTV^— "AC. vTV^^^^^SC. Vu « o. 
Da in diesem Falle die Bedingungs - Gleichung (10) auf folgende sich reducirl : 

E^-CF « 6, 

und man Überdiess : 

E 

erhält > so fgAktu die Gleichungen der beiden Puncte in folgende Über : 

Die Coordinaten dieser beiden Pancte sind also s 

nnd hicrnacb ist das Quadrat ihrer £ntfcmang gleich 

/ C+F\ 

459* Wir haben bisher darchgehends denjenigen Fall noch unberBcksichtigt gelas- 
sen, wo 

AC— B« « o, (u) 

Zuerst wollen wir annehmen, es bestehe diese Gleichung neben der Bedingungs- Glei- 
chang: 

(AE-BD)^(AC--B2XAF-I>7 = o, (lo) 

welche anzeigt, dass der erste Theil der gegebenen Gleichang (l) sich in zwei Factoren 
der ersten Grades zerlegen lässt, und reducire also diese Gleichung auf 

aus der folgt, dass 

AE-BD « o. 

Unter di^en Bedingungen verwandelt sich die Gleichung {k) in folgende : 

A«w«+(AF--D^) - 0. 

Diese Gleichung zeigt, dass in diesem Falle die beideo, darch die gegebeae Gleichoog 

(1) dargestellten Pancte auf der neqen zweiten Axe, also auf einer, der nrsprttng- 

7* 
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liehen zweiten Axe parallelen geraden Linie, liegen» ond beide reell oder 
imaginär sind, je nachdem „ _ 

oder « ^ 

AF-D« > o. 

Ffir die gerade Linie , auf welcher diese beiden Pancte liegen y ergibt sich 

w B 

"T""* ^ A- 

Wenn endlich: 

AF^D« « o, 

so verwandelt sich (4) ia 

w* SS o: 

die gegebene Gleichong (l) stellt alsdann zwei, in den nenen Anfangsponct 
IT' 7>] zusammenfallende, Pnncte dar. 

460. Diese Resultate sind in IJebereinstimmung mit den Entwicklungen der 458- Nam- 
mer. Die beiden Gleichungen«: 

AC— B« = o, AE— BD « o, 

bringen nemlich folgende dritte mit sich: 

BE— CD = 0; 
und somit erscheinen die Ausdrücke für v " und w"', d. \u für die Coordinatcn derjenigen 
geraden Linie ^ welche die beiden in Rede stehenden Puncte verbindet, beide unter der 

Form —9 und es kommt darauf an ^ die wahren Wcrtbe dieser Ausdrücke zu erhalten, 
o . , 

Man sieht sogleich' aus der Form der Gleichung (lO), dass, wenn wir (AG — B^als eine 

kleine fast verschwindende Grosse betrachten, diese Grö.sse, so lange nicht auch (AF — D^) 

(unen verschwindenden Werth erhält, kioihwendig ein lÜcines der zweiten Ordnung in 

Beziehung auf (A£— BD) ist; und dann ist wiederum leicht ersichtlich, dass (BE— CD) 

mit dem letzten Ausdrucke ein Kleines derselben Ordnung ist. Die wahren Gränzwerthc 

der beiden Ausdrücke: 

,„ _ AE— BD ,„ _ BE-CD 

"" "• AC— B^' ^ "" AC-B*' 

sind also unendlich. Die bezügliche gerade Linie ist der zweiten Axe parallel. Für den 
Durchschnitt dieser Linie mit der ersten Axe erhalten wir: 

w" _ BE-CD 

v" "" AE-BD' 

einen Ausdruck« der wiederum unter der Form — erscheint Den wahren Werth des* 

o 

selben erhalten wir, wenn wir die Division des Nenners in den Zähler ausführen. Man 

hat nemlich: 

BE--Cp _ B A(AE^BD) 

AE-BU •" A AC-B* ' 

nnd der letzte Theil dieser Gleichung reducirt sicfa^ da sein zweites Glied verschwin- 

det| auf X » ^^ Uebereinstimmung mit der vorigen Nummer. 

Wenn aber (AF— D^) zugleich mit (AG-B*) verschwindet^ so erscheinen die Aus- 

w'" o 

drücke für v'", w"' nnd — >„ unter der Form -, die nicht mehr reducirbar Ist: die gerade 

V o 
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Linie, weklie dorch die beiden in Rede stehenden (insaitimei^llenden) Poncte geht, 
kann jede beliebige Richtung haben. 

A6i, Es verwandelt sich ferner^ wenn wir 

setzen , die Bcdingnng (9) in folgende : 

(AE-BD)» > o, 

m eine Bedingung , die jedesmal erfüllt wird. In diesem Falle erhalten wir aas der Glci- 

chonff (6): 

(AC-BV+2(AE-BD)v+(\F-D^) =? o, 

deren Wurzeln die Richtung der beiden Asymptoten der Curve , die in diesem Falle 

immer eine Hyperbel ist 4 bestimmen^ 

^^ ,/AF-.D^ 

Eine jener Asymptoten ist also der zweiten Axc parallel, und die Richtung der an- 
dern durch den zweiten Werth TOn v gegeben. 

Wenn zugleich: 

^ AF-D» =0, 

so ist der zweite Werth ron r gleich Mull. In diesem Falle sind also die beiden 

Asymptoten den beiden Azen parallel. 

Hierher gehört insbesondere auch die Gleichung: 

AwM-2Env = o, 

die, weil in derselben tiberdiess keine mit yw und nw behafteten Glieder vorkommen, eine 

Hyperbel darstellt, deren Asymptotea die beiden C^oordinaten^ Axen selbst sind. 

462. Endlich verwandelt sich die Bedingung (8) , wenn wir 

AC-B^ = o 

setzen, in folgende: 

(AE-BD)V<o: 

eine Bedingung, die niemals befriedigt werden kann, so lange die CoefBcienten der gege- 
benen Gleichung reelle Grossen bleiben. 

Um die vorstehenden beiden Bedingungen zu befriedigen, müssen D und E imaginär 

%vcrden« Substituiren wir dem zufolge für diese CoefBcienten Dy — 1 und El/ — 1, so 
zerfallt die gegebene Gleichung, die alsdann folgende wird: 

,Aw2+2Bvw+CvM-F+{Dw+Ev}V^^ « o, 
von selbst in folgende : 

Aw^+2Bvw+Cv*+F = o, 

Dw+Ev = 0, 

die beide zugleich befriedigt werden müssen. Wir erbalten also eine bestimmte Anzahl 

von geraden Linien, nemlich zwei, deren Coordinaten folgende sind: 

V =. .w!AE^->2BDE+CD^ , AE^--2B DE+CD^> 



*) Auf ganz analoge Welse stellt die allgemeine Gleichong des zweiten Grades zwischen Puncto 
Coordinaten: 

y^2axy+/Jx^+2yy+2<rx+« =s o, 
wenn wir fiir y und i imaginäre WeHhe nehmen^ zwei einzelne Poncte dar. 
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463. Wenn w, statt i& der aUgemcinen Gleichang a gleich Eins za ojehmen,. v 
gleich Eins gesetzt hätten » so hätten wir statt (4) folgende Gleichang erhallen : ' 

A.VH(AF-D2)a2+2(AE— BD)a+(AC— B^) «= o, 
und die Discassion dieser Gleichang ist der vorstehenden gleich , nnr dass der Aasdrack 
fAF— D*) an die Stelle von (AC—B^), and die eine Coordihaten-Axe an die "Stelle der 
andern tritt. 

464, Es bleibt ans jetzt nnr noch derjenige Fall za discatiren übrig» den wir bisher 

nnberücksichtigt gelassen haben, wo 

A = 0. 

Wenn wir A allmählig verschwinden lassen, so ist ersichtlich, dass alsdann der Mittel« 

punct der durch, die allgemeine Gleichung dargestellten Carve, nemlich der Punct 

( A» A )"^''^ immer weiter vom Anfangs -Puncte der Coordinaten entfernt: wir können 
sagen, es liege der Mittelpunct unendlich weit, wenn A «= o. Die Gleichung dieses 

Punctes : 

Aw+Bv+Da as o^ 

reducirt sich alsdann auf: 

Bv+Du =4 o, 

d. h. alle, durch diesen Punct gehende, gerade Linien, oder^ nrit andern Worten, alle 

Durchmesser der Curve, sind parallel und ihre Richtung ist gegeben durch 

V ^ D 

~u "" B* 

Aus der gegebenen allgemeinen Gleichung^ die dem in Rede stehenden Falle ent- 

^^^^ ' 2Bvw+CvM-^Dnw+2Euv+Fn« » o, (i) 

erhalten wir . ^ « « . 

V; Cv«+2Euv+Fo« , , 

Wir erhalten also für jeden Werth von — im Allgemeinen einen einzigen und bestimmten 

Werth fiir -• Es ist sogleich ersichtlch, dass die bezügliche Cnrvc eine nach einer Seite 

hin offene und, ins Unendliche hin, sich erstreckende ist. Diese Curve heisst Parabel. 

Der Werth des letzten Ausdruckes für w wird unendlich > wenn v unendlich wird; 

ausserdem aber auch noch, wenn der Nenner desselben verschwindet, im Allgemeinen» 

wenn 

Bv-t-Du » 0: ' 

die den Durchmessern der Curve parallelen Tangenten derselben liegen also unendlich weit. 

465. Aach folgende einfache Gleichung: 

Cv^+aDuw « o 
stellt, da in derselben w' nicht vorkommt, eioe Parabel dar. Wenn wir in dieser Glei- 
chang w SS o setzen, so kommt v^ es o; die durch dieselbe dargestellte Parabel wird 
also von der ersten Axe berührt und zwar im Anfangspuncte der Coordinaten. Die Rich- 
tung der Durchmesser ist, da in der vorstehenden Gleichung 4^s mit vw behaftete Glied 
fehlt, dorch die Gleichung 

U SS o 

gegeben: es sind diese Dorchmesser also der iweiten Axe parallel; 
Auf ganz analoge Weise ergibt sich, dass die Gleichung: 

Fu^+aBvw ^ o; 
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eine Parabel darstellt, welche von der zweiten Axe im Anfangspuncte' l^erohrt wird, and 
deren Durchmesser der ersten Axe parallel sind. 

466. Es gibt aber aach besondere Fälle, bei der Voraossctznngi dass w^ in der ge- 
gebenen Glcichang nicht yorkommt, wo diese Gleichong keine Carvc darstellt. Diesen 
Fällen entspricht die Bedingung, dass in dem Ausdrucke för w (2) der Zähler darch den 
Nenner ohne Rest theilbar ist. Soll diese Bedingung erftdlt werden, so moss, wenn 
wir denjenigen Werth von-v, den wir durch AnuUirnng des Nenners erhalten, nemllch 

f — -gu 1, in den Zähler substitniren , dieser Zähler verschwinden« Hiernach ergibt sich 

sogleich für den in Rede stehenden Fall, folgende Bedingungs- Gleichung: 

CD^— 2BDE-f.FB« » o. (3) 

Wenn wir die Division des Nenners in den Zähler des Ausdruckes von w wirklich 

ausfahren, so kommt: 

,//C ^2EB— CD V^wCD^— 2BDE+FB« 

Indem wir den Rest gleich Null setzen, erhalten wir dieselbe Bedingnngs - Gleichung 
als eben, und für w ergibt sich, mit Berttcksichtigung dieser Bedingnngs -Gleichung: 

Die gegebene Gleichung verwandelt sich hiemach in folgende: 

(Bv+Du)(2BDw+CDv+FBu) « o, 
und stellt also, wie ihre Form zeigt, das System folgender beiden Puncte dar: 

Bv+Du « 0, (4) 

2BDw+CDv+FBn = o, ($) 

von welchen der crstere unendlich weit liegt, und der zweite jeder beliebige sein 
kann. Die Coordinaten dieses sweitea Pnnctes sind: 

D 

Für den in Rede stehenden Fall erscheint der Werth von w, der v = — qU cnt- 

o *^ 

spricht, unter der Form — ; denn man hat: 

_ ,^ (Bv4-Du)(CDv+FBu) . 
^ "" ^^ BD(Bv+Du) • 
Jener Werth muss diese unbestimmte Form annehmen, weil die durch den einen, un- 
endlich weit liegenden, Punct gehenden geraden Linien den beiden Axen in solchen 
Puncten begegnen, die unbestimmt bleiben. Lassen wir aber im Nenner und Zähler 
des vorstehenden Ausdrucks für w den Factor (Bv+Du), der sich auf diesen Punct be- 
zieht, fort, wodurch wir die lineare Gleichung (5) erhaJten, so finden wir: 

w ., FB«— CD« w " FB«— CD* 



T « %•• 



u 



B^D ' 7 BIF 



für die Segmente, die auf den beiden Coordinaten • Axen von derjenigen geraden Linie 
abgeschm'tten werden, welche durch den zweiten der beiden, durch die gegebene Glei- 
chung (1) dargestellten, Puncte geht und die eben bezeichnete Richtung hat 

Wenn B und D zugleich Null sind, so werden die beiden letzten AnsdrBcke 'fiir 
w w 

- und -• unendlich. Auch der zweite Pnnct liegt unendlich weil. Die gege- 
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benc Gleichung redaciri sich in diesem Falle anf: 

und die beiden durch diese Gleichung dargestellten unendlich weit liegenden Puncte sind 
reell, fallen zusammen oder werden imaginär, je nachdem: '. 

CF— E^ < o, CF— E^ = o, CF— E« > o. 

467« Wenn eine Curve durch die allgemeine Gleichung des zweiten Grades: 

AwH-2Bvw+Cv^+2Duw+2Eav+Fu* = 0, 
dargestellt wird und wir den Anfangsponct in irgend einen Punct (/, x') verlegen, so 
wird dieselbe Curve durch folgende Gleichung dargestellt: 

Aw^4-2(B— Ax')vw-+<C— 2Bx+:Ax2)vM-2(D— A/)uw 
+2(E— Dx'— By+AyV)uv-KF— aDy'+Ay 2)u* « o. (i) 
Wir haben in dem Frohem j und x' so bestimmt, dass in dieser Gleichung die mit w in 
der ersten Potenz behafteten Glieder ausfielen^ nnd daran die aUgehieine Discossion der 
gegebenen Gleichung (den einen Fall, dass A = o, ausgenommen) angeknüpft. Eine 
ganz analoge Discussion würden wir erhalten, wenn aus der umgeformten Gleichung 
diejenigen Glieder, die v oder n nur in der ersten Potenz enthalten,- ausfielen. Dies ge- 
schieht aber, im Allgemeinen, durch keine Annahme von y' und z'. Denn setzen wir 

zum Beispiel: 

B — Ax' = 0, - 

" E-Dx^By'+Axy = 0, ^'^ 

so reducirt sich die zweite dieser beiden Gleichungen» vermittelst der ersten, auf 

E— Dx =0; 

und, da die Coordinaten -Umformung; wenn y' unendlich wird, nicht Statt finden kann, 
können beide Gleichungen nur dann zugleich bestehen, wenn 

AE— BD = o. 
Wir erhalten dieselbe Bedingungs •Gleichung, wenn wir annehmen , dass statt der ersten 
der beiden Gleichungen (2) die Gleichung 

D-Ay' = 0, 
zugleich mit der zweiten der Gleichungen (2) bestehen soll. 

Die geometrische Bedeutung der Bedingungs • Gleichung (8) ergibt sich aus der Be- 
trachtung der Gleichung (4) der /|55. Nummer. Es findet dieselbe nemlich dann Statt, 
wenn zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten den beiden Asymptoten der Curve 
parallel gezogene gerade Linien mit den beiden Co ordinalen -Axen vier Harmonicalen bil- 
den, oäer, wie wir später sehen werden, wenn die beiden Axen zweien zugeordneten 
Durchmessern der Carve parallel sind. 

Wir gehen in die durch das Yorstehende angedeutete Discussion nicht ein, weil sie 
sich nur auf einen besondem Fall bezieht 

/|68. Wir können aus der umgeformten Gleichung durch gehörige Bestimmung des 
neuen Anfangspunctes , im Allgemeinen, auch die mit v^ und u^ behafteten Glieder aus- 
fallen lassen« Wir müssen zu diesem Ende x' und y durch folgende beiden Gleichungen 

bestimmen: 

Ax'*_2Bx'+C =^ o, 

Ay'2-2Dy +F = 0. U; 

Wir erhallen füir die Möglichkeit dieser Umformung folgende Bedingungen: 

AC-^B^ < o, AF-D» < o. 
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Für den Fall der JEllipse werden diese beiden Bedingungen immer erfiillt (456). Für 
den Fall der Hyperbel wird die erste Bedingung nur dann erfüllt, wenn die Curve Tan- 
genten bat,' die der ersten jVxe' parallel sind (457). . Die zweite Bedingung bezieht sich 
auf eine ganz analoge Weise auf die Richtung der zweiten Axe. Die Granzen für die 
Möglichkeit der in Rede stehenden Umformung sind dadurch bestimmt 9. dass die Coor* 
dinaten-Äxen den Asymptoten parallel sind (461). Alsdann sind die gleichen Wurzeln 
der Gleichungen (4) die Werthe fijlr die. Coordinaten des.Mittelpnnctcs der gegebenen Curve. 

Dasselbe ergibt; sich aus der Betrachtung der umgeformten Gleichung, .welche, 
wenn y' und x durch die Gleichungen (4) bestimmt werden, folgende Form annimmt: 

Aw^-f-2Bvw-|-2Duw+Euv = o. 
Denn , setzen wir in dieser Gleichung nach einander u » o und v c=s o , so erhalten wir 
beidesmal für w Werthe ^ von denen einer ebenfalls gleich NdU ist. Es wird also die 
Curve von den beiden neuen Coordinaten -Axen berührt und die Wurzeln der beiden 
Gleichungen (4) bestimmen die Coordinaten der vier Winkelpuncte eines um die Curve 
beschriebenen Parallelogramms^ dessen Seiten den beiden Coordinaten - Axen paral- 
lel sind« 

Für den Fall der Parabel, wo A =s o, rcduciren sich die beiden Gleichungen (4) 
auf den ersten Grad nnd wir erhalten : 

. C . F 

und hiemach verwandelt sich die umgeformte, Gl^ichqng (1) in folgender 

2B^Dvw+2BP^uw-(CD^-23DE+FB^)nv t= o. 
Indem wir alle Glieder der vorstehenden Gleiqhung ^ni'ch ay^ dividiren, erhält dieselbe 

folgende Form: ^ y.^'^ul ., 

n' . v' w' 1 

— I---I— =* 0, 
n V w 

indem wir, der Kürze und Symmetrie halber/ die Coeffidcnten der letzten Gleichung 
durch n', v' nnd w' bezeichnen. 

469- Wenn in der umgeformten Gleichpng (1) bloss das mit uv behaftete Glied ^^s- 

fallen soll, so können wir den Punct (y, x') beliebig auf der durch die Gleichung: 

Ayx-By-Dx+E = 0, (5) 

dargestelltien Curve annehmen« Es stellt diese Gleichung, der wir auch folgende Form 

geben können: 

/ Bv/ Dv BD--AE ,^ 

eine Hyperbel dar, deren Mittelpunct, für welchen man (22^); 

DB 
7 =» j» "^ ^^ A' 

erhält, mit dem Mictelpuncte der gegebenen Curve zusammenfallt und deren Asymptoten 
den Coordinaten - Axen parallel sind. 

Wenn wir den Anfangspunct in irgend einen Punct dieser Curv^ verlegen, 30 hat 
also die umgeformte Gleichung folgende Formt 

AV+2B'vw+CV'+2D nw+Pu« « o, . 
nn^ wir erhalten, we^n wirw « o setz^n^ zwei gleiche and entgegengesetzte Werthe fiir 

.■^ . Es bilden mitbin die beiden durch den peaen An&ngsponct- gebenden Tangenten der 

° n. , 8 
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gegebenen Carve und die beiden neden Äxen ein System von vier Harmonicalen. 
In dem Falle siso , dass die Axen sich unter rechten Winkeln schneiden, sind dicjcni* 
gen beiden geraden Linien, welche die Scheitel- Winkel, die zwei von einem beliebigen 
Pancte der Hyperbel (5) an die gegebene Carve gelegte Tangenten mit einander bilden, 
halbiren» den beiden ursprünglichen Coordinaten-Axen parallel. Es folgt ans diesen geo- 
metrischen Betrachtangen 9 dass 9 wenn man nm die gegebene Carve ein Parallelogramm 
beschreibt) dessen gegenüberliegende Seiten den beiden Coordinaten-Axen parallel sind, 
die in Rede stehende Hyperbel durch die vier Berühnings-Pan6te anf den vier Seiten des 
Parallelogramms gehen mass. Wenn keine Tangenten der gegebenen Cnrve den beiden 
Coordinaten-Axen parallel sind, so wird sie von der Hyperbel (5) nicht geschnitten. 

470. Die nachstehende Aufgabe: 

Auf einer gegebenen geraden Linie einen Punct so zu bestimmen ^ dass die beiden 
von diesem Puncte an eine gegebene Curve zweiter Classe gelegten Tangenten mit eitUr 
zweiten gegebenen geraden Linie ein gleichschenkliches Dreieck bilden ^ 
gestattet also, wenn nicht die beiden gegebenen geraden Linien parallel sind oder aaf 
einander senkrecht stehen^ im Allgemeinen eine doppelte Anflösnng. 

Wenn JE i= 0, so geht die durch (1) dargestellte Hyperbel dorch den Anfangspnnct 
der Coordinaten, was mit der 467. Nammer in Uebereinstimmnng ist. 

471. Die Gleichung (5) redacirt sich aaf ^dqn ersten. Grad, wenn A » o and also 
die gegebene Cnrve eine Parabel ist. Man erhält in diesem Falle: 

By+Dx—E = o. (7) 

Die dorch diese Gleichung dargestellte gerade Linie geht nothwendig darch diejenigen 
beiden Pancte, in welcher die gegebeiäe Parabel von zwei den Coordinatcn-Axcn paral- 
lelen geraden Linien berührt wird, and ist also darch diese beiden Pancte vollkommen 
bestimmt Hierin ist folgender Satz enthalten: 

Wenn irgend eine gerade Linie eine gegebene Parabel in zwei Puncten schneidet 
und man in diesen beiden Puncten die beiden Tangenten canstruirt und ausser dem. i^on 
irgend einem beliebigen Puncte der geraden Linie noch zwei Tangenten an die Parabel 
legtj so erhält man vier Tangenten, welche die Bichtung von vier Harmonicalen 
haben, 

W^enn die Coordinaten-Axen rechtwinklig sind, so geht die durch (7) dargestellt^ 
gerade Linie nach einem bekannten Satze durch den Brennpunct der Parabel (343). Um 
Umschreibangen zu vermeiden, knüpfen wir an diese Bemcrkang die Aussage folgender 
Sätze, die nnmijtelbar aus dem vorstehenden Satze sich ergeben: 

Wenn zwei Tangenten einer Parabel in irgend einem Puncte einer durch den 
Brennpunct derselben gehenden geraden Linie sich schneiden, so sind diejenigen beiden 
geraden Linien, welche die von denselben gebildeten Scheitel "Winkel halbiren, den 
beiden Tangenten in den Durchschnfttspuncten der Parabel und der durch den Brenn- 
punct derselben gehenden geraden Linie parallel. 

Wem man von.irgenfl zwei Puncten, die mit dem Brennpuncte einer Parabel in 
gerader Linie liegen, zwei Tangenten- Paare an die Curve legt, so schneiden sich die- 
selben unter gleichen Winketn. 

472. Aas der umgeformten Gleichung (l) fallt, wie wir oben gesehen haben, das 
mit nv behaftete Glied ans, wenn wir den Anfangspanct d«r Coordinaten in irgend einen 
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beliebigen Pünct der darch die Gleicbnng (5) dargestellten Hyperbel verlegen« Jene nm- 
geformte Gleichnng, die wir, der Kürze faalberi auf folgende Weise schreiben wollen: 

Aw2+2BVw-f-Cv*+2D'aw-f-2E uv+Fq^ » o, 

können wir alsdann auch anf folgende Form bringen : 

B' D' /B'2 D'2 \ 

C(v+gw)2+F(a+^,w)^ = (^^^+^.— .Äjw^ (8) 

Der neoe Anfangspnnct der Coordinatcn, der beliebig anf der dmrch (5) dargestellten 
Hyperbel ang^ehommeh worden ist, kann zagleich auch noch anf einer zweiten gegebenen 
Carve liegen. Wir erbalten eine solche Curve, wenn wir folgende Bedingung erftillen 
wollen: 

Denn setzen wir für O und F' ibffe Werthe, so ergibt sich: 

C—2Bx+Ax2 =4 F-^2Dy+Ay^, (9) 

wenn wir die Accente von y nnd x fortlassen» Wenn wir dieser Gleichung folgende 
Form geben: 

so ist sogleich ersichtlich, dass, wenn wir y und x als veränderlich betrachten , die be- 
zügliche Gnrve eine Hjrperbel ist, deren Mittelpunct mit dem Mittelpnncte des gegebenen 
Ortes zweiter Classe zosammenfällt, nnd deren irgend zwei zugeordnete Durchmesser 
den Coordinaten - Axcn parallel sind. 

Wir können also durch blosse Verlegung des Anfangspunctes der allgemeinen Glei- 
chung der Oerter zweiter Classe, indem wir w gleidb der Einheit nehmen, und in (8): 

Ä =» ••-V, Jl, =s — Ui 

i/B» D'* \ B'^+D'«-AC ^. 

setzen, folgende. Form geben: 

(v_v')^+(u-ny = M: 

also die Form der auf rechtwinklige Coordinaten-Axen bezogenen allgemeinen Kreis -Glei- 
chung. Der neue Anfang^nnct, der dadurch gegeben ist, dass er in einem der Durchschnitte 
zweier Hyperbeln (6) nnd (10) liegt» deren beider Mittelpunct mit dem Mittelpnncte des 
gegebenen Ortes zusammenfallt, nnd von denen die eine zwei den Coordinaten-Axen 
parallele gerade Linien zu Asymptoten, die andere %a zugeordneten Durchmessern hat, 
kann immer anf doppelte Weise bestimmt werden. 

473« Um die ^Koordinaten des neuen Anfangspunctes zu bestimmen, müssen wir aus 
den Gleichungen (6) nnd (10) die Werthe von y nnd x ziebefti. Setzen wir zu diesem 
Ende: 

y— j « y » «-^ - » » («0 

d. h. verlegen wir den Anfangsponct ia den MHtelponct der gcgeb<aien Gnrvc, so gehen 
die beldea angezogenen Gleichungen in folgende beiden über; 

„ „ BD-AE 

- »y — AT-* 



A* 



8 
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.« 

Wenn wir ans der ersten dieser beiden Gleichungen nach einander den Wertb von y'' 
nnd x" nehmen nnd ihn in die, zweite Gleichung snbstitoiren, so kommt: 

(C-F)A-(B»-D^) / BD-AE \» _ ' 

J A* ^ \ A^ J ~ °' 

(C-F)A-(B^-D») „, /BD-AE\a 

«*H 55 » -y—T^—J "'<'• 

Da das von y" and x" unabhängige Glied dieser beiden Gleichungen eine negative Grosse 
ist, so erhalten wir für y'^ und x"* noth wendig zwei reelle Werthe, von denen einer 
positiv, der. andere negativ ist, nnd also für y" und für x" vier Werthe, von denen, in 
Uebereinstinimnng mit dem eben schon Bemerkten, zwei reell und zwei imaginär sind. 
Wenn wir jene Gleichungen wirklich auflösen und, der Kfirze halber: 

(C-F)A-(B2-D2) = P, 

setzen, so ergibt sich: 

V'a ^ P±Q 

y " 2A^' 

* ■" 2A^ • 
In diesen Ausdrücken für y"^ und x^ müssen wir offenbar die obem Zeichen > so wie die 
nntem zusammennehmen; es beziehen sich jene auf die reellen, diese auf die imaginären 
Durchschnitte der beiden in Rede stehenden Hyperbeln« Wenn wir die beiden letzten 
Gleichungen addiren, so erhalten wir: 

y -t-x — ±^2» 

wodurch, wenn wir rechtwinklige Coordfaiat^n voraussetzen, die Entfernung jener Durch- 
schnitte vom Mittclpnncte der gegebenen^HÖcArye bestimmt wird. 

' 474. Wenn wir die beiden reellen Werthe von y" durch ß nnd /f, die beiden ima- 
ginären durch jT und /J"', und die vier entsprechenden Werthe vou x" durch «, a, «" und 
a" bezeichnen, so ist: 

±KP+Q) r«! ±v^(-P+Q) 
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AV2 • LaJ Ay2 



m= 



AV2 * L« J AV^ 

oder: „ (u) * 

m " Av^ä * L«'J - Avi ' 

ra"-i ±V(P-Q) r„"-i j-v^-(P+Q) 

Lä"'J *= Avi ' U'J = Av¥ • 

Zuerst ist klar , dass in beiden Gruppen von Coordlnaten- Wcrthen, die Werthe für ß, 
ß^f o und a' immer rc^ll sind, weil +Q, oder die positive arithmetische Wurzel 
ans dem Ausdrucke {^(BD— AE)^+P^), nothwendig grösser ist als P. 

Ob wir femer die erste oder zweite Gruppe von Coordinatcn- Wertnen nehmen müs- 
sen, banst davon ^b, ob 

BD^AE > o, 
BD— AE < o* 
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Es £bjgt nemllch ans der CUeichtmg: 



it n 



BD-AE 

dass In dem ersten Falle das Prodnct der zosammengehofigen Werthe yon y" und x 
positiv sein mnss, und also die reellen Werthe ß nnd a^ so wie ß^ und a, mit demsel* 
ben Zeichen genommen werden müssen, hingegen die imaginären Werthe /S" nnd a\ so 
wie /^" nnd a"\ mit entgegengesetztem Zeichen. Diesem entspricht die erste Gruppe. 
Ans derselben Gleichung folgt, dass in dem zweiten Falle das Prodnct der zusammenge- 
hörigen Werthe von j" nnd x^ negativ sein mnss^ "so dass wir ß nnd a, ß^ nnd a mit 
entgegengesetztem, ß^' nnd a', ß" nnd a'" aber mit gleichem Zeichen nehmen müssen. 
Diesem entspricht die zweite Grnppe. 

Wenn 

BD— AE a o, 

so ist P SS Q nnd mithin a «s a sa o und ß^' » ß^^ss o. Abdann liegen die beiden reel- 
len ' Pnncte (ßf a) und (/f , a) auf der neuen zweiten Axe nnd die beiden imaginären 
Pnncte (ß', ee") und /3"', a") auf der neuen ersten Axe. 

475. Diejenige gerade Linie > welche die beiden reellen Durchschnittspuncte (ß, a) 
nnd (ß^f a) verbindet, und diejenige, welche die beiden imaginären Durchschnittspuncte 
(ß^', a") und (/?"', a") enthält, gehen beide durch den Mittelpnnct der gegebenen Curvc 
zweiter Classc und bilden mit der ersten Coordinatcn-Axe Winkel, deren trigonometri- 
sche Tangenten gleich sind: 

und da das Prodnct dieser J^elden trigonometrischen Tangenten gleich ist: (—1)1 fo se- 
hen wir, dass jene beiden geraden Linien auf einander senkrecht stehen. 

Wir kommen zu demselben Resultate, wenn wir beriicksichtigen, dass in dem Falle 
rechtwinkh'gcr Coordinaten die beiden Hyperbeln (6) und (10) gleichseitige sind und dass 
die geraden Linien, welche die Durchschnittspuncte zweier gleichseitigen Hyperbeln, paar- 
weise genommen, verbinden, sich unter rechten Winkeln schneiden (295). Diese letzte 
Bemerkung gilt auch dann, wenn, wie in dem vorliegenden FaUe, 2wei jener Durch- 
schnitte imaginär sind. 

476. Wir haben in dem Vorstehenden nachgewiesen, dass, wenn man irgend zwei 
rechtwinklige Coordinaten -Axen beliebig annimmt, sich immer solche vier Pnncte, von 
denen zwei reell sind, bestimmen ' lassen , welche die Eigenschaft besitzen, dass, wenn 
man in einen beliebigen dieser (reellen) Pnncte den Anfangspunct der Coordinaten ver- 
legt, die allgemeine Gleichung der Curven zweiter Classe die Form der Kreis - Gleichung 
erhält. Es bietet sich uns hier die natürliche Frage dar, ob, wenn wir die Richtung der 
beiden rechtwinkligen Coordinaten - Axen beliebig ändern, die in Rede stehenden vier 
Pnncte immer dieselben bleiben oder auf iigend einem geometrischen Orte fortrücken. 
Dass der erste dieser beiden Fälle der wirkliche ist^ wird in dem folgenden Paragraphen 
unmittelbar sich ergeben. Um dies indess schon hier zu zeigen, bemerken wir, dass, 
wenn diess Stalt finden soll, das jnit ur behaftete Glied aus der umgeformten Gleichung 
immer ausfallen mnss, wie wir auch das neue Coordinaten «System nm einen der in dem 
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Obigen besümmten Pnncte drehen mögen. Dies geschiebt aber immer nnd nur dann, 
wenn die beiden von diesem Pnncte an die Curve gelegten imaginären) Tangenten mit 
je zwei beliebigen in demselben Pancte sich rechtwinklig schneidenden geraden Linien 
vhr Härmdnicalcn bilden (469). Wir müssen eiso ontersachen , in welchen Fällen diese 
Bedingung Erfüllt ^d. 

Zwei vom Änfangspnncte der Coordinaten aus an eine Cnrve zweiter Classc gelegte 
'tangcnten können wir immer durch folgende beiden Gleichungen ausdrücken: 

y s tangou X, y 153 tangd. x, 

indem wir die Winkel, welche dieselben mit der ersten Axe bilden , a nnd a nennen. 
(Wenn diese Tangenten, wie in demjenigen t*alle, welchen wir vor Augen haben, ima- 
ginär sind, so sind es auch o und d. Diese Winkel, so wie ihre trigonometrischen 
Tangenten, sind indess immer noch durch bestimmte algebraische Ausdrücke gegeben). 
Wenn die beiden Axen nnd die beiden Tangenten vier Harmonicalen bilden sollen, so 
erhalten wir, wie bekannt, folgende Bedingnngs- Gleichung: 

tanga-Vtanga va o. 
Lassen wir die beiden Coordinaten* Axen um irgend einen Winkel, den wir co nennen 
wollen, sich drehen, und sollen jene beiden Tangenten auch noch mit den neuen Coor- 
dinaten -Axen vier Harmonicalen bilden > $0 ergibt sich, ähnlich wie eben, folgende 

BedingungS - Gleichung : 

tang(a^w)+tang(a^o>), 
oder, wenn wir entwickeln: 

{tangaHanga)(i^ta7ig^(x))^2(tangatanga'-^l)tanga> « o: 

eine Gleichung, die nach der ursprünglichen Bedingungs - Gleichung sich auf folgende 

von CO unabhängige Gleichung reducirtt 

tangüdangcl *= 1, 

und also , in Yerbindnng mit jener Gleichung , sSeigt , däss tangtx, und Uingd die Wurzeln 

folgender Gleichung sind: 

i«+i PS 0, 

Wenn aber die allgemeine Gleichung^ 

Aw2+2Bvw+CvH-2Duw-faEuv+Fu« « o, 
eine Curve zweiler Classe darstellen soll, welche von solchen zwei, durch den Anfangs- 
punct gehenden geraden Linien berührt wird, die mit der ersten Axe Winkel bilden, de- 
ren trigonometrische Tangenten die Wurzeln der Gleichung zM-1 «■ o sind, so mnss 
diese Gleichung mit derjenigen, welche wir erhalten, wenn wir in den allgemeinen Glei- 
chung w SS setzen, durch n^ dividiren, pnd ( — «- j als unbekannte Grosse betrach- 
ten, nemlich mit folgender Gleichung: 

c(i).-*(_:)+r.., 

übereinstimmen* Dies gibt uns neben der fiedingungs- Gleichung: £ «• o, auch noch 
folgende: C » F. 

Wenn wir also den Anfangspunct der Coordinaten in einen der beiden Potfcte {ß ci), 
und (^, d) (wir abstrahiren hier von den beiden andern Puncton» die imaginär sind,) 
verlegen, so erhält die allgemeine Gleichung der Cur^en zweiter Glasse, welche Richtung 
wir auch den Coordinaten -Axen geben mögen, sobald, wir dieselben^ nur tfnf einandef 
senkrecht nehmen, jedesmal die Form der Kreis - Gdeichnng« Diese- ßnn^De, die aUo^ 
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von der iVnnahme des Coordmaten-Systei^s nnabbängig sind, und sich einzig. darch die 
Natar der Cnrve bestimmen^ bcissen Brennpniictc. 

Wir können von zwei reellen und zwei imaginären Brennponcten sprechcp. 

477» Wir erhalten die* Coordlnaten der beiden (reellen) Brennpnncte der dnrch die 

allgemeine Gleichung: 

Aw'H-2Bvw+Cv*+2Daw+2Eav+Fu« =3 0, 

dargestellten Oerter zweiter Classe, wenn wir die Werthe von a and a, ß nnd ß^ (12) 

in die Gleichung (ll) fdr x'' und f suhstitniren. Auf diese Weise er^bt sich, wenn wir 

zugleich auch für P und Q ihre Werthe schreiben und zusammenziehen: 

^ D\/2i:V^((C— F)A-^(B»— D^)+V/|:4(DB-AE)H-((C-F)A>-(B^^D^))^3) 

y "" A\/2 ' 

_ BK2±V^---((C-F)A-->(B«— D^))+K4(DB---AE)^(C---F).\-(B^-->D^))^) 
"" "" AV/2" 

Wir müssen in den vorstehenden Ausdrücken die ohem nnd untern Zeichen , oder 
jedes obere Zeichen mit einem untern zusammennehmen , je nachdem der Ausdruck 
(BD— AE) positiv oder negativ ist. 

Wenn wir annehmen, d^s 4ie allgemeine Gleichung auf den Mittdpunct der Curvc 
als Anfangspunct der Coordinaten bezogen sei, nnd dem entsprechend B und D. gleich 
Null setzen, so gehen die obigen Werthe für y und x in folgende über: 

±V-(C-F-fV^[((>-F)^4E^) . 

y— V2A ~' ' 

. ±V<F-CkK(C-F)H4E^) 

jr CCS ■ >■>»■■' 1 » ' — « 

Oie Gleichung des Kreises hat ftlr den Fall, dass der Mittelpnnct desselben zum An- 
fangspuncte der Coordinaten genommen wird, folgende Form (442): 

t*-Hi^ = r^j 
und mithin müssen wir zur Bestimmung der Brennpunctc in den letzten Ausdrücken 
E = o und C =s F setzen« Wir sehen alsdann sogleich, dass alle vier Brennpuncte in 
den Mittelpunct des Kreises zusammenfallen nnd es eigentlich keine imaginären Brenn- 
puncte gibt. 

Wenn endlich die Gleichung: 

AwM*CvM-2Euv+Fu2 =3 0, 
ein System von zwei Puncten darstellen soll, die alsdann folgende sind ^458): 

SO erhalten wir die Bedingungs- Gleichung: 

E»— CF = 0, 
und hiemach verwandeln sich die Coordinaten- W^rtfa^ der beiden reellen Brennpuncte 
in folgende: 

• V « ±V[G-F±(C+F)] 
' 1/2A ' 

_ j^[F-C±(&f F) 3 

In dem TOfliegendcn 'Falle , wo wir den Werth von Q durch Wnrzel - Aosziehong anf 
rationale Weise erhalten, mUsten wir Tor diesem Aosdmcke, nemlich vor (Gf-F), da« 
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doppelte Zeichen einführen ^ nnd zwar müssen wir in jedem Falle das Zeichen so wäh« 
len, dass +(C+F) positiv ist Wenn in dem vorliegenden Falle die beiden durch die 
gegebene Gleichung dargestellten Panctc reell sind, so sind (wir nehmen A |>ositiv) C 
nnd F beide negativ, und wir erhalten: 

±1/[C-F-(C+F)] _,,,/ F\ 



V2K -±^ 



±KF-C-(C-f.E)] / C 



Die Rolle der beiden Brennpnncte spielen alftdann die beiden gegebenen Poncte selbst. 

Aber auch wenn die darch die gegebene Gleichung dargestellten Puncte imaginär 
sind, erhalten wir zwei reelle Brennpnncte. In diesem Falle müssen wir, da C und F 
alsdann beide positiv sind, den Ausdruck (C+F) mit positivem Zeichen nehmen und 
erbalten: 



HD- 



Die beiden imaginären Brennpuncte sind> wie man sogleich siebte die gegebenen Poncte 
selbst. 

478. Wir wollen die Difinition der Bretmpuncte einer Curve zweiter Classe, die 
wir in dem Vorstehenden gegeben haben, von der geometrischen* Seite noch näher ins 
Auge fassen. Diese Puncte sind solche, welche die Eigenschaft haben, 
dass die, durch jeden derselben gehenden, beiden (imaginären) Tangen- 
ten der Gurve nnd irgend zwei in demselben sich rechtwinklig schnei\ 
dende gerade Linien vier Harmoi^icalen bilden. 

Als mit dieser Difinition gleichbedeutend können wir folgende nehmen: . 

Die Brennpuncte einer Curve zweiter Classe sind solche Puncte ^ welche die Ei- 
genschaft haben , dass jede durch dieselben gehende imaginäre gerade Linie eine (ima^ 
ginäre) Tangente der Curve ist. 

Diese Definition scheint mir die allgememste nnd natürlichste zu sein. *) 



^'Je4e durch den Brennpund gebende Tangente bildet mit der ersten Aze einen Winkel, des- 
sen trigonometrische Tangente V-^l ist nnd dies for jede beliebige Richtung dieser 
Axe» Um das Paradoxe dieser Behanptang von der' analytischen Seite fdrtzQränmen (von 
geome^cher Bedeutung kann gar keine Rede sein) oder wenigstens doch in seigen, dass 
bierin kein Widerspmco liegt, fuge ich die folgende Bemerkung hinzu. 

B|an hat allgemein, indem man durch (f und \p irgend zwei Bogen bezeichnet; 

tcuuFW+tangUf 
tangisp-^^ CS ^^ — ^ - ^ 
^ ^ ^ X — tangq>tang\ff 

Setzen wir non tang(p «» V — ^1, so kommt s - 

1 — tangxfA/ — X ^^ 

Um welche reelle oder imagiuHre Grösse y/ man also den Bogen 9), der zur Tangente l/^l 
gehört, ancb wachseii lassen mag, die trigonometrische Tangente des neuen ßogens bleibt 

in^mer gleich V^— |. 
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Wir haben in der 469. Nummer gesehen ^ dass der geometrische Ort für diejenigen 
Pancte« in welchen solche swei Tangenten der Cnnre sich schneiden » welche mit den in 
denselben Ponct verlegten Coordinaten-Axen vier Harmonicalen bilden, eine gleichsei*- 
tige Hyperbel ist, deren Asymptoten den Coordinaten-Axen parallel sind, deren Mittel- 
punct der Mittelponct der gegebenen Cnrve ist, nnd welche diese Carve in denjenigen 
vier Puncten schneidet, in welchen dieselbe von den, den beiden Coordinaten-Axen pa- 
rallelen, Tangenten berührt wird. Wir erhalten eine solche gleichseitige Hyperbel fiir 
jede beliebige Annahme rechtwinkliger Coordinaten^-Axen. Alle diese Carven schneiden 
sich also in denselben Vier Pnncten, von denen immer zwei reell nnd zwei imaginär sind, 
nemlich in den Brennpnncten der gegebenen Carve. 

479. Es liegen die Brennponcte zogleich aber auch anf der, bei einer dorchaos be^ 
Hebigen Annahme der Coordinaten-Axen, dnrch die Grleichong (10) dargestellten Hyper- 
bel, welche der geometrische Ort derjenigen Poncle ist, welche die Eigenschaft haben, 
dass, wenn man in einen beliebigen derselben den Anfangspnnct verlegt, ohne die Rieh«- 
tnog der beliebig angenommenen Coordinaten-Axen zn ändern, in der nmgefonnteti 
Gletchimg: 



^ ' 



suäien, welcher_s«r Tangente V—i ^bört Wenn wir bgend einen Bogen durch 9 «nd 

' ' n bezeichnen, so ist bekinnuicb: 



n n* . u* n^ 



4 
Wir wollen in dem NXchstfolgenden einen analjrtischen Ansdmck for denjenigen Bogen 

*n, welcher s«r Tangente 
die logehörige Tangente dorch 

und wir erhalten also für n sa. V— It ^i t 

Die Reihe im zweiten Theile dieser Gleichung i^t divergent; wir können daher ihre arith- 
metische Summe nicht anmittelbar bestimmen« Statt hier in detaillirte Entwicklangen einsu- 
gehen, am za zeigen, dass diese Summe aaendlich wird, wollen wir die Sache lieber auf 
eine andere Weise angreifen. 

Man hat nemlich allgemein : 

Wenn 9 wiedemm den Bogen bedeutet, dessen trigonometrische Tangente V^— 1 ist, io 
ergibt sich: 

und mithin erscheint 9 nnter der unbestimmten F orm; 

— /b^cg-f^)V— 1. 
Es ist leicht, den wahren Werth von q> zu erhalten* Denn, eptwickeln wir nach der Biqo« 
mial* Formel den Werth von *ing>f so kommt s 

« y:=Ico.<i{t-l J,^-J . ^- elf.) , 
und hiernach I 

^ ^ J2 oo$(p H co9*ip j 

und endlich: 

II. Q 
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Aw«+2B'vw+C v'-+-2D'uw+2E'uv+Fa* « o, 
C s F wird« Die geometrische Deutung dieser Bedingnngs- Gleichung ergibt sich leicht; 
denn, setzen wir in der umgeformten Gleichung nach einander n und y gleich Null, so 
kommt: 



( 
( 



w \ , . J&' w . C 



n / A V A 

Wenn C « F, so ist das Product der beiden Werthc von -, welche die erste dieser 

beiden Gleichungen gibt, dem Producte der beiden Werthe von -, welche die zweite 

Gleichung gibt, gleich. Wenn man also die beiden, jeder der beiden Coordinaten-Axen 
parallelen, Tangenten zieht; so ist das Product der Segmente, die von diesen Tangen- 
ten auf der ersten Axe bestimmt werden, dem Producte' der analogen Segmente auf der 
sweiten Axe gleich. Hieraus ist zugleich ersichtlich, dass die Hyperbel (lO) auch durch 
die vier Winkelpuncte desjenigen Parallelogramms geht, das der gegebenen Curve um» 
schrieben ist und dessen Seiten den Coordinaten-Azen parallel sind. Denn für diese 
Winkelpuncte verschwinden die in Rede stehenden Producte beide zugleich* 

Die Bestimmung der Hyperbel (10) ist nur in so fem von der gegebenen Curve ab* 
hängig, als durch diese Curve das umschriebene Parallelogramm gegeben ist: nehmen 
wir dieses Parallelogramm beliebig an, so ist jene Hyperbel vollkommen bestimmt. Wir 
erkennen hierin unter andern folgenden Satz: 

Die Brennpuncte aller Curven tweiter Glosse , ipelche demselben Parallelogramm 
eingeschrieben sind^ liegen auf einer Hyperbel t die eine gleichseitige mrd^ (penn jenes 
Parallelogramm ein Rechteck ist. 

Für jede veränderte Richtung der beiden rechtwinkligen Coordinaten-Axen erhalten 
wir ein anderes umschriebenes Parallelogramm und eine andere Hyperbel. Alle solche 
Hyperbeln gehen durch die Brennpuncte der gegebenen Curve zweiter Classe. Hiernach 
erhalten wir folgenden Satz: 

Das Product der Abstände eines Brennpunctes einer CurQe zipeiter Classe von 
zwei parallelen Tangenten ist constantf (pelche Richtung ipir diesen parallelen Tangen- 
ten auch geben mögen. 

An diesen Satz hatten wir ebenfalls die Definition der Brennpuncte ankntipfen und 
also solche Pnncte Brennpnncte nennen können, welche die eben ausgesprochene Eigen« 
Schaft haben. Doch wenn diese geometrische Definition vor der obigen auch den Vorzug 
haben mag, dass sie von imaginären Grossen unabhängig ist, so ist sie, von der andern 
Seite» weniger allgeinein, denn sie verliert für den Fall der Parabel ihre Anwendbarkeit. 

Aus dem letzten Satze und einer allbekannten Eigenschaft des Kreises geht endlich 
^nacb folgender Satz hervor: 

Die Fusspuncte der Qon einem der Brennpuncte auf alle Tangenten einer, Curpe 
Zfpeiter Classe gefällten Perpendikel^ oder überhaupt y der nach denselben unter irgend 
einem gegebenen Winkel gezogenen geraden Linien ^ liegen auf dem Umfange ein und 
desselben Kreises. 

Dieser bekannte Satz (342) schliesst sich also unmittddar an die Definition dei 
Brennpuncte an. 
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480. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall nnberUcksicbtigt gelassen , wo die gege« 
bene Conre eine Parabel ist Nehmen wir für die allgemeine Gleichung derselben: 

2Bvw+Cv^+2Daw4-2Eav4-Fa* « o, 

so geht die umgeformte Gleichnng (l) in folgende über : 

2Bnw+(C~2Bx')v^+2Daw+2(E-Dx— B/)av+(F~2Dy')a« « o* 

Wenn wir die Coordinaten des nenen Anfangspnnctes dnrch folgende beide lineare 

Gleichungen bestimmen: 

By'+Dx'-E = 0, . ^ 

2(Dy-Bx')+C-:F « o, ^'^^ 

so erhalt die umgeformte Gleichnng folgende Form: 

2Bvw+2Daw+C'(v^u^) =±0, (14) 

und hiernach folgende: 

Ans den beiden Gleichungen (id) erhalten wir: 

2BE-^D(C— F) 

2DE+B(C-F) 

* "* 2(B^+D») • 

Diese Werthe von y' und x' werden nur dann unendlich, wenn 

BM-D> « o, • 

und diese Gleichung wird nur dann befriedigt > wenn zugleich 

B = o, D s 0. 

In diesem Falle geht die gegebene Gleichung in folgende über: 

CvM-2Euv+Fü* = o, 
und stellt abo ein System zweier unendlich weit entfernt liegen4er Pnncte dar. Wenn 
wir von diesem speciellen Falle abstrahiren , so ist die in Rede stehende C40ordinaten- 
Umformung immer» aber nur auf eine einzige Weise ^ möglich; denn fiir den Coordina- 
ten des neuen Anfangspunctes erhalten inrir in allen obigen Fällen reelle und endliche 
Werthe. 

Den neuen Anfangspunct, der immer derselbe Punct bleibt # wie wir auch die Rich- 
tung der beiden rechtwinldigen Coordinaten - Axen bestimmen mögen (476)1 nennen wir 
den Brennpunci der Parabel. Die Parabel hat nur einen Brennpunct. 

Wir haben : 

L. = L.— 2ISxr « BM^D» ' 

und hiemach verwandelt sich die Gleichnng (I8) in folgende: 

2B(B^D^)vw+2D(B»+D«)uw+(CD«— 2BDE+FB^)(u«+v^) « 0. 

481. Wenn wir y und x als yeränderliche Grossen betrachten uQd demnach die Ac* 
cente fortlassen, so stellt die erste- der beiden Gleichungen (13): 

By+Dx-E « o, (16) 

wie wir schon in der 471. Nummer bemerkt haben 1 diejenige gerade Linie dar^ welche 
die Beriihrungspuncte auf den beiden den Coordinaten-Axen parallelen Tangenten ver- 
bindet Wenn wir die Richtung der Axen auf alle mögliche Weise ändern, so erhalten 
wir unendlich viele solcher gerader Linien, die alle durch eip und denselben Punct gehen« 

9* 
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Hiernach können wir die allgemeine Definition der Brennpnncte (478) fiir den Fall der 
Parabel anf folgende Weise omschreiben: 

Diejenige gerade Linie ^ welche die Berührungspuncte auf irgend zweien auf ein- 
ander senkrechten Tangenten einer gegebenen Parabel verbindet^ geht durch einen fe- 
sten Punct: dieser Punct heisst der Brennpunct der Parabel. 

482. Der Brennpunct liegt ferner aof der durch folgende Gleichung : 

2(Dy— Bx)+C— F = o, (16) 

dargestellten geraden Linie. Diese Gleichung wird befriedigt , wenn wir xugleich 

F _ ^ 

^ '^ 2D' * "" 2B' 

setzen. Hieraus folgt, wie man leicht sieht (468), dass die bezügliche gerade Linie durch 

den Durchschnitt der beiden ^ der Coordinaten-Axen parallelen» Tangenten geht Zu* 

gleich ist ersichtlich, dass diese gerade Linie auf der geraden Linie (15) senkrecht steht 

Also: 

fVenn man Qon dem Durchschnittspuncte zweier auf einander senkrechter Tangen- 
ten einer gegebenen Parabel ein Perpendikel auf diejenige gerade Ume^ welche die 
beiden Berührungspuncte verbindet^ fdlü^ so ist der JFusspunct dieses Perpendikels der 
Brennpunct der Parabel. 

Auch an diesen Satz konnten wir die Definition des Brennpuncles der Parabel an- 
kntipfen. 

483. Wenn, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten-Azen, in der um- 
geformten Gleichung, die wir wiederum, der Kürze halber, auf folgende Weise schrei- 
ben wollen : 

AwM-2B'vw+CvM-2D uw+2E'uv+E'u* « o, 

die Coefficienten von y^ und n^ gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen sind, so bat 

diese Gleichung, wenn wir w =s 1 setzen und ▼ und n als die eigentlichen veränderlichen 

Grossen betracbten, die Form der gewohnlichen Gleichung der gleichseitigen 

Hyperbel. Die Gleichung: 

C « — F, 

gibt aber, wenn wir substitniren, folgende Bedingungs - Gleichung zwischen den Coordi- 

Daten des neuen Anfangspunctes : 

Ay*-2Dy4-F « — (Ax^-ilBx+C), (17) 

wenn y und x diese Goordinaten bedeuten. Dieser Gleichung können wir folgende Foroi 

geben: 

/ I>\« / B\» BM-D«— A(C+F) , . 

(y-AJ+C^-Ä; " ^ A^ <""^ 

Wir können also, im Allgemeinen, auf unendlich viele Arten durch blosse Verlegung 
des Anfangspunctes der allgemeinen Gleichung der Oerter zweiter Classe die Form der 
Gleichung der gleichseitigen Hyperbel geben. Der geometrische Ort für den neuen An- 
fangspunct der Goordinaten ist ein Kreis, dessen Mittelpunct der INlittelpunct des gegebe- 
nen Ortes zweiter Glasse ist 

Um den in Rede stehenden Kreis zu construiren, bemerken wir, dass die Gleichung 
(17) befriedigt wird> wenn wir y und z durch folgende beide Gleichungen: 

Ay^-DyfF « 0, 
Ax'-Bx+C « o. 
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bestimmen. £s geht dieser Kreis also durch die vier Winkelpmicte eines nm die gege- 
bene Cmre beschriebenen Rechtecks » dessen gegenüberliegende Seiten den Coordinaten* 
Azen parallel sind. Der Kreis ist hierdurch yollkommen bestimmt 

Wenn C gleich (— F*) ist, nnd wir in der omgeformten Gleichung w gleich Nnll 
setzen, so ergibt sich: 

Hlerans folgt, dass die beiden darch den nenen Anfangspnnct gehenden Tangenten anf 
einander senkrecht stehen. Wenn, umgekehrt, diese Tangenten auf einander senkrecht 
stehen, So ist in derjenigen Gleichung, die der letzten Gleichung entspricht, das letzte 
Glied immer gleich (—1) und also sind In der allgemeinen Gleichung die Coefficienten 
▼on n^ und v^ gleich, aber von entgegengesetztem Zeichen* Wenn wir also die neuen 
Coordinaten-Axen um den Anfangspnnct sich drehen lassen, so behalt die allgemeine 
Gleichung Immer die besagte Form. Hieraus folgt zugleich, dass, welch ein rechtwinkli- 
ges Coordinaten- System wir ursprünglich auch annehmen mögen, der durch (18) darge- 
stellte Kreis immer derselbe bleibt, und dass mithin die WInkelpnncte aller der 
gegebenen Gurve zweiter Classe umschriebenen Rechtecke auf dem 
Umfange ein nnd desselben Kreises liegen« Demselben Satze werden wir spa- 
ter nochmals begegnen (5 10). 

Der durch die Gleichung (i8) dargestellte Kreis wird Imaginär nnd also die in Rede 
stehende Coordinaten -Verwandlung unmSglich, wenn 

BM-D« < A(GfF)5 
derselbe Kreis reducirt sich auf einen Pnnct und die Coordinaten - Verwandlung ist nur 
auf eine einzige Weise möglich , wenn ■ - ^ 

B«+D« « A(C+F). 

Dieser letzte Fall bezieht sich auf die gleichseitige Hyperbel, deren Asymptoten sich 
unter rechten Winkeln schneiden. Der Mittelpunct derselben liegt nothwendig auf dem 
Kreise (l8) und dieser Kreis muss daher auf einen Punct sich reduciren. In der Glei- 
chung der gleichseitigen Hyperbel sind die Coefficienten von y^ und n^ nur dann gleich 
nnd von entgegengesetztem Zeichen, wenn die rechtwiiddigen Coordinaten -Azen zwä 
Durchmesser derselben sind (343). 

Für den Fall der Parabel, wo A gleich Null Ist, reducirt sich die Gleichung (17) 

auf folgende : 

Dz+Bz = C+F, («9) 

und stellt mithin eine gerade Linie dar. 

Die Winkelpuncte aller rechten Winket^ deren Schenkel eine gegebene Parabel be* 
rühren , liegen auf derselben geraden Linie. 

Wenn die Coordinaten-Axen rechtwinklig sind und in irgend einem Puncto, der ge- 
raden Linie (19) sich schneiden, so sind In der Gleichung der Parabel die Coefficienten 
▼on v' nnd u^ gleich nnd TOn entgegengesetztem Zeichen. 

484. Wenn wir In der umgeformten Gleichung: 

AwM-2B'vw+Cv^2D;nw-H2E'nv+F'u« = 0, 
nochmals w gleich Eins setzen, so Ist dieselbe In Beziehung auf die beiden Übrigen ver- 
änderllchen Grossen ▼ nnd u, eben so beschaffen, als die gewohnliche Gleichung der Pa- 
rabel In Beziehung auf x und 7, wenn nachstehende Bcdingungs - Gleichung Statt findet: 
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E'«— CF «0- (ao) 

Ea ist aber: 

F' « Ay'«-2Dy +F, 
E' = Axy-By'-Dx'+E. 

Sobititniren wir diese Werthe fiir C, F und E' in die obige Bedingtmgs-Gleicbiiiig, so 
kommt nach einer leichten Rednction , wenn wir zugleich die Accente von y nnd z' fort- 
lassen: 

(B«— AC)yM-2(AE-BD)xy+(P«-AF)x*+2(CD-BE)y 

+2(BF-DE)x+(E*— CF) « o. (ai) 

Wenn wir in der hiernach umgeformten Gleichong w s o setzen , so erhalten wir 
für jdie beiden dorch den Anfangspmict der Coordinaten gehenden Tangenten : 

C'(I) +E'(^)+F - o, 

und £ese Gleichang hat gleiche Wurzeln, wenn die Bedingongs- Gleichong (21) befrie- 
digt wird« Jene beiden Tangenten fallen in diesem Falle zusammen, was, wenn die all- 
gemeine Gleichung nicht ein System von zwei Puncten darstellt, offenbar nur dann ge- 
schehen kann> wenn der neue Anfangspunct auf dem Umfange der gegebenen Cnrve 
zweiter Qasse angenommen wird« Wenn wir also j und x als veränderliche Grossen be- 
trachten, so stellt die Gleichung (21) dieselbe Curve durch gewöhnliche Coordinaten dar» 

485. Wir können der allgemeinen Gleichung der Curven zweiter Gasse t 

Aw«+Bvw+CvM-2Duw+2Euv+Fu* » o, 
eine symmetrische Form geben, wenn neben der Bedingungs- Gleichung: 

E»— CF « o, 
auch noch die beiden Bedingungs Gleichungen: 

B«-AC » o; D^AF « 0, 

bestehen. Wir erhalten alsdann: 

und hiernach verwandelt sich die gegebene Gleichung, wenn wir zugleich mit A mpltipli- 

ciren, in folgende: 

A%M-2ABvw+B«vM-2ADnwi2BDn?+DV « o. 

Wenn wir in dieser Gleichung das obere Zeichen nehmen^ so können wir ihr folgende 

Form geben: 

(Aw+Bv+Du)« « 0, 

sie stellt also in diesem Falle zwei zusammenfallende Pnncte dar. Es ist dies in Ueber- 

einstimmung mit der 459* Nummer, weil man alsdann 

AE-BD « o 

erhält Abstrahiren wir von diesem Falle und nehmen das untere Zeichen, so stellt dio 

allgemeine Gleichung eine Hyperbel dar, die durbh den Anfangspunct der Coordinaten 

geht und deren .\symp toten den Coordinaten -Axen parallel sind. Diese Gleichung nimmt 

alsdann folgende Form an: 

(Aw+Bv+Du)« « 4BDuv. 

Wenn wir die Quadrat -Wurzel aus den beiden Theilen dieser Gleichung ziehen > so 

kommt: 

Aw-f.Bv4-Du ^ aB*/*D'/*n*'^V*/% 
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and wenn wir anders ordnen: 

By-|-2BViDViaViTVt-^Da « — Aw. 
2iiehen wir nochmals die Quadrat- Wurzel aas, so erg^t sich: 

Byivyi+D%u% « {-^Ay/twVu 

Die Constanten dieser Gleichung sind^ wenn wir A gleich Eins setzen ^ die Mittelpnnct- 
Coordinaten der gegebenen Curyet 

$2. 

Veränderung der Richtung der Coordmaten-Axen. Be$t%mmung der Qrö$$e 

und Richtung zugeordneter Durchmesser. 

486. Es sei wiedemm) 

AwM-aBvw+CvM-^uw+aEBT+Fa* » o, (i) 

die allgemeine Gleichung der geometrischen Oerter zweiter Classe. Den Winkel, den 
die beiden Coordinaten-Axen mit einander bilden, wollen wir 9 nennen« Indem wir den 
Anfangspnnct beibehalten, wollen wir die erste Aze nm irgend einen Winkel 9 nnd die 
zweite Axc um irgend einen Winkel y/ sich drehen lassen. Alsdann müssen wir, am 
dieselbe Cunre, welche bei einer beliebigen Constanten - Bestimmung durch die Gleichcmg 
(1) dargestellt wird, auf die neuen Coordinaten - Axen zu beziehen, in der Gleichung (1), 
nachdem wir zuvor durch w^ dividirt haben: 

uj/ny — Ysinfp , nsintp-^ysimf/ 

an die Stelle von ^ nnd -* schreiben; wenn wir die Bezeichnung der 452. Nnm. beibehalten 

nnd demnach den neuen Coordinaten -Winkel S, den Winkel, welchen die neue zweite 
Axe mit der ersten ursprünglichen bildet, 9, nnd endlich den Winkel, den die neue 
erste Axe mit der zweiten ursprünglichen bildet, %[/ nennen. Durch diese Substitution 
verwandelt sich die gegebene Gleichung in folgende : 

BsingH- Dsintp Bsmy-fDwiy^' 

Aw 2. — — • -. « UW'fS« "•"•» • VW 

sinl siriS 

(^ng)sin9+E( sinfsin \p''i^iu^sinqf)+Fsimpsimi/ 
.2. -^^ . UV 

. CsiV(f+^iEsing>simiH'Fsinhl/ , 



■*■ ;^55 • ^ = 0- (0 



sin^ 
Für die beiden neuen Axen erhalten wir folgende Coordinaten -Werthe: 



•„ 



smm simp 

smif/ simp 



die wir der Kürze halber durch v' nnd v" bezeichnen wollen. Durch die Einführung die- 
ser Grössen erhält die Gleichung (2) folgende Form s 



•_ .' 



Aw»-a^(Bv'+D)nw+ 2^(Bv"4J))vw 



• .» 



-.2. 2^!?l(CyV'+E(v+v"H-F)qv 
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+^(Cv'*+2ET'+F)a« 

487. Wenn wir zuerst die Coefficienten Ton a^ nnd v^ betracbten, nemllch folgende 
Aosdiücke : 

^(CVH«E,-+F), 

SO ist ersichtlich, dass eine einzige Gleicbnng vom zweiten Grade diejenigen Werthe von 

V nnd v" za Warzeln hat , die machen , dass ans der umgeformten Gleichung die mit n' 
und v' behafteten Glieder ausfallen. Diese Gleichung, deren Wurzeln jene Werthe Ton 

V und v" sind, ist folgende: 

Cz*+2Ez+F = 0- (4) 

Hieraus folgt, dass, wenn es möglich ist^'ans der allgemeinen Gleichung das eine der 

beiden in Rede stehenden Glieder fortzuschaFen, es immer auch mSglich ist, das andere 

derselben ans dieser Gleichung ausfaJlen zu lassen. Und dieses ist dann immer mSglicb, 

wenn 

E»— CF > o oder E»-CF = o. ' 

Doch kSnnen in dem letztem Falle nicht jene beiden Glieder zugleich fortgescfaafik wer« 
den^ denn, wenn dies geschähe , wttrden die beiden neuen Coordinaten«Axen zusammen- 
fallen. 

488« Wenn aus der omgeformten Gleichung die beiden mit n^ nnd v^ behafteten 
Glieder verschwinden, so stellt diese Gleichung, wie wir schon firtther bemerkt haben, 
dnen geometrischen Ort dar, der von den beiden Goordinaten - Axen berührt wird. Durch 
die Wurzeln der Gleichung (4) ist also die Richtung derjenigen beiden geraden Limen 
bestimmt, die durch den ursprünglichen Anfangspunct gehen nnd die durch die allge* 
meine Gleichung gegebene Curve berühren. Dieser Anfangspunct Kegt ausserhalb der 
Curve , innerhalb derselben oder auf ihrem Umfange , je nachdem 

E»-CF > 0, ^ P^-CF < o, E»-CF « o. 

489. Wenn der Mittelpunct der Curve in den Anfangspunct der Goordinaten fallt, 
d. h. wenn in der gegebenen Gleichung B und D gleich Null sind , so bestimmen die 
Wurzeln der Gleichung (4), nemlich: 

-E±KE»-CF) 

c ' ^^^ 

die Richtung der beiden Asypmtoten. Dieser Ausdruck zeigt, dass, weQ der Mittelpunct 
der Hyperbel ausserhalb, der Mittelpunct der Ellipse aber innerhalb der Curve liegt, in 
dem ersten Falle die Asymptoten reell , in dem zweiten Falle imaginär sind* 

Wenn der Mittelpunct nicht in den Anfangspunet der Goordinaten fäUt, so müssen 
wir, um die Richtung der Asymptoten zu bestimmen, zuvörderst den Anfangspunct in 
jenen Punct verlegen, nnd also» was sogleich aus der Form der Gleichung (4) der 455. 
Nummer erhellt, C, E und F mil 

AC-B^ AE-BD AF-D« 

A^ ' A^ * A» ' 



I • 
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vcrtanschen and erhallen mithin statt (5) : 

-(AE-BD)±l/((AE-BD)»-(AC-B^)(AF->D^)) ,, 

AC-B^ ' ^^^ 

dieselben AosdrQcke, die wir bereits schon in der 456. Nommer erhalten haben. 

Um die Seglnente za bestimmen, welche auf der zweiten Axe von den, beiden Asymp- 
toten abgeschnitten werden , mttssen wir in die Gleichong des Mittelponctes der Corve: 

Aw-I-Bh-D ^ o, 
ftlr V die vorstehenden Wcrthe sobstitoiren ^ nnd die entsprechenden Werthe fiir w ent- 
wickeln. Auf diese Weise kommt : 

_ A(BE-CD)TB V/C(AE-BD)^->(AC-B»XAF--D»)) 
^ ^ "" A(AC-B^) • 

490. Der Winkel, den die beiden Asymptoten mit einander bilden, und den wir 17 
nennen wollen , ist, wenn wir die beiden Aasdrücke bei (6) durch a und a' bezeichnen, 

durch folgende Gleichung gegeben: 

(a— a ')si>i^ 
tangfj « i+(a+a')co5*+aa' 
Wir haben aber: 

^ aC— B* * 

AF-D» 
** " AC-B*' 
. . l/C(AE-BD)«- (AC— B'jC AF- D «)) 

und mithin: ^ ^ 

g V/(( AE-BDy-(AC--B^)(AF-D^))^'/i^ 

'^ * (AC-B^)-2(AE-BÜ)co5(^+(AF-D^) ' ^'^ 

Wenn die Hyperbel eine gleichseitige d. h der Asymptoten - Winkel ein rechter 

ist, so kommt: 

(AC-.B2)-2(AE-BD)co5Ö+(AF— D«) = 0, (s). 

nnd für den besondem Fall eines rechtwinkligen Coordinaten - Systems : 

A(C+F)-B^— D^ = o. (9) 

Wenn der Anfangspimct der Coordinaten mit dem Mittelpancte der Carve zusam- 
menfallt, so rednciren sich die Gleichungen (7), (8) und (9)^ indem wir B » D == o 
setzen > auf folgende: 

'^'^^ == "t-ir^-^^li^F"^ ('^> 

C-.2Eco5^F s= o, (11) 

C+F « 0. (la) 

491* Wenn aus der umgeformten Gleichung durch 'die angezeigte Coordinaten -Ver- 
wandlung die mit v^ nnd u^ behafteten Glieder aasfallen, so verwandelt sich der Coeffi- 
cicnt von uv, ncmlich der Ausdruck: 

_2. ff^f:(CvV+E(v'+v"H.F). (.3) 

da "" ^ 

F . .. 2E 



vv =^, v+v =_^ 



"^ > 



zunächst in folgenden: 

II. 10 
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, sinxpsin\)/' E^—CV , , 



Aas den Gleichangen: 
folgt ferner: 



sinyj sinxfj ' . ji/i^ sintlJ 



f 9 



und da endlich : 
so ergibt sich : 



■f 



y'^cosd ^ , v"'^cos9 



- SS cotyj — cotxi/. 



smy/smw 

sind "" Cs/Vi^ 
Hiemach gebt der Ansdrock (14) in folgende über: 

^ ^wi^.^rüi r-Pi Csin^9 

sin^ "" smipsmy/ 

492. Wir wollen ons hier anf den Fall beschränken, dass der Anfangspanct der 
Coordinaten mit dem Mittelpnncte der bezüglichen Corve zosammenfallt. Wenn wir 
alsdann die beiden Axen sich so drehen lassen > dass sie mit den beiden Asymptoten der 
Cnrve, die, wenn die in Rede stehende Coordinaten -Verwandlung möglich ist, eine 
Hyperbel sein mnss^ znsammenfallcn , so erhalten wir folgende Gleichung: 

AwM-2. fi^v^(E2-.CF)av = o, 
sin?j ^ ' 

indem wir 97 an die Stelle von $ schreiben. Ans (10) erhalten wir: 

^""^ ^ ^^lC^+4E^+f^-4ECC+F)co5^+2CPco52*r''^' 
nnd hiemach verwandelt sich die vorstehende Gleichong der anf ihre Asymptoten bezo- 
gene Hyperbel in folgende : 

Aw2+V/[C2+4EM-F«— 4E(C-f-F)ro5d+2CFco52^]av =^ o, 
nnd wenn der ursprüngliche Coordinaten -W^inkel ein rechter ist, in: 

Aw2+K(C— E)'+4E^ny = o. — 

493. Wenn aus der umgeformten Gleichung (3) das mit nv behaftete Glied ausfallen 
soll, so erhalten wir folgende Bedingnngs - Gleichung : 

CvV"+E(v'+v'H.F = o. 
Diese Gleichung kann auf unendlich verschiedene Weise befriedigt werden, nnd zwar so, 
dass wir hierbei den Werth für v nnd v" beliebig annehmen können« Bestimmen wir v" 
durch v', so kommt: 

Hiernach erhalten wir: 

Cv"^+2Ev"+F = (CF-E^ ) (Cv^+2Ev+F) 

I.V -^toLv-t-r - (E+Cv')2 ' ^'^^ 

Wenn wir also die umgeformte Gleichung, der Kürze halber, auf folgende Weise 
schreiben : 

Am^^+2B'vw+CV2+2D'uw+FV = 0, (i6) 

nnd mithin: 
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F' =• "SS-(Cv"M-2Ev"+F), 

Sin $ 
setzen 9 ^0 ergibt sich: 

F _ sin'xi/ CF-E^ . . 

C "• i^n V • (£+Cv')^ • ^'^^ 

494- Aas der Gleichung (l6) können wir, im Allgemeinen , keines der beiden mit 
n^ und v^ behafteten Gb'eder mehr fortschaffen; denn wenn z. B. F gleich Null sein soll, 
so müssen wir im Allgemeinen: 

Cv'*+2Ev"+F = 0, (l8) 

setzen, and diese Gleicbnng bringt nach (15), im Allgemeinen folgende mit sich: 

CVM-aEv'+F = o, 
und also würde C zugleich mit F verschwinden« Es könnte diess aber nur auf eine dop- 
pelte Weise geschehen, einmal wenn v" nnd v gleich, das andere INIal wenn v" und v' 
Wurzeln derselben quadratischen Gleichung wären. In dem erstem Falle würde die 
Coordinaten • Yerwandlung illusorisch, weil die beiden neuen Axen zusammenfallen wür- 
den. In dem zweiten Falle erhalten wir die Bedingungs- Gleichung: 

CF-E« = 0. 
Wennaber diese Gleichung befriedigt wird, so verschwindet in diesem besondern Falle 
C und F', im Allgemeinen, nicht za gleicher Zeit. Die Gleichung (l8) gibt alsdann für 

v" gleiche Werthe, und man hati 

Cv"+E = 0. 

Die Gleichung (l5) zeigt, dass alsdann, im Allgemeinen, F' verschwindet und C nicht. 

In diesem Falle liegt aber der Anfangspnnct auf der Curve nnd die zweite Axe ist eine 

Tangente derselben* Wenn wir, immer in der Voraussetzhng, dass: 

CF-E» = o, 

C s; o setzen, so ergibt sich: 

Cv+E = O; 

und die Curve wird von der ersten Coordinalen*Axen berührt, während die zweite Axe 

F 

jede beliebige Richtung haben kann. Alsdann aber erscheint der Ausdruck für z\, unter 

o . • ' ^ 

der Form -, und wir sehen sogleich, dass der wahre Werth dieses Ausdruckes miend- 

lieh wird und also F' nicht zugleich mit Q verschwindet. 

A95. Wenn also der Anfangspnnct der Cobrdinaten in irgend einem Pnncte der 

durch die Gleichung (l) dargestellten Curve liegt, so geht die umgeformte Gleichung (3), 

wenn wir: 

Cv^+E = 0, 
setzen, in folgende über: 

sinxp ^ , ^ siny/' / BE— CD \ 

Wir können die Form dieser Gleichung noch vereinfachen, wenn wir die erste Axe 
durch den Mittelpnnct der Curve legen ,and zu diesem Ende: 

Bv+D = o 
setzen. Alsdann verwandelt sich nemlich die letzte Gleicbnng in folgende : 

10 * 



VW 



76 Zur Theorie der 

. , sin^' BE-CD sinhff /BE-CD\» , , , 

Wenn A » o nnd also die bezHgliche Corre eine Parabel ist, so gehen die beiden 
Gleichungen (19) nnd(20) in folgende über: 

2jm«^Bv+D)ow+aJtnV'.55^g^.uw-^r^(Cv'+E)«a» = o, 

^ sinti/sinj B' __ 

" ^ ^I^V" C:(BE-CD)^- 

Die CoefiBcientcn I die in der letzten Gleichung vorkommen, zu entwickeln, liegt nicht 
in unserer Absicht; es kommt nns nur darauf an, auf die Form dieser Gleichungen auf- 
merksam zu machen. 

496* Nachdem wir den besondern Fall, wo der Anfangspunct auf der Curve liegt, 
und wo, wenn wir das mit u^ oder v^ behaftete Glied fortschaffen wollen, zugleich auch 
das mit nv behaftet^ Glied ausfallt, betrachtet haben, wenden wir uns zur Gleichung (16} : 

Aw«+2BW+CVM-2D'uw+Fu« = o (16) 

zurBcL Die beiden neuen Azen, auf welche diese Gleichung bezogen ist, bilden, wie 
wir es für den gleichen Fall in der 469. Nummer schon bemerkt haben i mit den beiden 
vom Anfangspnncte an die Curve gelegten Tangenten vier Harmonicalen. Diess hat in 
der Construction dann, wenn der Anfangspunct innerhalb liegt, keine unmittelbare Be- 
deutung mehr; doch, analytisch genommen, können wir diese Beziehung auch dann nns 
fortbestehend denken. Denn, von vier Harmonicalen sowol, als von vier harmonischen 
TheOungspuncten^ können zwei imaginär werden. 

497* Wenn der Anfsmgspnnct der Coordinaten in den Mittelpunct der Curve fallt, 
so ist: 

"■ - ^'■+") - ». 

und hiemach geht die Gleichung (16) in folgende ttber: 

AwM-CvH-Fu* « o. (ti) 

In diesem Falle sind die beiden neuen Axen zwei Durchmesser der Curve, und ans dem 
Vorstehenden ergibt sich, dass wir einen derselben ganz beliebig annehmen nnd' dann, 
auf einzige Weise, den andern bestimmen können. Setzen wir in der vorstehenden 

Gleichung nach einander - nnd — gleich Null, so erhalten wir bddesmal &t - zwei 

gleiche und entgegengesetzte Werthe. Wenn man also von irgend einem Pnncte eines 
beliebigen jener beiden Durchmesser zwei Tangenten an die Curve nnd eine dem andern 
Durchmesser parallele gerade Linie, zieht, so bilden die drei gerade Linien, welche man 
auf diese Weise erhält, mit jenem erstgenannten Durchmesser vier Harmonicalen. 
Liegt jener auf einem Durchmesser beliebig angenommene Punct zugleich auf der Curve, 
so fallen die beiden Tangenten zusammen und sind mithin, da mit zwei zusammenfallen- 
den Harmonicalen nothwendig noch eine dritte zusammenfallen mnss, dem andern Durch- 
messer parallel. 

Wir erhalten die jenen beiden Durchmessern parallele Tangenten, wenn wir in der 
letzten Gleichung nach einander n nnd v gleich Null setzen. Auf diese Weise 
kommt : 
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n "^ A 

w w 

Darth diese Äasdrücke für - and - ist also die Grosse der beiden halben in der erste 

V n 

ond zweite Coordinaten-Axe fallenden Durchmesser der Cnrve gegeben. 

Die beiden in Rede stehenden Dorchmesser heissen zugeordnete. Jeder Durch- 
messer hat seinen zogeordneten. 

496* Setzen wir in der Gleichong (31) w s> 0| so erhalten wir für die Asymptoten 
der Cnrve: 

Es bilden dieselben also mit den beiden Coordinaten*Azeni wie wir bereits schon be- 
merkt haben, vier Harmonicalen. 

' Die beiden Asymptoten und irgend ztpei zugeordnete Durchmesser einer Cun^e ztvei- 
ter Classe bilden ein System Qon vier Harmonicalen. 

Nach dem vorstehenden Satze ergibt sich auf die leichteste Weise die Constmcüon 
folgender beiden Aufgaben : 

Wenn die Richtung der beiden Asymptoten und eines Durchmesser^ einer Cun^e 
zweiter Classe gegeben ist, die Richtung des zugeordneten Durchmessers zu finden. 

Wenn die Richtung irgend zipeier zugeordneten Durchmesser und einer Asymptote 
einer Hyperbel gegeben ist, die Richtung der andern Asymptote zu bestimmen. 

Und endlich schliesst sich hier auch noch folgende Angabe an: 
Wenn die Richtung irgend zipeier Paare zugeordneter Durchmesser einer Curve 
zweiter Classe gegeben ist^ die Richtung der beiden Asymptoten zu bestimmen. 

Diese letzte Au%abe kommt darauf hinaus ^ zwei gerade Linien zu constmiren, die 
mit jedem der beiden Paare zugeordneter Durchmesser ein System von vier Harmonica« 
len bilden, und hierzu gelangen wir durch die Construction der Wurzeln einer leicht zu 
entwickelnden quadratischen Gleichung. Für den Falle » dass diese Wurzeln imaginär 
werden» sind die Curveui denen jene beiden Paare zugeordneter Durchmesser angeboren, 
Ellipsen. 

An die letzten Bemerkungen knfipft sich auch noch folgender Satz: 

Wenn man einer Asymptote einer Hyperbel irgend eine gerade Zdnie parallel zieht, 
so werden Qon irgend zwei Durchmessern und ihren beiden zugeordneten auf dieser ge- 
raden Linie gleiche Stücke interceptirt — 

499« Wenn wir die GrSssen der in die beiden Coordinaten - Azen fallenden Durch- 
messer der Curve zweiter Classe als Constante in der Gleichung derselben cinfilhren und 
demnach 

^-A -" "' 
F 

setzen, so geht die Gleichung (3i) in folgende Über: 
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Für den Fall der Ellipse sind a und b beide reell; für den Fall der Hyperibel ist eine 
dieser beiden Grossen reell, die andere imaginär. Yertaaschen wir demnach, wenn a 
oder b imaginär werden, diese Grössen mit aV/— 1 nnd b)/— 1 , so erhalten wir: 

w 5= ia^v^b^a^ 
für die Gleichung einer auf zwei ihrer zogeordneten Durchmesser bezogenen Hyperbel. 
Wir müssen in dieser Gleichung die obem oder nntern Zeichen nehmen , je nachdem 
die erste oder zweite Coordinaten<-Äxe der Conre begegnet. Yon zweien zugeordneten 
Durchmessern einer Hyperbel ist immer einer imaginär. Gewöhnlich aber nimmt man für 
diesen Durchmesser eine reelle Grösse und nennt z» B. a und b diejenigen halben Durch- 
messer der durch die letzte Gleichung dargestellten Hyperbel, die in die erste nnd zweite 
Coordinaten - Axe fallen. — 

500. Zwei isogcordnetc Durchmesser einer Cnrve zweiter Classe, die auf einander 

senkrecht stehen, heissen die Axen d^r Curve. Wenn wir annehmen, dass der An- 

fangspunct der Coordinaten in den Mittelpunct der Curve falle ^ nnd wir also folgende 

Gleichung zu Grunde legen: 

Aw^+Cv'+2Euv+Fu« = o, (as) 

so erhalten wir, um die Richtung der beiden Axen zu bestimmen > folgende beide Glei« 

chnneren : 

Cv v"+E(v+v')+F = 0, 

Da diese beiden Gleichungen in Beziehung auf y' und y" symmetrisch sind, so sind diese 

Grössen Wurzeln derselben Gleichung des zweiten Grades, und diese Gleichung erhalten 

wir sogleich , wenn wir zwischen den yorstehenden beiden Gleichungen die W^erthe von 

V v" und (v+v") eliminiren. Man findet: 

. F—C "E-^¥cos& _ 

^E^Ccos»^^ E-Ccos» ^ ^' ^'♦^ 

Wenn: 

F = C, . 

so reducirt sich die vorstehende Gleichung auf folgende: 

y2— l s= o. 

Bezeichnen wir den Winkel , welchen eine der beiden Axen der Curve mit der ersten 
Coordinaten -Axe bildet, durch co, so sind die beiden Wurzeln der Gleichung (24): 

sinco , ^/«(aH-Vi^) ^ costo 

5/72(^—0)) sin(d — (o — Yzn) "" cos{^ — (o) ' 

und da die Summe dieser Wurzeln für den in Rede stehenden Fall Null ist, so kommt: 

o =s sin(9^(o)cost0'^sina)cos(&'^(o) = j//2(^— 2a>), 
also ist (o =3 Vi^, und somit halbiren die beiden Axen die beiden Paare der von den 
Coordinaten- Axen gebildeten Scheitelwinkel. 

Die beiden Coeflicientcn in der Gleichung (24) . erscheinen unter der unbestimmten 

Form -, oder, was dasselbe heisst, die beiden Gleichungen (23) werden identisch, wenn 

F = C, E--Ccos9 « E'-Fcos» ^ o. 

Alsdann gibt es nur rechtwinklige Systeme zugeordneter Durchmesser nnd die erste der 
Gleichungen (23) drückt anders nichts ans, als dass je zwei sich rechtwinklig schneidende 
Durchmesser zugeordnete sind. 



v^- 
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Wenn wir statt der Gleichnng (22) die allgemeinste Gleichung: 

Aw«+2Bvw+Cv^+2Daw+2Eav+Fa^ = o, 

zu Grande legen, so gehen die beiden letzten Bedingangs • Gleichangen in folgende 

über: 

AC— B^ = AF~D»; AE— BD = (\C^B^)cos9. 

Wir können der allgemeinen Gleichung » nachdem wir dieselbe mit A mnltiplicirt haben, 

folgende Form geben: 

(Aw«4.Bv+Da)«+(AC— B2)v«-|.2(AE— BD)av-KAF— D^)u« = o, 

oixd dann erhalten ynt mit Berttcksichtigang der letzten Bedingangs • Gleichong : 

vH^uvi:05^+n* 



(Aw+Bv+Do)^ 



= B^-AC. 



In dieser Gleichung erkennen wir (44^ sogleich die Gleichung eines Kreises wieder, 
dessen Mittelpuncts-Coordinaten ^ ^^^ T ^"^^ °^^ dessen Radius )/B^-*AC ist. 

Je zwei zugeordnete Durchmesser eines Kreises stehen auf einander senkrecht; und, 
umgekehrt, je zwei auf einander senkrecht stehende Durchmesser eines Kreises sind zu- 
geordnete. 

501» Wenn wir annehmen, dass der Coordinaten - Winkel ein rechter sei, so ver- 
wandelt sich die Gleicbung (24) in folgende : 

v'+^^v-l = 0, ' (26) 



und die Wurzeln dieser Gleichung sind die, mit entgegengesetztem Zeichen genomme- 
nen, teigonometrischcn Tangenten derjenigen beiden Winkel, Welche die beiden Axen 
der Curve mit der ersten Coordinaten -Axe bilden. Nennen wir diese Winkel co und co', 

so ist cd =s aH-^/jTT, mitbin: 

tang2(o =3 tang2(o, 
und da: 

tang2(o = — . ^ :, = — 



i—tang^co 1 — v^* 

und ferner nach (25): 

1-v^ _ F-C 

so kommt: 

tang2o> =s p_|j» = iang2(o. 

502. Wenn der Winkel , den zwei zugeordnete Durchmesser mit einander bilden, 

irgend ein gegebener ist, so können wir die Richtungen dieser Durchmesser selbst leicht 

bestimmen. Denn, bezeichnen wir jenen Winkel durch § und diejenigen beiden Winkel, 

welche die Durchmesser mit der ersten Axe bilden, durch 00 und co, so ist | =s (o-^to 

mithin : 

tangoi>+tang'£ 

i^tangtotang^ 

Neben dieser Gleichong erhalten wir, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten- 

Axen, nachstehende Gleichung, welche ausdruckt, dass die durch jqne Werthe von oj 

und (o bestimmten Durchmesser zugeordnete sind : 

Ctang(otang(o — Yi(iangoi>+tang(o)+F = 0. 

£liminiren wir zwischen diesen beiden Gleichungen tangco', so ergibt sich folgende Glei- 



lanffü _ ^ ^^^^.^^^-c 



ß 
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chang des zweiten Grades «ar BesUmmong von tangm: 

Die Warzeln dieser Gleichong sind: 

gE-(C-F)toByS ±l/[(C-f-F)Vg«g«S-K(E»-CF)( i^^o/iy^)] 

""^" = 2(c+Ete^) : 

Diesen beiden Werthen für tanffa entsprecben zwei "Werthe für tangiß oder Mn^co-f-S)* 
die wir unmittelbar erbalten, wenn wir in den vorstebenden Ausdrücken fär tangia das 
deichen von tan^ ändern (246). 

Es gibt also im Allgemeinen zwei Systeme zugeordneter Dnrcbmesser, die einen ge- 
gebenen Winkel mit einander bilden. Diese beiden Systeme fallen zusammen, wenn der 
Ausdruck- unter dem Wurzelzeicben in den Werthen von tangw verschwindet Als- 
dann ist: 

Diese Gleichung gibt das Minimum fiir den Sinns der Winkel, die irgend zwei zuge« 
ordnete Durchmesser mit einander bilden können. Es kann diese Gleichung nur für den 
Fall der Ellipse befriedigt werden, nur hier gibt es ein Minimum, während, wenn die 
bezügliche Curve eine Hyperbel ist, der Winkel zugeordneter Durchmesser jed^ belie« 
bige seih kann. Für den Fall des Kreises reducirt sich die letzte Gleichung auf: 

sirt^ = l: 
es gibt, wie wir schon bemerkt haben, nur rechtwinklige Systeme zugeordneter 
Durchmesser. «- 

503. Wenn wir von der Gleichung: 

Aw*+2Bvw+2Duw+C(v^n2) so, (i) 

die bei der Voraussetzung rechtwinkUger Coordinaten • Azen , irgend einen Ort zweiter 
Classe darstellt, dessen Brennpunct zum Anfangspuncte der Coordinaten genommen wor- 
den ist, ausgehen, nnd die der umgeformten Gleichung (2) der 486. Nummer entspre- 
chende Grleichung, der Kürze halber auf folgende Weise schreiben : 

Aw»+2B'vw-h2Duw4-CvM-aEuv+Fn« = 0, 
so kommt, indem wir; 

siny^ « — costpf siny/ ss ^^cosqi, 

C « F, E = o, 

setzen; 

p, C(sin(fsin(p'hcos(pcosip) Cgo^y— y) ^ ^ Ccosl 

C SS P SS 

Die umgeformte Gleichung ist hiemach folgende : 

(Aw^+2B'vw-l-2Duw)5«i^C(v*— uvro^5+u*) =* o. (a) 

Diese Gleichung ist also, wenn m^'A^ B', D' und C als unbestimmte Coefficicnten 
betrachten, die allgemeine Gleichung der Cnrven zweiter Classe, wenn wir den Anfangs- 
punct in einen Brennpunct derselben legen und $ der beliebige Coordinaten • Winkel ist. 
Aus der Zusammenstellung der beiden Gleichungen (l) nnd (2) ergeben sich direct die 
Folgerungen, bei denen wir schon in der 476« Nummer verweilt haben. Wenn ^ ein 
rechter Winkel ist, so geht die letzte Gleichung in folgende über: 
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AwM-2B'vw+2D'aw+C(v^-|-ü^) = o, (3) 

eine GleichnDg^ welche , aasser dass die beiden CoefHcienten von tw and nw andere 
Werthe erhalten» mit der orsprünglichen Gleiohnng identisch ist Wir haben in diesem 
Falle, indem wir: 

sintp ■» cos(p9 sinxp = ^^cosf, siny/ ss 51/iy, «nj ä 1, 
setzen 9 folgende Bestimmung dieser CoefiGcienten; 

B' =5 Bcosq>+Dsing), D' == — (Bsi/iy — Dro^^p), (4) 

Hiemach erhält man femer für jede Annahme des Winkels 9: 

B'^+D'2 « B^+D^; 
ein Resultat, das wir> wenigstens für den Fall der Ellipse and Hyperbel, hätten TOrans- 
sehen können» weil die letzten Ausdrücke, dividirt durch A% anders nichts sind, als das 
Quadrat der E^ntfemung des Brennpunctes vom Mittelpuncte der Curve* Es ist also auch, 
wenn wir ein und dieselbe Curve um den Anfangspunct, wenn derselbe im Brennpuncte 
angenommen wird, beliebig drehen, in der Gleichung derselben die Quadrat -Summe der 
Coefßcicnten von vw nnd nw constant. 

Wenn wir die Coordinaten-Axen so drehen, dass die eine derselben, etwa die erste 
Axe, durch den Mittelpnnct der Corve geht, so wird D' gleich Null nnd folglich: 

B' « ±)/W+IT\ 

nnd wir erhalten statt (d): 

Aw2±2V^(B^D2). vw+C(v«+u^> (5) 

504« Für den Fall der Parabel verwandeln sich die Gleichungen (1) und (5) in fol- 
gende : 

2Bvw+2Daw-|.C(vM-n2) « 0, 

VW+P(V^+U^) SB 0, 

indem wir in der letzten Gleichung: 

KBM-D*) "" ^ 

... C C . . 

setzen. Es bedeuten, wie man sogleich sieht, die Ausdrücke -^ und rir diejenigen Seg- 
mente, die auf der ursprünglichen ersten und zweiten Aze von solchen zwei Tangenten, 
die der zweiten nod ersten Axe parallel sind, bestimmt werden. Die Quadrat -Summe 
der reciproken Werthe dieser Segmente 

B^+D^ 

4.-^^2— 

ist also constant nnd gleich p^; P ist die Entfernung des Brennpunctes vom Scheitel der 
Axe der Parabel. Das Yierfachc dieser Entfemung heisst Parameter« 

Die erste der Gleichungen (4) gibt, wenn wir D =s o setzen: 

B' = Bcosf^ 
und mithin kommt: 

c c 

^,cosg> =^^ P. 

Die geometrische Deutung dieser Gleichung gibt folgenden bekannten Satz: 

Die Fusspuncte der vom Brennpuncte einer gegebene^ Parabel auf alle Tangenten 
derselben gefällten Perpendikel liegen in gerader Linie^ der Tangente im Scheitel der Axe. 

Die analogen Sätze für Ellipse und Hyperbel haben wir schon angeführt (479)* 
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505« Nach dem Vorstehenden können wir alle diejenigen Carven, welche dieselben 
beiden Brennpnncle haben, wenn wir die erste Coordinaten * Axe darcb diese beiden 
Pnncte legen nnd einen derselben znm Anfangspancte nehmen, darch folgende Gleichung 

darstellen : 

w'+2Bvw+C(v^+a^) «= o, 

indem wir dorch 2B die Entfernung der beiden Brennpancte von einander nnd durch C 
nach einander alle möglichen Grossen bezeichnen« 

506. An die letzten Entwicklungen knüpft sich auf eine bequeme Weise die Bestim- 
mung der Dimensionen einer durch die allgemeine Gleichung: , ' 

2Bvw+5dDuw+CvM-2EuT+Fu^ = o, (i) 

dargestellten Parabel* Wenn diese Gleichung auf schiefwinklige Coordinaten-Azen bezo- 
gen ist nnd wir den Coordinaten- Winkel 9 nennen ^ so können wir dieselbe Cnrve zu- 
vorderst auf rechtwinklige Azen beziehen. Lassen wir zu diesem Ende bloss die zweite 
Aze um einen Winkel (Va^— -^) sich drehen, so erhalten wir, indem wir: 

9 «s O, y =s Vi^, V = — *> V' = Va^— *> 

setzen, und 

2B'vw+2D'nw-|-C'v«-*-2E nv-l-Fu« =s o, (g) 

für die umgeformte Gleichung nehmen und nicht reduciren, nach der 486. Nummer fol- 
gende Coefficienten- Bestimmung: 

B' = B-i-Dco^*, D' « Dä/i*, 

E' = Esind+Fsinacos», F = Isin^», 

C = C+'2Ecos9+Yco^9. 
Wenn wir femer den Anfangspunct der Coordinaten in den Brennpunct der gegebe- 
nen Parabel verlegen, so nimmt ihre Gleichung folgende Form an: 

2B"vw+2D"uw-*-C'(v«.|-u«) » o 
nnd wir haben nach der 480. Nummer: 

C _ CD»— gB'D'g-hFB' ^ 

F' B (B H-D'O 

C" CD»--2B'DT:-|-FB'» 

CF' ^ D'(B'H-D'«) * 

Wenn wir wiederum den vierten Theil des Parameters P nennen , so kommt endlich 

nach der 504* Nummer: 

nnd nach saccessiven Substitutionen: 

p CD«^2BDE^-fFB'» 

^ ** * 2(B'^-iyy/t * 

(CD«-2BDE-hFBVn»^ 

Wir können auch auf eine ganz analoge Weise die Grosse der beiden Azen der 
durch die allgemeine Gleichung dargestellten mit einem Mittelpuncte versehenen Cnrven 
zweiter Classe bestimmen. Doch zu demselben Ziele kommen wir auch auf einem an» 
dem Wege, der demjenigen entspricht, auf welchem wir im ersten Bande dieselben Bc- 
Stimmungen bei Gleichungen zwischen Punct- Coordinaten gemacht haben. 

507* Wir wollen, indem wir (ür den Coordinaten -Winkel einen rechten nehmen 
wid den Anfangspunct in den Mittelpunct der Curve legen, nnd, der Ktirze wegen , den 
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CoefEcienlen vo& w^ gleich dfr fonheit setzen , folgende Gleichung: 

wH-Cv^aEuv+Fa« «= o, (i) 

als die allgemeine Gleichung der geometrischen Oerter zweiter Classe betrachten. Um 
denselben Ort ao£ zwei andere Durchmesser als Coordinaten - Axen za beziehen, die mit 
einander irgend einHi Winkel 9 und mit der ursprünglichen ersten Axe die Winkel 9 
und 9 bilden 9 so dass mithin 

müssen wir nns nachstehender Yerwandlungs- Formeln bedienen (452): 

V (^simp'—usifKp u i^cos(p — ucostp p 

w ** wsin9 ' w'^'^ wsin^ * ^ ^ 

Hiernach erhalten wir statt (l) eine Gleichung, die wir folgendergestallt schreiben 

können: 

«^M-CVH-^E'ttP+Fa« » o (•) 

indem wir: 



I7Z5a ^ 5= ti, (3) 



sm^» 



Csm^(p-^2Esin(pcos(f+Fcos^g> ^, 
r?r5S — * » (4) 



sin^9 
Csinifsinf — E(sin(pcos(p+^n(p'cos(f)+Fcos(pcos<p ^, 

7i^ -" « *^» (0 

setzen. Um von der Gleichung (2) zur Gleichung (1) zurückzugehen, haben wir folgende 
Yerwandlungs • Formeln: 

p YCOsg^usmg> u YCOS<p-i^using> ' ^p, 

fP ^ w ' rp "* w ' ^ ^ 

und erhalten» indem wir die hierdurch angezeigten Substitutionen ausführen: 

C = C'cos^iih\'Sä£i'cosg)cosf'hTcos^g>\ (e) 

F « Csin^q>+aE'sin(psinq>+Fsin^g>\ (7) 

E = Csing>€OSf+EXsinffcosg>'+cosg>sinq/)-i-¥'sin(pcosg>\ (s) 

50B. Aus der Gleichung (3), (4) und (5) erhalten wir, wenn wir darauf Rücksicht 
nehmen, dass 9 gleich (fp-^f) ist, nach einigen trigonometrischen Umformungen: 

mithin: 

(E'*— CF)5m«^ « E«— CF. (9) 

Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn wir die Gleichungen (6) nnd (7) addiren : 

C+StE'cos9+S' =» C+F. (to) 

Aus den Gleichungen (9) nnd (10) folgt, dass die Ausdrücke: 

(E'2_CT>n'^, C+2EVos^F (11) 

unverändert dieselben bleiben, aufweiche zwei, irgend einen Winkel 9 einschliessende, 

Durchmesser wir auch die Gleichung der gegebenen Curve bezichen mögen. 

Wenn wir die gegebene Curve auf belieh^igCi aber unter rechten Winkeln sich 
schneidende I Durchmesser beziehen, so sind folgende Ansdrttcke constant: 

£'2_cT' C+F'. («) 

WeDD wir endlich nor zageordnete Darchmesser za Coordinaten »Axen ncnmen, so 

sind folgende Ansdrücke constant: 

CTsin'», C'+r, («9) 

• 11 • 
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-509« Die Deatong der vorstehenden Resultate führt uns zn bekannten Satxen. Es 

seien zavörderst: 

w« = a^vM-b«n% 

w^ = a'V^+b'^aS 
die Gleichungen irgend einer Ellipse, bezogen auf zwei verschiedene Systeme zugeordne- 
ter Darchmesser. Alsdann ist (13): 

ä'h^sin^» = a'^b'^Ä/i^y, 
wenn wir die von den beiden Paaren zugeordneten Darchmesser eingeschlossenen Win* 
kel'^ und d'' nennen. Es ist also anch: 

l^ahsind' s U^Vsin^'i 
Alle um eine gegebene Ellipse beschriebenen Parallelogramme ^ deren gegenüberlie- 
gende Seiten zweien zugeordneten Durchmessern parallel sind, sind einander gleich. 

Es ist femer (13): 

a«+b2 = a'*+b'«: 

Die Summe der Quadrate irgend zfpeier zugeordneter Durchmesser einer gegebe- 

nen Ellipse bleibt sich immer gleich. 

510. Wenn 

wM-cv'+2cuv+fQ* = 

die Gleichung einer auf zwei sich unter rechten Winkeln schneidende Durchmesser bezo- 
genen Ellipse ist| so ist (12) 

c -I- f 

constant, wie wir auch jene rechtwinkligen Durchmesser annehmen mögen. Es ist aber 
sogleich ersichtlich, dass (*c) und ( — f) die Quadrate derjenigen Segmente sind, die 
auf der ersten und zweiten Axe von solchen Tangenten der Ellipse, die bezüglich der 
zweiten und ersten Axe parallel sind, abgeschnitten werden. Die Summe dieser Qua« 
drate ist also constant und zwar gleich der Quadratsumme der beiden halben Axen der 
Curve. Man sieht hieraus, dass die Diagonalen aller um eine gegebene Ellipse bescbrie* 
nen Rechtecke dieselbe Länge haben und doppelt so gross sind> als diejenige Chorde, 
welche die Scheitel der beiden Axen der Ellipse verbindet Also (I, 343) : 

Der Ort ßlr die Durchschnitte zweier auf einander senkrechten Tangenten einer 
gegebenen Ellipse {oder Hyperbel) ist ein Kreis. *) 

611. Wenn die Coordinaten-Axen, auf welche wir ein und dieselbe gegebene Curve 

zweiter Classe beziehen, irgend zwei beliebige sind, und wir demnach die allgemeine 

Gleichung: 

AwM-2Bvw+Cv*+2Duw+2Euv+Fu' « o. 



*) In der Behandlung der geometrischen Oerter zweiter Ordnung haben wir geielgt, dass 

constant ist,^ wenn dTe allgemeine Gleichoag: 

iUy«+2axy+/Jx*+2yy+2^x+l = o, 
dieselbe Ellipse auf beliebige rechtwinkliche Coordinaten • Axen bezogen, darstellen soll. 
Wenn y und S gleich Null sind und ako der Aufangspunct der Coordinaten in den Mittel« 

pnnct der Carve fallt, so bedeuten 3 und - die Quadrate der halben in die Coordinaten« 

Axen fallenden Darchmesser« Also: 

Die ^umme der Quadrate der reciproten Werthe irgend MH^eier auf einander eenk- 
recht stehender Durchmeeaer einer Klipse oder Hyperbel ist eine conetante Grösse^ 
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ZQ Grande legen, so können wir Itir diesen allgemeinsten Fall nnmittelbar die Ausdru- 
cke der letzten Nammem umformen, indem wir (455): 

AC^B^ AE-BD AF^D^ 

A^ ' A^ ' A» 

flSr C, E and F schreiben. Statt der Aasdrücke (ll) erhalten wir alsdann folgende: 

[ (AE— BD)^--(AC--B0(AF-D^ )]5//i^j» 

( AC— B^>i>2(AE— BD)i:q5^+(AF-D^) ,' 

indem wir, wie dort, ^en jedesmaligen Coordinaten • Winkel dorch 9 bezeichnen. Fär 
den Fall der Parabel, wo A =s o, werden die beiden vorstehendm Ansdrücke nnendlich* 
Wenn aber A nicht gleich Null ist, und wir dasselbe ein ftir alle Mal beliebig anneh- 
men, so sind diese Aasdriicke constant, anf welches Coordinaten -System wir die gege- 
bene Carve aach bezichen mögen. Indem wir insbesondere zwei zugeordnete Durchmes- 
ser der Curve, die irgend einen Winkel % mit einander bilden, als Coordinaten -Axen 
nehmen, erhalten wir, wenn wir die Quadrate dieser Durchmesser durch z' und z' be- 
zeichnen, nnd^ der Einfachheit halber, in der allgemeinen Gleichung A s 1 setzen: 

z'+z" « (G-BV2(E-«BD)co^^+(F— D^), 
—zz sin^ = [(E— BD)'-(C-B2)(F-D2)]5i/22*. 
%' und z" ^d also die beiden Wurzeln folgender quadratischer Gleichung: 

x2-.[(C-B*)+2(E— BD)roj*+(F— D^)]z-^[(E-BD)»^(C-B2)(F-D»)] « 0. (16) 

Wenn das letzte Glied dieser Gleichung negativ ist, so lehrt die Theorie der alge- 
braischen Gleichungen, dass die Wurzeln beide reell und von entgegengesetztem Zeichen 
sind. Für diesen Fall, wo die bezügliche Curve eine Hyperbel ist, haben wir also 

folgende Bedingung: 

(E-BD)^-(C-B«)(F-DO > o, 

in Uebereiustimmung mit der 457. Nummer. 

Die Hyperbel ist eine gleichseitige, wenn das mit der ersten Potetiz von z be- 
haftete Glied aus der obigen Gleichung ausfallt, also, in dem Falle, dass: 

(C— B^H^— BI>yö5»+(F— D^) = o. 

Wenn das von z unabhängige Glied der Gleichung (i6) einen positiven Werth er- 
halt, so sind die W^urzeln dieser Gleichung entweder imaginär oder reell und von dem- 
selben Zeichen. Diesem Falle entspricht die Bedingung: 

(E-.BD)»-(C— B«)(F-D^) < o. («7) 

In dem Falle reeller Wurzeln können beide positiv oder beide negativ sein , einmal ist 
die Curve eine Ellipse, das andere Mal ist dieselbe imaginär. Jenes findet Statt, 
wenn der Coefficient von z in der Gleichung (16) negativ, dieses, wenn derselbe positiv 

ist Dieser CoefEcient: 

-[(C^B«)+2(E-BD)co5*+(F-D2)], (i$) 

hat offenbar das entgegengesetzte Zeichen mit den Ausdrücken: 

(C-B^ und (F-D^), (19) 

die nach der vorstehenden Bedingung nothwendig im Zeichen ttbereinstimmen mBssen. 

Wenn nemlich dem Ausdrucke (18) dasselbe Zeichen als den Ausdrücken (19) zukommen 

sollte, so müsste 2(E— BD)ro^^ mit den beiden letztgenannten Ausdrücken von entgegen- 
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geseistem Zeichen nnd, abgesehen vom Zeichen, ^grosser als die Somme dieser Aasdrü- 
cke seini was onmSgllch ist, da, nach (17) s 

(E-BD) < l/[(C— B«)(F-D')]. 
Für den Fall der Ellipse sind also die Aosdrttcke (19) negativ; sie sind positiv (ür den 
Fall» dass die bezügliche Corve imaginär ist. 

512, Die beiden Warzeln der Gleichung (16) sind: 

z = VaKC— B*)+2(E-BD)co5^+(F-D»)], 

l/([C-B«+2(E-BD)co5^+F~D2]V/i2?4-/»[(E^BD)2--(C— B2)(F-D^)1ä/i2^) , , 
± ^^ > ('o) 

nnd als Bedingung {Ür die Realität dieser Warzeln erhalten wir: 

c/n^?^ / _(E-BDy-(C^B^)(F-^D ^) 

'''' ^ > -*• (C-B^+2(E-BD)^o.^F-Dr 
Für den Fall der Hyperbel wird diese Bedingung immer erfüllt; (hr den Fall der Ellipse 
und imaginären Curve, ist, wovon man sich leicht überzeugt, derjenige Ausdruck, wel- 
cher, nach dieser Bedingung, kleiner sein mnss als 5/^^, immer kleiner als die Einheit, 
nnd somit bat die Gleichung (16) bei gehöriger Bestimmung des Winkels $ immer 
reelle Wurzeln. Die Gleichung (16) hat gleiche Wurzeln, wenn: 

Dieser Werth von sin^ ist derselbe, der, nach der 501. Nummer, sich auf diejenigen 
beiden zugeordneten Durchmesser bezieht, welche sich unter den kleinsten (und grosse- 
sten) Winkeln schneiden. Denn die letzte Gleichung geht in die Gleichung (26) der 
eben angezogenen Nummer über, wenn B a D « o. Yon allen zugeordneten 
Durchmessern schneiden die gleichen einander unter dem kleinsten 
Winkel 

Wenn wir annehmen, dass der Coordinaten- Winkel ein rechter ist, und wir die 
Grösse der beiden Azen bestimmen wollen, so gehen, indem wir * = 5 =» Vit^ setzen, 
die Ausdrücke für z (20) in folgende über: 

« = */2((C-B^)+(F-D^))±y,l/([(C«B«)-(F-D^)]M-4(E-BD)^). 

Wenn wir annehmen, dass der Anfangspunct der Coordinaten mit dem Mittclpunctc 
der Curve zusammenfalle, und demnach B a D s o setzen, so erhalten wir aus (16) zur 
Bestimmung der Quadrate der beiden Azen der Curve, folgende Gleichung: 

z » V2[C+2EcosiM-Fj±v;i/[(C+2Ecoi«+F)«+4(E«— CF)], 
und wenn wir überdiess noch die Annahme rechtwinkliger Coordinaten* Axen machen: 

« « y2(C+F)±y;i^[(C-F)^+4E«]. 

t 

S 3. 

Aligemeinere Coordinaten- BestimnMng. Zweite Biicussion aller einzelnen 

Fälle ^ welche die allgemeine Gleichung umfasst. 

513. Wenn man in dem gewohnlichen Systeme der Punct« Coordinaten y und z den 
Anfangspunct verlegt, ohne die Richtung der Azen sn ändern, so wachsen oder vermin- 
dern sich diese Coordinaten um eine constante Grosse. Wenn wir erstens, indem wir 
w » 1 setzen^ jede der beiden Linien* Coordinaten v und o um eine constante Grosse 
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< 

ändern, so erhalten wir ans den Gleichnngen zwischen diesen' Linien -Coor^aten an- 
dere Gleichnngen desselben Grades nnd diese Umformung entspricht derjenigen Umfor- 
mung der Gleichungen zwischen Punct-Coordinaten, die ans der blossen Yerlegnng des 
Änfangspanctcs hervorgeht« Es tritt nns hier also die natürliche Frage entgegen» was die 
neuen veränderlichen Grössen bedeuten i die aus den ursprünglich gegebenen Coordina* 
ten V nnd u sich ergeben, wenn wir diese um constante Grossen v' und u wachsen oder 
sich vermindern lassen. 

T, als Ordinate irgend einer geraden Linie QP, bedeutet den reciproken WerthFig. 9. 
des mit entgegengesetztem Zeichen genommenen, von dieser geraden Linie auf der ersten 
Axe bestimmten, Segmentes OP. Wir wollen die Ordinate v um eine gegebene Grosse 
V verkleinem. Wenn wir diese gegebene Grösse, ähnlich wie v, .als Ordinate construi- 
ren, so gehört dieselbe irgend einer geraden Linie Q'P an, die in einem bestimmten 

Puncte, P', in die erste Aze einschneidet nnd es kommt: 

l 

Es ist hiemach , wenn wir die neue veränderliche Grösse durch q bezeichnen : 

V » V— v , 

und also: 

_ / 1 1 \ OP--OF P'P 

Bei einer analogen Bezeichnung erhält man : 

Wenn v und u' ihr Zeichen ändern , so rttcken die beiden Pnncte P' nnd Q' auf die 
negative Seite der x nnd y. 

Wir sehen hieraus, dass, wenn wir statt v und n die neuen Teränderlichen Gros- 
sen und Coordinaten^ q und a, durch folgende Gleichungen einführen: 

V =3 t'+v, u « »+u , 

diese neuen Cöordinaten die reciproken Werthe der vierten Proportionalen zu den auf 
den beiden Cöordinaten- Äxen zwischen der beliebigen geraden Linie (v, u) und der gera- 
den Linie (v', u ) und den auf diesen Axen zwischen jeder der beiden eben bezeichneten 
geraden Linien und dem Anfangspuncte liegenden Segmente bedeuten. Wir können die 
bisherige Bestimmung der Linien - Cöordinaten als einen besondem Fall dieser neuen 
Cöordinaten- Bestimmung betrachten; denn wir kommen auf jene zurück, wenn wir die 
gerade Linie (v', n) sich unendlich weit vom Anfangspuncte entfernen lassen. Die neue 
Cöordinaten -Bestimmung wird illnsorisch, wenn v nnd n' unendlich werden nnd also die 
gerade Linie (v^ n) durch den Anfangspunct geht Für jede durch den Durchschnitt die- 
ser Linie mit der ersten nnd zweiten Axe gehende gerade Linie sind q nnd u gleich Null, 
für diese Linie selbst ist q sowol als u gleich Nijl. Je nachdem eine gerade IJnie in 
Beziehung auf die Durchschnittspuncte P nnd Q' nach der positiven oder negativen Seite 
der X nnd y einschneidet, sind v und u positiv oder negativ. Für jede durch den An- 
fangspunct. gehende gerade Xinie sind v nnd u beide unendlich, aber: 

p PP QQ' 1 t _ V 

u * ÖP.OP ' OQ.OQ' * ÖF ' Ö^ "• 5' 

Sik. Wir können zweitens auch, indem wir a =3 1 setzen, die Linien • Cöordinaten Fig. 9. 
w und V um constante Grössen w' und v sich ändern lassen. Wenn wir wiederum diese 



88 Zur Theorie der 

Grössen ab Coordinaten irgend einer geraden Linie P'Q' betrachten, so erhalten wir: 

w' = -OQ', V = -^|. 

Bezieben wir femer w nnd v aaf irgend eine beliebige gerade Linie PQ, so ist 

und wenn wir 

W— w' = (Pf V— V =s i^, 

setzen, so kommt: 

tp - -Q'Q, 
_ OQ OQ _ OQ.OP - -OQ.OP _ Q'Q 

^ "" op op' "" . öp:öf "" MN* 

indem wir die Abscisse des Darchschnittsponctes der beiden geraden Linien PQ und P'Q', 

für weFche sich sogleich folgender Werth ergibt: 

OP.OP(OQ-OQ) 

OQ.OP'-O^Q'.OP ' 
durch MN bezeichnen. 

Wir sehen hieraus ^ dass, wenn wir neue Linien - Coordinaten durch folgende beide 

Gleichungen: 

w == ff4-w', V = p-i- v, 

einfiihren, die erste dieser beiden Coordinaten, tp^ das negativ genommene Segment be* 
deutet, das sich auf der zweiten Axc von ihrem Darchschnitlspuncte mit der geraden 
Linie (w', v) bis zu ihrem Durchschnitte mit der geraden Linie (w, y) erstreckt Die 
zweite neue Coordinate (^ ist der Quotient der Abscisse des Durchschnittspunctes der bei- 
den eben genannten geraden Linien in das, zwischen diesen beiden geraden Linien lie- 
gende, Segment der zweiten Axe. fp ist positiv oder negativ, je nachdem die bezügliche 
gerade Linie in Beziehung auf (w', y) in die zweite Axe nach der negativen oder positi- 
ven Seite der y einschneidet ^ ist positiv oder negativ, je nachdem das Segment Q'Q 
und die Abscisse MN gleiche oder entgegengesetzte Yorzeichen haben; oder, was für den 
Fall rechtwinkliger Axen dasselbe heisst, je nachdem 

tangQPX < tangQ'PX, oder tangQPX < tangQVX. 
Für die gerade Linie P'Q' sind fP und (^ beide gleich Null. Für irgend eine gerade Linie, 
die mit P'Q' parallel ist, ist (^ s o. Für irgend eine der zweiten Axe parallele gerade 
Linie, MR, sind fP und p beide unendlich, aber es ist: 

P 

Wenn die gerade Linie P'Q' oder (w', v') der ersten Axe parallel ist, so haben p und v 
dieselbe geometrische Bedeutung; wir kommen ganz auf die ursprüngliche Coordinaten- 
Bestimmung zurück, wenn wir diese gerade Linie mit der ersten Axe zusammenfallea 
lassen. Wenn die gerade Linie P'Q' der zweiten Axe parallel ist, so wird die neue 
Coordinaten -Besftimmung illusorisch. Wenn diese gerade Linie durch den Anfangspunct 
geht, so haben fP und w dieselbe Bedeutung und den Werth von p können wir wie oben 
construiren. Für parallele gerade Linien hat p dieselben Werthe. 

5l5. Wir wollen , indem wir a gleich Eins setzen , von der allgemeinen Gleichung : 

Aw^+2Bvw+Cv^+2Dw+2Ev+F « o, (i) 

ausgehen. Diese Gleichung verwandelt sich, wenn wir 
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W 5SS t+w', V 8=S S+V, 

setzen / in folgende: 

At^2B3t+Cs«+2(Aw'+Bv+D)t+2(Bw'+Cv+E)5 

+Aw'H-2Bvw'+Ct^+2Dw'+2Ev+F = o. (a) 

Da wir über die beiden constanten Grössen w' nnd v vorlänfig dnrchans keine nähere 

Bestimmong gemacht haben, so können wir dieselben nun so annehmen, dass die Form 

der letzten Gleichung sich vtrein£aicht Setzen wir demnach; 

Aw'+Bv'+D c« o, 
Bw'+Cv+E = o, ^^^ 

so erhalten wir ftlr w' and v folgende Werthe: 

, BD-^AE BE-CD , , 

Diese Coordinaten- Werthe werden nor dann mendlich oder nnbestiinmt, wenn 

AC— BV= o; 
abstrafairen wir also von diesem besondem Falle, so können wir der Gleichang (2) je- 
desmal, nnd nnr auf eine einzige, Weise folgende Form geben: 

AtM-2Bst+CsM-F = o, (6) 

indem wir, der Kürze halber, 

, Aw'H2BvV+Cv^+2Dw'+2£v+F « F (6) 

setzen. Wenn wir die erste der beiden Gleichangen (3) mit w', die zweite derselben mit 

y' maltiplidren and dann ihre Summe von der Gleichung (6) abziehen, so kommt: 

Dw'+Ev'+F ^ F', 

mithin, wenn wir für w' und v ihre Werthe sobstituiren t 

(AC--B^)F-CDM-gBDE— AE^ F 

oder auch , wie man leicht sieht : 

(AE--BDy->(A C- B^)(AF-^D^ ) _ p, 
~ A(AC— B^) "" ' 

(BE-CD)MAC— B^)(CF--E^) _ „, 

5l6« Die Gleichnng: 

t « jcs, (7) 

stellte wenn wir durch x irgend eine constante Grosso bezeichnen» einen Punct dar, und 
dieser Punct liegt , da in dieser Gleichung t nnd s zugleich verschwinden , auf der gera- 
den Linie (w', v). x bedeutet, was sogleich aus der 514* Nummer folgt, die mit entge- 
gengesetztem Zeichen genommene Abscissc dieses Punctes. Eliminiren wir aus dieser 
Gleichung und der Gleichung (5) die Werthe für t und s, d. h. für die Coordinaten der 
durch den Punct (7) gehenden Tangenten der gegebenen Curve zweiter Classc, so 

kommt: 

F' \ 1/ y- — Fx* \ Y2 

Ax^2Öx+C/'^ ^''*VAxa+2ßx+CJ • ^'^ 

Wir erhalten also, sowol für t als für s, gleiche und entgegengesetzte Werthe. 
Wenn wir also von irgend einem Puncte der geraden Linie (w', v) an die gegebene 
Curve zwei Tangenten legen, so wird das von diesen beiden T^^g^t^^^^ A°f ^^^ zweiten 
Axe interceptirte Stück von jener geraden Linie (w', v'} halbirt ; diese Linie , die beiden 
Tangentea ond eine , durch ihren gemeinschaftlichen Dqrchscbnittspunpt gehende, der 

n. 12 . 
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zweiten Axe parallele, gerade Linie, bilden also ein System von vier H^rmonicalen. Se* 

tzen wir x ra n« so kommt: 

/ p \ 1/ 

s«±o, *""±v~Ay • 

Die beiden, der geraden Linie (w', y) parallelen, Tangenten der gegebenen Carve liegen 

also za beiden Seiten dieser Linie nnd gleich weit von ihr entfernt (Der letzte Werth 

fiir t ist gleich demjenigen halben Durchmesser der gegebenen Carve , welcher der zwei* 

ten Axe parallel ist). Setzen wir x s o, so kommt: 

/ F\% 
s^±{^-^J , t - ±0. 

Bestimmen wir x so, dass 

AxM-2Bx4«G « 0, (9) 

so kommt: 

S = ±n; t «a ±eo. 

Für jeden der beiden so bestimmten Werthe für x erhalten wir also zwei, der zweiten 
Axe parallele, nnd zusammenfallende Tangenten: es sind diese Werthe fdr x die Abscis- 
sen derjenigen beiden Pnncte, in welchen die gerade Linie (w', v') der Carve begegnet 
und die Tangenten in diesen beiden Poncten sind der zweiten Axe parallel. Alle diese 
Bemerkangen führen dahin , dass die gerade Linie (w', v') derjenige Durchmesser 
der gegebenen Carve ist, dessen zugeordneter der zweiten Axe pa- 
rallel ist. 

Wir sehen auf den ersten Blick, wie sich an das Yorstehende eine vollständige Be- 
stimmung der durch die gegebene Gleichung dargestellten Curve bequem jinschliesst In 
dem Folgenden wollen wir indess uns bloss darauf beschränken , die Discussion der ver- 
schiedenen Fälle, welche die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen w nnd 
V nmfasst, kurz anzudeuten, nnd zeigen, wie wir auch auf diesem andern Wege zu den 
Resultaten der 456. — 467* Nummer gelangen können. 

517. Wenn wir erstens annehmen, dass 

AC— B» < o, (,o) 

so hat die Gleichung (9) reelle Wurzeln , die wir x und x" nennen wollen und die gerade 
Linie (w', v*) begegnet also der Curve wirklich in zwei Puncten, deren Abscissen jene 
beiden Wurzeln sind. Für gewisse Werthe von x erhält man also reelle, für andere 
Werthe von x imaginäre Tangenten. Wir können dem Ausdrucke unter dem Wurzel- 
zeichen in dem Werthe für s folgende Form geben: 

-F 

ACx-x'Xx-x")* 
und dieser Ausdruck muss positiv sein, wenn die bezüglichen Tangenten reell sein sollen. 

Wenn: 

F P 

•T< o oder 1 > 0, 
A A 

so ergibt sich, wenn wir für F' seinen Werth substituiren nnd auf die Bedingung (10) 

Rücksicht nehmen ^ 

(AE-BD)»-(AC-B^(AF-D») < («,) 

oder: 

(AE-BD)«-(AE-.B«)(AF^D») > o. (la) 

Wenn also die Bedingung (11) neben der Bedingung (lO) besteht, so erhalten wir 
nur dann reelle Tangenten, wenn wir für x einen solchen Werth annehmen, der nicht 
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zwischen x' nnd x" fallt. Es kann dieser Werth bis i^ wachsen nnd abnehmen. Die 
durch die allgemeine Gleichung (l) dargestellte Carve liegt in diesem Falle ganz inner- 
halb der beiden der zweiten Axe parallelen Tangenten, ist eine [geschlossene Cnrve und 
heisst Ellipse, 

Wenn hingegen die Bedingung (12) zugleich mit der Bedingung (10) besteht, so 
entsprechen nur solchen Werthen von x reelle Tangenten , die zwischen x' und x" fallen. 
Es gibt alsdann einen grossten negativen Werth iör den Ausdruck: 

(x— x')(x— x"). (i3) 

Bekanntlich erhalten wir diesen ^ wenn wir 

x+x 

setzen nnd also der durch (7) dargestellte Punct die Mitte des von der Corve auf der 
geraden Linie (w', v) interceptirten Segmentes (der Mittelpunct der Cnrve) ist Es ergibt 
sich für die Abscisse dieser Mitte aus (9) : 

X +X'' B 

Dem auf diese Weise bestimmten maximum entspricht ein kleinster positiver nnd nega- 
tiver Werth von s. Wenn wir also von einem derjenigen beiden Pnncte der geraden 
Linie (w', v'), aufweiche x' und x" sich beziehen, die auf der Cnrve liegen nnd in de- 
nen die Tangenten der zweiten Axe parallel sind, zu Puncten übergehen, welche zwi- 
schen denselben liegen, so nähert sich die Richtung der durch solche Pnncte gehenden 
Tangenten immer mehr der Richtung der geraden Linie (w', v), bis wir zu jenem Pnncte 
kommen, der in der Mitte der beiden eben bezeichneten liegt. Die beiden Tangenten, 
die dieser Gränzc entsprechen, heisscn Asymptoten. Denken wir uns ntgi die Pnncte 
der Cnrve als die Durchschnitte der stetig auf einander folgenden Tangenten, so ist of- 
fenbar, dass diese Cnrve ans zwei Zweigen besteht, die ganz auf den beiden äussern Sei- 
ten der, der zweiten Axe parallelen, Tangenten liegen. Die Pnncte dieser beiden Zweige 
liegen immer weiter von diesen Tangenten entfernt, je mehr sich die ihnen entsprechen- 
den Tangenten den Asymptoten nähern. Die Berfihrnugspuncte auf den Asymptoten lie- 
gen unendlich weit, oder wenn man sich so ausdrücken will, jede Asjrmptote schneidet 
die beiden Zweige in zwei, nach entgegengesetzter Seite hin, unendlich weit entfernt lie- 
genden Puncten und solche Pnncte sind als zusammenfallend zu betrachten; sie bildet 
den Uebergang von den Tangenten, die einen Zweig berühren, zu den Tangenten, die 
den andern Zweig berühren« 

Die Cnrve, welche in dem in Rede stehenden Fall durch die allgemeine Gleichung 
(l) dargestellt wird, heisst Hyperbel, und liegt in denjenigen beiden von den Asymp- 
toten gebildeten Scheitelwinkeln, in denen derjenige Durchmesser nicht liegt, welcher 
der zweiten Axe parallel ist 

518. Wenn A » o, so redudren sich die Gleichungen (8) auf folgende: 

^leblnen wir in der ersten dieser beiden • Gleichungen : 

C 

so erhalten wir: 

12* 
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Die gerade Linie (w', V) begegnet der Carve nur in dem einzigen Pancte, dessen Ab- 
scuse gleich ist (^9c) nnd nar in diesem Poncte ist die Tangente der zweiten Axe paral- 
lel. Nehmen wir x s= eo, so kommt: 

s =s ±0, t es ±«g. 

Die Carve erstreckt sich also za beiden Seiten der geraden Linie (w', v) ins Unendliche. 
Dem allgemeinen Ausdrucke für s können wir folgende Form geben: 

Der Werth fttr F redocirt sich in vorliegendem Falle auf: 

FB^— 2BDE+CD» 

Nehmen wir daher an, was immer erlaubt ist, B sei positiv» so ist f — k j positiv 

oder negativ, je nachdem: 

FB*— 2BDE+CD« < 0, (u) 

oder: ^ 

FB«-2BDE+CD» > 0. (is) 

Wenn die Bedingung (14) erfbUt wird, so ist also der Werth von s reell, wenn wir: 

X > x' 
nehmen, nnd imaginär im entgegengesetzten Falle; d. h« alle reelle Tangenten scbneiden 
in Beziehung auf die der zweiten Axe parallele Tangente nach der positiven Seite der x 
in die gerade Linie (w', v') ein* Die Cnrve liegt also ganz nach der negativen Seite nnd 
erstreckt sich nach dieser Seite hin ins Unendliche« Wenn statt der Bedingung (14) die 
Bedingung (15) befiriedigt wird, erhalten wir gerade die umgekehrten Beziehungen. 

Die durch die allgemeine Gleichung (l), in dem Falle, dass A «« o ist, dargestellte 
Cnrve heisst ParabeL 

519« Wenn wir zweitens annehmen, dass 

AC— B^ > o, (.6) 

so sind die beiden Wurzeln der Gleichung (9) imaginär und das Zeichen des ersten Thci- 
les dieser Gleichung stimmt immer mit dem Zeichen des Werthes von A tiberein ^ \^e 

mr auch x annehmen moffen. Je nachdem 

F F 

j > o oder ^2< o 

sind die Werthe fiir s nnd t immer imaginär oder immer reell. In dem ersten dieser 
bdden Fälle erhalten wir, wenn wir auf die Bedingung (16) Rücksicht nehmen: 

(AE-BD)«-(AC-B*)(AF-D«) > 0, («f) 

in dem zweiten Falle: 

(AE-BD)«-<AC-B«XAF-D«) < 0. («t) 

Wenn also die beiden Bedingungen (16) nnd (17) befiriedigt werden, so lassen sich 
von keinem Pnncte der geraden Linie (w', V) reelle Tangenten an die durch die allge- 
meine Gleichung (l) dargestellte Cnrve legen« Diese Curve hat überhaupt keine Tangen- 
ten nnd ist imaginär. 

Wenn hingegen den beiden Bedingungen (16) und (18) Genüge geschieht, so lassen 
sich von jedem Pnncte der geraden Linie (w', V) zwei reelle Tangenten an die gegebene 
Cnrve legen. Die Werthe von s nnd t können durch keine Annahme fär x unendlich 
werden, er gibt also keine der zweiten Axe parallele Tangenten. Es findet aber ein 
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maximum für den Werth von s Statt, dem ein minimum des Ausdrnckes 

entspricht. Wir erhalten dieses minimnm bekanntlich, indem wir 

also gleich der halben Summe der (imaginären) Worzeln der Gleichung (9) setten* Wenn 
wir nns von dem durch diesen Werth von x bestimmten Poncte, auf der geraden Linie 
(w'f v), nach beiden Seiten hin entfernen, so erhalten wir solche Paare von Tangenten, 
deren Richtung sich der Richtung dieser geraden Linie immer mehr nähert , bis wir 
endlich diejenigen beiden Tangenten erhalten, die mit ihr parallel sind und ftir welche 
sich, indem wir x s n Setzen: 

ergibt. Indem man auf diese Weise die Richtnng der Tangenten, welche in den ver« 
schiedenen Puncten der geraden Linie (w', v) einschneiden, verfolgt, ttberzengt man sich 
leicht, dass die durch die allgemeine Gleichung dargestellte Cnrve zwei Asymptoten hat, 
wodurch eine Gränze (är die Richtung ihrer Tangenten bezeichnet wird. Die Cnrve ist 
eine Hyperbel und liegt in denjenigen von den beiden Asymptoten gebildeten Scheitelwin- 
keln, in welchen auch der, der zweiten Axe pamllele, Durchmesser derselben fällt. 

520. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall nnberücksichtigt gelassen , dass F ver- 
schwindet und also: 

(AE-BD)«-.(AC-.B^(AF^D«) « o. 

Alsdann bestehen die drei Gleichungen s 

Aw4-Bv+D ^ o, 

Bw4-Cv-t-£ «SS o, 

Dw+Ev+F « o, 
zugleich und mithin liegt auch der durch die dritte dieser Gleichongen dargestellte Pnnct 
auf der geraden Linie (w', v ), welche die durch die beiden ersten Gleichungen dargestell- 
ten Puncte enthält In diesem Falle nimmt die umgeformte Gleichnng (5) folgende 

Form an : 

X AtH^st-K)s^ « o, (19) 

und stellt mithin ein System von zwei Pnncten dar,^ die auf der geraden Linie 

(w', V) Hegen. Diese beiden Puncte sind reell oder imaginär, je nachdem 

AC-B« < 0, 
oder : 

AC— B» > o. 

Wenn insbesondere A «s o , so verwandelt sich die Gleichnng (19) in 

s(2Bt-t-Cs) sa 0, 

und diese Gleichung stellt, wie man leicht sieht, zwei solche Puncte dar, von welchen 

der eine unendlich weit entfernt liegt 

Wir erhalten die Gleichung der beiden durch (19) dargestellten Pnncte in w und v, 
wenn wir von den neuen Coordinaten t und s zu den ursprünglichen vermittelst der 
Gleichungen: 

t ea W— W', Sä V— V, 

zurückgehen und für w' und v' ihre Werthe (4) sdbstituiren. 
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521. In dem Falle , dass die allgemeine Gleichong des zweiten Grades zwischen** w 
und y ein System von zwei reellen Poncten darstellt, können wir nns auch des Ansdra* 
ckes bedienen > es stelle diese Gleichung eine solche Ellipse dar, die ans irgend einer 
gegebenen Ellipse entstanden ist, indem eine Axe derselben unverändert geblieben, die 
andere aber bis zum Verschwinden abgenommen hat, so dass die beiden Hälften, in 
welche die Ellipse darch die erstgenannte Axe getheilt wird, in dieser Axe zasammenfal» 
len und als eine, nach beiden Seiten hin, begränzte gerade Linie erscheinen. Jede bclie* 
bige durch einen dei[ beiden Endpnncte derselben gehende gerade Linie ist als Tangente 
zu betrachten. 

Man kann aber auch mit gleichem Rechte sagen, dass in dem vorliegenden Falle 
die allgemeine Gleichung eine Hyperbel darstelle, deren imaginäre Axe bis zum Ver- 
schwinden abgenommen hat, so dass dieselbe als eine, nach beiden Seiten hin, nnbe- 
gränzte, in der Mitte aber unterbrochene gerade Linie erscheint. Als Tangente ist jede 
beliebige gerade Linie zu betrachten, welche durch einen derjenigen beiden Puncte gebt, 
in welchen jene gerade Linie, nach der Mitte hin, begränzt wird. 

Es erscheinen also hier, indem wir Linien - Coordinaten zu Grunde legen, eine El- 
lipse und eine Hyperbel, die eine Axe gemeinschaftlich haben, nnd deren andere Axe 
bis zum Verschwinden abgenommen hat, oder, mit andern Worten, eine begränzte 
gerade Linie, und die Verlängerungen derselben, nach beiden Seiten, ins Unendliche 
hin, in analytischer Hinsicht als identisch unter sich und mit einem Systeme von zwei 
Puncten. Ein solches System von zwei Puncten bildet den Uebergang von Ellipsen zu 
Hyperbeln; die zweite reelle Axe der Ellipse gebt, indem sie, oder vielmehr ihr Quadrat, 
durch Null geht, in die imaginäre zweite Axe der Hyperbel über. 

Wenn wir die reelle Axe einer gegebenen Hyperbel immer mehr abnehmen lassen, 
während die imaginäre Axe unverändert bleibt, so nähert sich die Hyperbel immer mehr 
einer geraden Linie, und geht in diese Linie selbst über, wenn die reelle Axe gleich Null 
wird. Diese gerade Linie ist, in analytischer Hinsicht, als identisch zu betrachten mit 
einem Systeme zweier imaginärer Puncte (458) und bildet den Uebergang von einer Hy- 
perbel zu einer imaginären Curve, wobei die reelle Axe der erstem, indem ihr Quadrat 
durch Null geht, imaginär wird. 

Wenn der Brennpunct einer gegebenen Parabel dem Scheitel derselben sich immer 
mehr nähert, so nähert sich die Curve immer mehr ihrer Axe. Diese Axe, mithin eine, 
nach einer Seite hin, begränzte, nach der andern Seite hin, aber unbegränzte gerade 
Linie, die mit dem Systeme zweier Puncte, von welchen der eine nach der Richtung 
der Axe unendlich weit liegt und der andere der Scheitel derselben ist, in analytischer 
Hinsicht als identisch zu betrachten ist, bildet die Gränze nnd den Uebergang zu sol- 
chen Parabeln, die sich nach entgegengesetzter Seite hin 5(&en. 

522* Es bleiben uns jetzt noch diejenigen Fälle zu betrachten übrig, in welchen 

AC^B* « o, (to) 

und also, da die gerade Linie (w', v) im Allgemeinen der zweiten Axe parallel wird, die 

bisherige Coordinaten^ Umformung nicht mehr Statt finden kann. Setzen wir in diesen 

Fällen • 

Aw'+Bv+D « o, (ai) 

Bw'+Cv'-hE - E', (aa) 

SO (allen, wenn wir die erste dieser beiden Gleichungen, nachdem wir sie zuvor mit 
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-T maltipllcirt haben, von der zweiten abziehen, w' nnd v, beide zugleich ans der resnl- 

tirenden Gleichunfir ans nnd wir erhalten: 

^, AE-BD 

Ä-- 

Setzen wir Uberdiess: 

Aw'H-aBvV+CvM-aDw+aEv'+F « o, (as) 

so geht die umgeformte Gleichung (2) in folgende über: 

AtM-2Bst+Cs«+2E's = o, (a4) 

nnd dieser Gleichung können wir, mit Berücksichtigung der Bedingungs- Gleichung (20), 

folgende Form geben: 

(At+Bs)M-2AE's =: 0. 

Diese Gleichung zeigt uns, dass wir, nm reelle Tangenten der durch die gegebene 

Gleichung (1) dargestellten Curve zu erhalten, s negativ nehmen müssen, wenn 

AE' = AE-BD > o, («s) 

und positiv, wenn 

AE-BD < 0. (ae) 

In beiden Fällen sind: 

S aa W, ß s=5 o, 

Gränzwerthe für die Richtung der reellen Tangenten. Der erste dieser beiden Werthe 
zeigt, dass die zweite Axe einer Asymptote der Curve parallel ist Der zweite dieser 
Werthe bezieht sich auf die Richtung der geraden Linie (w', v')* Diese Linie ist die an- 
dere Asymptote selbst; denn sie ist eine Tangente der Curve, was daraus hervorgeht, 
dass, wenn s nnd t zugleich verschwinden^ die Gleichung (24) befriedigt wird. Zugleich 
sehen wir, dass diese gerade Linie durch den Mittclpunct der Curve geht, denn, wenn 
wir in der eben angezogenen Gleichung s =s o setzen, kommt 

t B 

i "" ^A* 

Um die Lage dieser Asymptote in Beziehung auf die Coordinaten - Axe zu bestimmen, 

müssen wir w' und v zwischen den beiden Gleichungen (21) nnd (23) eliminiren« Der 

zweiten dieser beiden Gleichungen können wir, mit Berücksichtigung von (21) nnd (22), 

folfi:ende Form greben : 

EV+Dw'+Ev'+F = o, 

oder, indem wir für E' seinen Werth substituiren : 

ADw'-+<2AE— BD)v+AF « o, 

und wenn wir zwischen dieser Gleichung nnd der Gleichung (21) die Werthe für w' und 

v' eliminiren, erhalten wir sogleich: 

' ,, D^-AF 
^ ^ /'Ate~BD' 

,/ABF-2AED+BD» 
"^ " /" A(AE~BD) 
Wenn die Gleichung (20) befriedigt wird, so ist aus dem Vorstehenden klar, dass 
die durch die allgemeine Gleichung (l) dargestellte Curve eine Hyperbel ist, deren eine 
Asymptote der zweiten Axe parallel ist. Je nachdem uberdiess die Bedingung (25) oder 
(26) erfüllt wird, erstreckt sich ein Zweig der Hyperbel nach der positiven Seite der y 
und der negativen Seite der x nnd der andere Zweig nach der negativen Seite der y nnd 
der positiven Seite der x, oder ein Zweig erstreckt sich nach der positiven Seite der y 
nnd der x nnd, der andere Zweig nach der negativen Seite der y nnd der x. 
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Diese letzte Bemerkang folgt anmittelbar daraus , dass iör alle Tangenten der gege- 
benen Curve in d6m ersten Falle s negativ nnd im zweiten Falle positiv ist (5l4). 
523. Wenn endlich die beiden Gleichungen 

Aw'+Bv+D = 0, 

Bw'+CV+E = o, . ^'^^ 

identisch sind, so erhalten wir neben der Bedingungs • Gleichung : 

AC-B« « o, 
auch noch folgende beide Gleichungen: 

AE^BD « o, BE— CD = o. 

(Von diesen drei Gleichungen bedingen je zwei die dritte). In diesem Falle erscheinen 

die Werthe fiir w' nnd v' (4) unter der unbestimmten Form -• Indem wir die gerade 

Linie (w', v ) beliebig durch denjenigen Punct legen , der durch die Gleichungen (27) dar- 
gestellt wird 9 wenn wir in diesen Gleichungen w' nnd V als veränderlich betrachten^ 
können wir der allgemeinen Gleichung auf unendlichfache Weise die Form : 

AiM-aBst+CsM-F « o, 

oder: 

{At+Bs)M-+F » 0, (28) 

geben. Es ist: 

F' « Dw'+Ev'+F » ^7i- . 

A ' 

Die Gleichung (28) stellt ein System von zwei solchen Pnncten dar, die, wie man leicht 
einsieht» zu beiden Seiten der geraden Linie (w', v) und gleich weit von derselben ent- 
fernt, auf einer der zweiten Axe parallelen geraden Linie liegen. Diese Puncte sind 
reell, imaginär oder fallen zusammen, je nachdem: 

AF— D« < o, AF— D« > o, AF-D^ = o. 

Im letzten Falle ist noch folgende Gleichung : 

Dw'+Ev'+F = 0, 
mit den beiden Gleichungen (27) identisch. -* 

S 4. 

(ieametrüche Bedeutung der Cof$stanten in der allgemeinen Gleichung der 

Oerter zweiter Clmse. 

524- Wir wollen wieder, wie firiiheri folgende Gleichung: 

AwH^vw-M]vM-2Duw-f-2Euv-t-Fu> = o, 

als die allgemeine Gleichung der Oerter zweiter Classe betrachten, und dieser Gleichung 

(bigende Form geben: 

AwM-2(BH.Du)w+CvM-2Env+Fu« «= o. 

Alsdann ist sogleich ersichtlich, dass, wenn wir n =s i setzen i fär v irgend einen be- 
stimmten Werth V substituiren, und die entsprechenden Werthe von w durch w' nnd 
w, bezeichnen, fibr irgend zwei parallele Tangenten folgende Gleichung sich ergibt: 

w^-hw^ BvH-D 

2 " ~A 

w'+w 

^ nnd V sind die Coordinaten einer geraden Linie, welche den beiden Tangenten 
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parallel ist und von beiden gleich weit absteht« Betrachten wir diese Coordinaten als 
veränderliche Grössen , so stellt die letzte Gleichung; denjenigen geometrischen Ort dar, 
der von allen solchen geraden Linien , die wir fiir beliebige Paare paralleler Tangenten 
erhalten, umhüllt wird. Die letzte Gleichung geht, wenn wir w und ▼ an die Stelle von 

W ^'W 

— — '- und V schreiben, in folgende Über: 

Aw-f-Bv+D =a o. 

Da diese Gleichung vom ersten Grade ist, gehen alle jene geraden Linien durch ein nnd 
denselben Tunct: den Mittelpunct der Cnrve. Die Coordinaten dieses Mittelpunc- 
tes, den wir durch (y, x) bezeichnen wollen, sind folgende: 

B D 

525. Wenn wir der allgemeinen Gleichung, folgende Form geben: 

Cv'+2(Bw+Eu)v+AwH'2Duw+Fn' = o, 
n gleich Eins setzen, ftir w irgend einen Werth w' substitniren und die entsprechenden 
Werlhe von v durch V und v^ bezeichnen, so kommt ähnlich wie eben: 

v'+v Bw'+E 

~2~- C~- 

v' and V, bezieben sieb anf zwei darcb denselben Pnnct der zweiten Axe gehende Tangen- 

V "4"V 
ten der durch die allgemeine Gleichung dargestellten Curvc, und — ^S wie man leicht 

einsieht, auf eine gerade Linie ^ die zu jenen beiden Tangenten und der zweiten Axe als 
vierte Harmonieale gehört. Die letzte Gleichung zeigt, dass alle solche gerade Linien 
durch denselben Punct gehen , wie wir auch w' annehmen mögen. Dieser Punct heisst 
der Pol der zweiten Axe und für die Gleichung desselben erhalten wir 

Bw+Cv«4-E = 0. 
Die Coordinaten dieses Punctes, den wir durch (y", z") bemchnen wollen, sind also: 

« _ C „ E 

Wenn wir ^er allgemeinen Gleichung folgende Form geben: 

Fu^+2(Dw+Ev)u+Aw'+2Bvw+Cv2 = o, 

und V gleich Eins setzen, so gibt eine ganz analoge Schlussweise: 

Pw+E+Fn « o 

fUr die Gleichung des Poles der ersten Axe. Bezeichnen wir daher diesen Punct durch 

(y", x'")* *o kommt: 

E F 

"^ = D' y =" !>• 

Aus der Definition des Poles der zweiten Axe oder, überhaupt, jeder beliebigen ge- 
raden Linie, folgt unmittelbar, dass, wenn dieselbe die Curve zweiter Classc in zwei 
Punctcn schneidet, der Pol auf der Tangente in jedem dieser beiden Punctc und also 
im Dorchschnhte dieser beiden Tangenten liegt. *) 



*} I. Die Entwicklongen der beiden letzten Nummern des Textes lassen sich anf beliebige Cur- 
ven jeder beliebigen CUsse, das heisst, auf alle beliebigen a^ebraischen Cunren, aus- 
dehnen. Der allgemeinen Gleichung der Cunren irgend einer n. Glasse können wir folgende 
Form geben: 

Awti+«»wn-«(BH-C)+n(n— l)w«-?fl)v^Ev+F)-|- . . . « o. (a) 

I. 13 
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526. Wenn die allgemeine Glcichang, statt eine Carve» ein System von zwei Pnnctcn 
dsürstellt, so können wir immer noch von dem Pole einer beliebigen geraden Linie sprechen. 
Difrch diesen Pol gehen alsdann alle solchen geraden Linien , welche za der gegebenen 
geraden Linie nnd denjenigen beiden, die einen beliebigen Panct derselben mit dea bei^ 



Wenn wir für v irgend einen Werth v' beliebig annehmen, so erbalten wir, im Allgemei- 
nen, n verschiedene nnd endliche Werthe für w, die wir durch w^, Wj, W3, * • Wn he* 
zeichnen wollen, and die sich aaf solche n verschiedene, unter einander parallele, Tan- 

Senten der gegebenen Curve beziehen, deren Richtung durch die obige Annahme des Wer- 
les von V bestimmt ist; Aus der allgemeineB Theorie der quadratischen Gleicheng folgt 
alsdann: 

Wi+W2+Wa-H ♦ . +Wn Bv4-C ,. ^ 

n A^ ^ ^ 

( ^ ^ ^ — ^. j nnd \ sind Coordinaten derjenigen geraden Linie, die mit 

den in Rede stehenden n parallelen Tangenten parallel Ist nnd für welche die Ordinate des 
Durchschnittspunctes mit der zweiten Coordinaten - Aze das arithmetbche Mittel aus den Or* 
dinaten der entsprechenden Durchschnittspuncte jener n parallelen Tangenten ist« Es be- 
zeichnet diese gerade Linie, um uns kurz auszudrücken, die Richtung der Mittelkraft aus n 
gleichen Kräften, welche nach jenen n parallelen Tangenten wirken. 

Für jeden Ordinalen -Werth v' erhalten wir einen entsprechend«! Werth für 

f !■ i * * n \ jjgjfji^jitgn y^y teldc Grössen als veränderlich und schreiben 

w an die Stelle der letztern, so verwandelt sich die Gleichung (b) in folgende! 

Aw+By+C = o, (c) 

und stellt also einen Punct dar. Auf diese Weise ergibt sich folgender Satzi 

Wenn nach edlen einer beliebigen geraden Linie parallelen Tangenten irgend einer ge* 
gtbenen a^ebraiechen Curpe beUebUe^ unier einander gleiche^ Kräße wirken^ 9o geht die 
Mittelkraß aue allen dieeen Kroßen beetändig durch einen feeten lernet, wie eich die 
Richtung der partdielen Tangenten auch ändern mag. 

Wenn die allgemeine Glachung (a) insbesondere ein Sjstem von n Punden darstellt^ 
so erhalten wir einen bekannten Satz aer StatiL 

Man könnte, und zwar^ wie mir scheint, sehr passend, den Punct (c) den Mittel- 
punct der gegebenen Curve n« Classe nennen. Diese Definition des Mittelpunctes 
ist allgemeiner als die gewöhnliche, und nach derselben hat, im Allgemeinen, jede alge- 
brais<£e Curve einen Mittelpunct Wenn dieser Punct zum Anfangspuncte genommen wifd, 
und fa) die bezügliche Curve darstellen soll, so erhält man: 

B « b, C « o. 

Der Mittelpunct liegt unendlich weit, und also auch eine derjenigen Tangenten, die 'einer 
beliebigen geraden Linie parallel sind, wenn 

A =s o. 
Die Curve hat in diesem Falle einen parabolischen Zweig. Der Mittelpunct wird unbestimmt, 
wenn die drei letzten Gleichungen zugleich befriedigt werden. Ich gehe in kein Detail hier 
ein; man sieht indess leicht, wie sich hier auf sehr natürliche Webe, die Discussion der 
allgemeinen Gleichung der Oerter irgend einer Classe ergibt 

Wenn wir die Gleichung irgend einer Curve n. Classe s wischen d^ drei Goordinaten 
w^ v nnd u, der Kürze halber, durch 

ü = o (d) 

darstellen, so ergibt sich für die Gleichung ihres Mittelpunctes: 

. d"ü d-ü dnü 

Qyr^ • dw"»""*dv dw»"*du 
If. Wenn wir der allgemeinen Gleichung der Curven n. Classe folgende Form geben« 
Ay«+nva-XBw+C>fn(n— l)v»-*(DwM-Ew+F)+ . . . « o 
nnd diejenigen Werthe von v, die einem besondem Werthe von w, den wir durch w' un- 
tersdieiden wollen, entsprechen, durch V|, Vj, V3, • . • Vn heiaichnen, so ergibt sich 
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den l^ct»! des Systems verbinden, als vierte Harmonicalen gehören^ Wir erkennen 
hieraoS leicht» dass der Pol der gegebenen geraden Linie der vierte harmonische Thei- 
laogspanct zn den beiden Poncten des Systems und dem Durchschnittsponcte der gera- 
den Linie, welche diese beiden Poncte verbindet, mit der gegebenen geraden Linie, ist 



logleich : 

Vfhva'^^a'^ ■ * * Vu _ Bw'+C 

Die Ordioaiten v^, Vj, V3, • . • Vu beziehen sich anf n verschiedene Tangenten der ge- 

-i i — ! — HU* 1 

und w' sind Goordinaten einer leicht xa construirenden geraden Linie, welche ebenfalls 
durch diesen Panct geht* Wenn man nemlich der xwaten Axe irgend eine beliebige 

girade Linie parallel zieht, and den Schwerpunct gleicher Gewichte sucht, die man in dem 
archschnitte dieser Linie mit jenen n. Tangenten der gegebenen Curve sich angebracht 
denkt, so geht die in Bede stehende gerade Linie zugleich auch durch diesen Schwerpanct 
Man kann auch, was man ohne Mühe einsieht, dieselbe gerade Linie als die Richtung der 
Mittelkraft ans solchen n Kräften betrachten, die nach den Richtungen der in dem durch w'' 
bestimmten Puncte der zweiten Axe sich schneidenden n Tangenten wirken mid die sich ver* 
baltea wie diejenigen Segmente dieser n Tangenten, welche zwischen ihrem gemeinschaftli- 
chen Durchschnitte auf der zweiten Axe und einer beliebigen dieser >Axe parallelen geraden 
Linie liegen* Dieselben Kräfte verhalten sich also, bei der Yoranssetzunff rechtwinkliger 
Goordinaten - Axen , umgekehrt wie die Sinus derjenigen Winkel, welche ihre Richtungen 
mit der zweiten Axe bilden. 

Wenn wir w' als veränderlich betrachten and mithin nach einander von verschiedenen 
Poncten der zweiten Axe n Tangenten an die gegebene Cune legen, so ist anch 

I . * ■ ^ — ^ ' j veränderlich* Schreiben wir demnach an die Stelle von w' und an 

dit Stelle des letzten AnsdmdLes w ond v, so verwandelt stcb die letzte Gleicfamig in fol* 

«nde: 

Av+Bw-f C » o, (e) 

mki stellt mithin einen Pnnct dar. Diesen Punct könnte man den Pol der swetten Axe 
nennen. Da Tiir diese Axe jede beliebige gerade Linie genommen werden kann, so ergibt 
sich der nachstehende Satz: 

ff^enn eine gerade Linie und irgend eine algthrtueche Cutve gegeben eind and man 
ftieht pon irgend einem Punete der geraden Linie alle möglichen Jhngenten an die Cwrve 
und denkt sich nach den lUchtungen die$er Ihngenten Kräfte wirken^ die eich umgehehrt 
1/erhalten ude die Sinue derjenigen TVinkel, welche die Hichtungen dereetben mit der ge* 
gAenen geraden Linie bilden y eo dreht eich, während der beliwige Punct auf der gege^ 
Denen geraden Linie firträckt^ die Bichtung der Mittelkraft um einen feeten I^unct. 

Wir können auch hier ein System von beliebig vielen Puncten an die Stelle der Curve 
setxen. 

Wenn wir wiederum von der Gleichung (d) ausgehen, so. erhalten wir für die Glei- 
ciianir des Poles der zweiten Axe: 

d^ü dPÜ . d°ü 

dv"^ ^ dva-^dw^'^v^-^du" ** ^* 
und hiernach fSr die Gleichung des Poles €er ersten Axe: 

dnü dnü ' dnü 

nJU ^4. ■ V «B O. ^ 

du» dun-*dw dn»-yv 
ÖL In dem Systeme der Punct - Goordinaten erhalten wir Entwicklungen^ die den vor- 
stehenden ganz analog sind. Wenn wir erstens der allgemeinen Gleichung derCurven n. 
Ordnung folgende Form geben: 

Ay»+ny«-'(ßx+Cz)+n(n-l)y»-«(Dx2+Exz+Fz*)-f' . . « o, 
ao ist sogleich ersiditlich, dass, wenn wir z «= 1 setzen, jedem besondem Wcrthe von x, 
und wenn wir « «3 1 setzen , jedem besondem Werthe von t im Allgemeinen n verschie- 

13 * 



100 Zur Theorie der 

5^7« Wenn wir A => 1 nehmen, so erhalten wir aus dem Vorstehenden folgende 
vollständige Constanten -Bestimniong vermittelst der Coordinaten des Mittelpnnctes der 
gegebenen Carve und der Coordinaten der Pole der beiden Äxen: 

dene Werlhe von y entsprechen , welche sich auf die Durchschnitte der Curve mit einer der 
iweiten Axe parallelen geraden Linie beziehen. Nach derselben Schlnssweise als oben ge«- 
langen wir hier zu folgendem Satze: 

fFitnn irgend eine aigebraisc/ie Curpe gegeben ist^ und man beu^i in der Ebene der'-^ 
selben eine gerade Linie parallel mit sich selbst ^ so beschreibt der Schu^erpunct gleicher 
Gewichte j ais man sich in edlen DurcIiscJinittspuncten der Curpe mit der geraden Linie, 
in deren perschiedenen Lagen ^ angebracht denkt , eine gerade Linie» 

Wir können ein System von geraden Linien an die Stelle der gegebenen Conre setzen. 

Wenn wir n = 3 setzen und insbesondere noch annehmen , dass die mit der iweiten 
Axe parallelen geraden Linien die Curve berühren und also überdiess dieselbe nur noch in 
einem einzigen rnncte schneiden, so liegen diejenigen Puncte dieser Linien, welche zwischen 
den Berührungs- und Durchschnittspuncten, von aiesen noch einmal so weit entfernt, als 
von jenen, sich befinden, auf der in Rede stehenden geraden Linie, dem geometrischen 
Orte der im Satze bezeichneten Schwerpuncte. Wenn wir endlich, statt der Curve dritter 
Ordnung, ein System von drei geraden Linien betrachten, und die der zweiten Axe paralle- 
len geraden Linien durch die Dnrchschnittspuncte dieser drei geraden Linien legen, so er- 
gibt sich folgender specieller Satz: 

fVenn man pon jedem der drei Wlnkelpuncte eines gegebenen Dreiecks aus nach gs* 
gAener Richtung eine gerade Linie bis stur gegenüberliegenden Seite stieht, so liegen auf 
den drei resukirenden geraden Linien die Endpuncte der ersten Drittel in gerader Linie* 

IV. Wenn wir zweitens der allgemeinen Gleichung der Curven n. Ordnung fol- 
gende Form geben: 

Azn+nzn-^A7+Cx)+nXn— l)zn-2p7M-Ex7+Fx«)-H . . = o, 
so entsprechen, indem wir x = J. setzen, jedem beliebig angenommenen Werthe von y 
n verschiedene Werthe von z, und diese n Werthe von z sind die, mit entgegengesetzten 
Zeichen genommenen reciproken Werthe der Abstände der n Durchschnittspuncte der Curve 
mit einer durch den Anfangspunct der Coordinaten gehenden geraden Linie, deren Rich- 
tung durch den für y beliebig angenommenen Werth bestimmt ist« Die Bestimmung des 
arithmetischen Mittels aus den reciproken Werthen dieser n Abstände knüpft sich an die 
harmoniscbe Theilung und an Betrachtungsweisen der Statik. Wenn wir nemltefa zuvörderst 
swet Durchschnittspuncte betrachten, deren Abstände vom Anfangspuncte wir r nnd^r nen- 
nen wollen, so ist %f -H**r ) der reciproke Werth des Abstandes: ( , j und der 

dadurch angezeigte Punct gehört als vierter harmonischer Tbeilungspunct zu den beiden 

erstgenannten Puncten und dem Anfangspuncte; denn man hat: 

2it' , , 2rr' 

r : -r-j— r « r : r . 

r+r r+r 

Wenn man ferner in den beiden Puncten (r) und (r) sich irgend zwei solche Gewichte g 

und g' angebracht denkt, deren Momente in Beziehung auf den Anfangspunct einander 

gleich sind, und sich also umgekehrt verhalten, wie ihre Entfernungen vom Anfangspuncte, 

so kann man sich die beiden Gewichte vereipt in jenem vierten harmonischen Theilungspuncte 

I — -, 1 angebracht denken und erhält alsdann ein Moment, das der Summe der beiden 

eben bezeichneten Momente gleich ist. Wenn wir diese Betrachtungen auf beliebig viele 
Durchschnittspuncte ausdehnen, so fuhrt uns die, nun öfter schon angewendete ^ Schluss* 
weise zu folgendem Satze: 

Pfenn man durch irgend einen festen Punct eine beliebige gerade Linie legt und in 
edlen Durchschnittspunoten diessr genaden Linie mit irgend einer gegebenen algdfraisdisn 
Curpe Geudchte sich angebracht' denkt, deren Momente in Beziehung auf den festen Punct 
einander gleich sindj so gibt es einen Puncto in wslchem man alle diese öetpichte sich 
ffereinigt denken kann, so dass das Moment dieser pereinigten Geudchte der Summe der 
Momente etiler einseinen Geudchte gleich ist: dieser Punct beschreibt eine gerade Linie, 
wenn die beliebige schneidende gerade Linie sich um den festen Punct dreht. 
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V. Wenn wir n =3 2 nehmen, so ist bekanntlich die unter III bestimmte gerade Li- 
nie ein Durchmesser der Carve iweiter Ordnung, und xwar derjenige, dessen zugeordneter 
der zweiten Axe parallel ist. Alle solche geraae Linien, die der verschiedenen Annahme 
der Richtung der zweiten Axe entsprechen, gehen durch denselben Pnnct; den Mittelpunct 
der Curve. Für den Fall, dass n > 2, können wir die auf analoge Weise bestimmten 
geraden Linien immer noch als Durchmesser der Curve betrachten, wenn wir dieses Wort 
in einem weitem Sinne nehmen. £s bietet sich uns hier aber die natürliche Frage dar, ob 
alle solche Durchmesser, die den verschiedenen Richtungen der beliebigen geraden Linie, 
die wir zur zweiten Axe genommen haben, entsprechen, auch In dem allgemeinen Falle 
durch denselben Punct gehen, oder, wenn diess nicht geschieht, was für eine Curve von 
denselben umhüllt wird. Um einen bestimmten Fall vor Augen zu haben, wollen wir von 
der allgemeinen Gleichung der Curven dritter Ordnung ausgehen« Auf dÜeselbe Weise er- 
gibt sicii leicht das allgemeine Gesetz. 

Wenn wir ans der Gleichung: 

Ay»+Bxy2+Cx^y+Dx»+EyM-Fx7+Gx«+Hy+Ix+K « o, (a) 

vermittelst der linearen Gleichung: 

y eliminiren, so erhalten wir eine Gleichung des dritten Grades in x von folgender Form: 

px^+(qb+r)x^+mx+n = o, 
wobei wir, der Küne halber: 

p s AaM-Ba^+Ca+D, 

q == 3AaH-2Ba-|-C, 

r = Ea^Fa+G, 

setzen. Für das arithmetische Mittel x aus den drei Wurzeln der vorstehenden Gleichung 

in X, ergibt sich: 

qW-r ^ 

Dieser Absdssen - Werth bezieht sich also auf den Schwerpunct gleicher Gewichte, die man 
sich in den drei Durchschnitten der geraden Linie (b) und der Curve (a) augebracht, denkt ^ 
für die Ordinate y dieses Punctes erhält man : 

• k ' ^^^ (3p-aq)b— ar sb— ar 

dp 8p 3p ' ^ ^ 

indem man , der Kurze halber : 

8 =3 8p— aq = Ba«+2Ca-f8D .... 

setzt. Wenn man zwischen den beiden Gleichungen (c) und (d) b iliminirt, to kommt: 

qy'+sx+r « o. (e) 

Diese Gleichung stellt, wenn wir y und x' als veränderlich betrachten, eine gerade Linie 
dar und zwar diejem'ge, welche der geometrische Ort aller Schwerpuncte der Durchschnitte 
ist, wenn wir die gerade Linie (b), parallel mit sich selbst, verrücken. Bezeichnen wir 
diese gerade Linie durch ihre Coordinaten, so kommt: 

q _ 3Aa^+2Ba+C 

'***?"" Ea^+Fa+G * 
s _ Ba^-4-2Ca+8D 

^ "* r "" Ea^+Fa+G * 
In diesen beiden Gleichungen kommt a vor; die in Rede stehende gerade Linie ändert ihre 
Lage, wenn die gerade Linie (b) ihre Richtung ändert. Wenn Wir a zwischen diesen bei- 
den Gleichungen eliminiren, so erhalten wir eine Gleichung zwischen n und v, welche 
denjenigen geometrischen Ort darstellt, der von der geraden Linie (e) umhüllt wird, wenn 
wir für a nach einander alle möglichen Werthe nehmen. Die rcsultirende Gleichung steigt, 
in Beziehung auf u und v, bis zum dritten Grade. 
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Für den Fall <lcr Parabel, wo A « o, erhalten wir, wenn wir B = 1 setzen, fol- 
gende Couslanten-Beslimmung: 

C =.x", ^ E = y", 

D - 5L F = 3^^- 

X X 

528. In der vorii^en Nummer haben wir für E eine doppelte Bestimmung erhalten^ 
Es ist hiernach: 

y _ y_ 

X X 

Wenn wir diese Gleichung geometrisch deuten und herücksichligbii , dass wir irgend 

zwei beliebige gerade Linien zu Coordinaten - Axen nehmen können, so erhalten wir fol- C/)/ 

g^enden Satz: 

Wenn eine Cnrve ztpHter Classe und irgend zwei gerade Linien gegeben sind, und 
man legt durch den Pol Jeder der letzt ern eine gerade Linie mit der andern parallel^ 
SB schneiden sich die beiden Parallelen in einem solchen Puncte^ der mit dem Mittel- 
puncte der gegebenen Curve und dem Durchschnitte der heid&Ft gegebenen geraden Id- 
nien in gerader Linie liegt. *) 



*) Wenn wir die allgemeine Gleichung des zweiten Grades zwischen y und xt 

y^'\'2axj+ßx^+2yy^2ix-¥e ^ o, 
zu Grunde legen, so erhalten wir bekanntlich folgende drei Gleicbimgenc 

y+ax+y == o, 
ay+ßji+S « o, 
yy4-^x+« Ä o, 
für diejenigen beiden Durchmesser der Gurve, deren zugeordnete der zweiten und ersten 
Coordinaten - Axe parallel sind, und fiir die Polare des Anfangspunctes. Nennen wir die 
Coordiaaten dieser drei geraden Linien w' and v', w" und v , w"' und v'", so erhalten 
wir folgende Constanten -Bestimmung: 

a = V, ß SS \y , y s w« 

daaBVWCBVW, ^ €« WW . 

Die GleichttAg: 

a^— /? =s o; 
welche die Bedingung enthält, dass die^ durch die allgemeine Gleichung dargestellte, Curve ' 
eine Parabel ist, reduclrt sich hiernach auf foljgende: 

. . . v" = V, 

welche ausdrückt, dass diejenigen beiden Durchmesser, welche die, der ersten und zweiten 
Axe parallelen Chorden halbiren» und, da diese Axen beliebig sind, dass alle Durchmesser 
parallel sind. 

Aas der doppelten Bestimouing , die wir für den Coefficleatea H erhalten haben, folgt : 

w' w" 



V— 



1 -— ', 1 bt das von dem Darchmesser (w', v') auf der ersten Axe bestimmte Segment; 

f — -;;, 1 ist dasjenige Segment, das auf derselben Axe tron dner solchen geraden Linie 

bestimmt wird, die der Polaren des Anfangspunctes parallel ist, and durch den Durchschnitt 
des Durchmessers (w", v") mit der zweiten Axe geht Hiernach ergibt sich folgender Sati: 
9V€nn eine Cun^ zu^Uer Ordnung und irgend zwei gerade Linien gegd}en eind^ ao 
wird Jede dieser beiden geraden Linien tnin demjenigen Dirchmeseer , dessen tugeordneter 
der andern parallel ist, so geschnitten, dass die beiden l^rckscknitispunete auf einer «o^ 
eben geraden Linie liegen^ die der Polaren des Durchsehn itispm t^a t ew der beiden gegebenen 
geraden Linien parallel ist» 
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Wenn insbesondere die beiden gegebenen geraden Linien die gegebene Curvc b^rUM- 
ren, so folgt anmiüelbar aus dem vorslehcnden Satze^ dass die BerUhrungs-Chordc von 
demjenigen Dorcbmesser balbirt wird, der dnrcfa den Dorcbscbnilt der beiden Taagon? 
tcn geht ^ 

Es besteht der Iqtzlc Satz aoch dann noch, wenn wir statt der gegebenen Curve 
zweiter Ciassc ein System von zwei Pnncten nehmen. 

529. Wenn der fdr die Discassion der verschiedenen Fälle, welche die allgemeine 
Gleichung des xweitcn Grades darbietet, characteristiscbe Aasdrock (AC-B^) Null ist, 
80 kommt: 






D«r Pol der zweiten Axe liegt also aof einem solchen Durchmesser, der der zweiten Axe 
parallel ist, was offenbar nqr dann Statt finden kann^ wenn diese Axe einer Asymptote 
der Curvc, oder in dem Falle, dass ein System von zwei Pancten an die Stelle der 
Cnrvc tritt, derjenigen geraden Linie, welche diese beiden Pnncte verbindet, parallel ist. 

Der Aos4ruck (AF—D^ tritt an die Stelle des ^ben betrachteten, wenn wir die bei- 
den Coordinaten-Axen mit einander vertauschen. 

530. Femer ist in der Discnssion der allgemeinen Gleichung fönender Ausdruck: 

[(AE-BD)^--(AC-B^)(AF— l)^)]wt^^ 

A^ 
von Bedeutung gewesen. Wenn wir nemlich (51 1) irgend zwei beliebige gerade Linien 
za Coordinaten-Axen nehmen, und den jedesmaligen Coordinateq- Winkel & neone^« so 
Ist für dieselbe Curve der vorstehende Ausdruck constant und zwar gleich deii) negativ ge- 
nomoienen Quadrate des Productes aus den beiden halben Axen der Curve. Wenn wir 
substituiren und das Product aus den beiden halben Axen Si nennen , so kommt : 

Den zweiten Theil dieser Gleichung können wir leicht construiren. Beziehen wir uns zu Fig. 10. 
diesem Ende auf die 10. Figur , in welcher der Miltelpnnct durch C , die Pole der zwei- 
ten und ersten Axe durch P und Q bezeichnet sind, so ist z. B. 

x{f^y)sin» = -CY", 

xXy"— y')«/i^ -= ^CY", 

und es ergibt sich: 

^ ß^ ^ (CY'")(CX")-(CY'^^ 

Diese Gleichung gibt uns das Product der beiden halben Axen einer Curve zweiter Classe 
und hiemach den Flächen -Inhalt derselben, wenn die Pole irgend zweier gegebener ge- 
rader Linien und der Aliltelpunct bekannt sind. Der Mittelpnnct selbst ergibt sich, wenn 
wir nur eine gerade Linie kennen , auf welcher er sich befindet (529). 

5^K Fiir besondere Aonahaien de9 Coordinaten - Systems vereinCacht sich die ol^Jige Fig. 11. 
Construction des Inhaltes des unter den beiden halben Axen der Curve enthalteiu!^ {lech^- 
ccks. Nehmen wir z. B. an, dass die Curve (Fig. tl) von den beiden Coordinaten-Axen 
berührt wird, so ist C = o und F « o, mi^in: 

A^E»— 2ABDE . .^ 



r 
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also: . 

Diese Gleicbung ist leicht za constniiren. Wenn wir, wie in der 11. Figur, rechtwink« 
Hge Coordinaten-Axen nehmen, so braachen wir nar einen Kreis NX' zn beschreiben, 
dessen Mittclpanct C der Mittclpnnct der gegebenen Cnrve ist nnd der die erste Axe be- 
rührt. Ziehen wir alsdann CX' nach dem Pancte> in welchem dieser Kreis die erste 
Axe berührt, und NY", dieser Axe parallel, dnrch den Ponct, in welchem die zweite 
Axe von der gegebenen Curve berührt wird , so ist 

MN = V\3\^i-i')\ 

und also : •,.•*, 

ß =3 Y"M . MN. . (0 

Hiernach ergibt sich eine leichte Constmction einer Cunre zweiler Classe, welche 
eine gegebene gerade Linie OY^ in einem gegebenen Pancte V, berührt, einen gegebe- 
nen Pnnct G zum Mittelpnncte , und mit einer gegebenen Cnrve zweiter Gasse, mit ei- 
nem gegebenen Kreise zum Beispiel, gleichen Flächen - Inhalt hat Die letzte Bestim- 
mung kommt darauf binaos, dass das Product der beiden halben Axen der zu constrni- 
renden Cnrve gegeben, gleich 52, sei. 

Wenn wir nemlich auf OY im Puncte Y" ein Perpendikel errichten > so können wir 
auf diesem Perpendikel zunächst. den Pnnct M, und dann, nadi (l), den Pnnct N be- 
stimmen; und endlich ans C als Mittelpnnct einen Kreis beschreiben, der dnrch N geht 
Diejenige Tangente dieses Kreises, welche auf OY senkrecht steht, ist zugleich eine 
Tangente der zu beschreibenden Cnrve. 

532. Wenn die zweite Axe einer der beiden Asymptoten der gegebenen Curve zwei- 
ter Classe, die mithin eine Hyperbel ist, parallel ist, so erhält man, weil alsdann 

AC-B« = : 

A* 
nnd fols^lich: 

n..— : AE-BD . ^ 
i2V/— 1 = — p — Ä/i^, 

nnd hieraus, indem' man substituirt: 

p* 12 ^^^^ wir uns auf die 12. Figur beziehen, in welcher C der Mittelpnnct der gegebenen 

* Hyperbel , CA und CB die Asymptoten derselben sind , und flir die zweite Axe eine be- 

.Uebige, der einen Asjrmptote CB parallele, gerade Linie, OY, nnd für die erste Axe 

eine durchaus beliebige gerade Linie, OX, nehmen, deren Pol der Pnnct Q ist, dnrch 

den QD parallel mit CB gezogen ist, so ergibt sich, abgesehen vom Zeichen: 

_ y = CB, y '^x' = BD, 

und mithin fi\/— i gleich dem doppelten Inhalte des Dreiecks CBD; und da die Höhe 

DF dieses Dreiecks gleich ist der Entfernung QR des Poles Q von der Asymptote CB, 

ist auch: 

-iV— 1 = CB.QR. 

Wir kommen auf diese Weise zu folgendem Satze : 

Das Product desjenigen Segmentes^ das auf einer Asymptote einer gegebenen Hy^ 
perbel zmschen dem Mittelpuncte und dem Durchschnitte derselben mit einer beliebig 
gen geraden Linie liegt , in den abstand des Poles dieser geraden Id'nie pon derselben 
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Asymptote ist constant und gleich dem Producte der beiden halben Axen der gegebe- 
nen Hyperbel (243). 

Wenn wir statt OY irgend eine, der andern Asymptote CA parallele, gerade Linie 
zsr zweiten Axe genommen hätten, so würden wir gerade anf dieselbe Weise, wie oben, 
gefunden haben, dass Qv — 1 anch gleich ist dem doppelten Inhalte des Dreiecks GAE. 
Die beiden Dreiecke CBD nnd GAE sind also einander gleich (es ist also auch BD ss AE) 
und ihre Summe ist gleich dem anter den beiden halben Axen der gegebenen Hyperbel 
enthaltenem Rechtecke. Dieses Resultat besteht, gleich viel, ob die beliebige zor ersten 
Axe genommene gerade Linie der Gurve begegnet oder nicht» Wenn dieselbe die Ganrc 
berührt, erhalten wir folgenden bekannten Satz: 

Jede beliebige Tangente einer gegebenen Hyperbel schneidet Qon dem Asymptoten-- 
Winkel ein Dreieck von constantem Inhalte ab und mrd im Berührungspuncte halbirt. 

(Aas diesem Satze ergibt sich unmittelbar der frühere nnd allgemeinere, wenn wir 
berücksichtigen, was aus der Theorie der Pole sogleiqh folgt, dass, wenn man von dem- 
jenigen Puncte ans, in welchem eine gegebene gerade Linie einer Asymptote begegnet, 
eine Tangente an die Gurve, und durch den Berührungspunct auf dieser Tangente eine 
gerade Linie mit jener Asymptote parallel zieht, diese gerade Linie durch den Pol der 
gegebenen geht) 

Die letzten Nummern machen an einigen Beispielen anschaulich, wie die obige geo- 
metrische Deutung der Gonstanten in der allgemeinen Gleichung zn Sätzen nnd Gonstruc- 
tionen führt. Zur Bestimmung jener Gonstanten können wir auch noch auf andern We- 
gen gelangen nnd aus der Zusammenstellung verschiedenartiger Bestimmungen ergeben 
sich neue geometrische Beziehungen. Doch hierüber wollen wir in keine weitern Ent- 
wicklnngeii hier eingehen. — 

533. Wenn wir in der allgemeinen Gleichung der Oerter zweiter GJasse : 

AwM-2Bvw-f-GvH-2Daw+2Eav-f-Fa^ = o, 
w s o setzen, so erhalten wir zur Bestimmung der Richtung der beiden durch den An- 
fangspunct gehenden Tangenten folgende Gleichung : 

GvH-aEnv+Fn^ « o. 
Dieselbe Gleichung hätten wir erhalten, wenn wir 

Aw-f-2Bv+2Du = o (i) 

gesetzt hätten. Es bilden also die beiden durch den Anfängspnnct und die beiden durch 
den Punct (l) gehenden Tangenten ein Parallelogramm, Diejenige gerade Linie, welche 
den letztgenannten Punct mit dem Anfangspuncte verbindet, geht^ was die letzte Glei- 
chung zeigt, durch den Mittelpunct der Gurve und wird in diesem Pnncte halbirt Liegt 
also der Anfangspunct auf dem Umfange der g^ebcnen Gnrve, so thut es auch der 
Punct (1). 

Wir erhalten femer, gleichviel, ob wir v » o setzen oder 

2Bw-f-Cv+2£a = o, (») 

aus der allgemeinen Gleichung folgende : 

AwH-aDuw+Fn^ = o. 
£U schneiden also die der ersten Axe parallelen Tangenten in dieselben Puncte der 
zweiten Axe ein , als die durch den Punct (2) gehenden Tangenten. Hiernach ist die 
Construction dieses Punctes gegeben. Wenn wir femer die Gleichung (2) mit dcc 
Gleichung: 

IL \k 
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BiH-Cy-f-Ea = o, 

« welche den Pol der zweiten Axe darstellt, vergleichen , so ist ersichtlich, dass der in 
Rede stehende Pönct von der ersten Axe eben so weit and von der zweiten Axe halb so 
weit absteht, als dieser Pol. Hieraos folgt, dass, wenn wir die Richtung der ersten 
Axe beliebig ändern, der Panct (2) aaf einer der zweiten Axe parallelen geraden Linie 
fortrückt Also : 

Wenn man pon den beiden Durchschnittspuncten einer gegebenen geraden Linie 
mit irgend ztveien parallelen Tangenten einer gegebenen Curve zweiter Glosse noch ZfPei 
Tangenten an die Curpe legt^ so schneiden diese beiden neuen Tangenten sich in einem 
PunctCj der auf einer geraden Linie y die der gegebenen parallel ist, fortrUcktf npenn 
0ir die Richtung der beiden parallelen Tangenten beliebig ändern. Legen tpir ferner 
durch diesen Punct eine gerade Linie parallel mit den bezüglichen parallelen Tangen- 
ten ^ so geht dieselbe durch einen festen Puncto den Pol der gegebenen geraden Lhue. 

Es steUt die Gleichnng: 

2Dw4-2Ev-t-Fa s o, 

einen solchen Ponct dar, der eben so weit von der zweiten Axe und halb so weit von 

der tfsten Axe absteht, als der Pol der letztgenannten Axe* — 

58/f* Wenn in der allgemeinen Gleichung: 

AwM-aBvw+CvM-aDuw+aEuv+Fu« « o, 

die Coeffidenten A, B, C, D, E und F theilweise ein für alle Mal gegeben sind, oder 
wenn zwischen denselben Bedingungs -Gleichungen Statt finden, so stellt diese Gleichung 
Gurven dar, die gewissen Bedingungen unterworfen sind* Mit der Discussion einiger sol- 
cher Fälle, bei deren Auswahl wir auf die folgenden Paragraphen Rücksicht nehmen, 
wollen wir uns jetzt zunächst beschäftigen. 
1. Wenn alle CoefHcienten der allgemeinen Gleichung, mit Ausnahme des Coeffidenten 
von n% gegeben sind, so berühren aUe Cnrven^ welche durch diese Gleichung noch 
dargestellt werden können» dieselben beiden, der zweiten Axe parallden, geraden 
Linien in denselben beiden Puncten. 

2« Wenn nur der Coeffident von v^ beliebig zu bestimmen Übrig bleibt, so berühren 
alle Gurven dieselben beiden der ersten Axe parallelen geraden Linien in denselben 
beiden Puncten« 

3» Wenn nur der Coeffident von w^ beliebig zu bestimmen Übrig bleibt, so berühren 
alle Curven dieselben beiden, durch den Anfangspunct der Coordiniten gehenden, 
geraden Linien in denselben beiden Puncten. 

üi. Wenn alle Coefficienten der allgemeinen Gleichung, mit Ausnahme des Coeffici<en- 
ten von nv, gegeben sind, so berühren alle Curven, welche alsdann durch diese 
Gldchnng noch dargestellt werden können, dieselben vier geraden Linien, von wel- 
chen zwei der zweiten nnd zwei der ersten Axe parallel sind. 

5. Wenn nur der Coeffident von nw beliebig zu bestimmen Übrig bldbt, so berühren 
alle Curven dieselben vier geraden Linien, von welchen zwei der zweiten Axe parallel 
dnd nnd zwei durch den Anfiuigspunct der Coordinaten gehen. 

6. Wenn nur der Coeffident von vw beliebig zu bestimmen übrig bleibt, so berühren 
alle Curven dieselben vier geraden Linien, von wdchen zwei der ersten Axe parallel 
sind mid zwd durdi den Anfsmgspnnct der Coordinaten gehen. 
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SdS. Die vorstehenden Sätze ergeben sich alle auf dieselbe Weise. Nehmen wir 

lom Beispiel den letzten Fall nnd stellen irgend zwei der bezügUchen Cnrven dorch 

folgende beide Gleichangen dar: 

AwM-2B'vww|-CvH'd)ow+2Euv4-Fa* = o, 

Aw^+aE'^+Cyn-aDow+aEav+Fn^ = o, 

40 erhalten wir^ wenn wir abziehen, nnd durch 2(B'^B") dividirens 

VW = o; 

das heisst: die gemeinschaftlichen Tangenten der beiden in Rede stehenden Cnrven gehen^ 

paarweise genommen, durch die beiden dorch die letzte Gleichung dargestellten Puncte> 

von denen der eine unendlich weit, nach der Richtung der ersten Axe hin, liegt und der 

*^ andere In den Anfangspunct der Coordinaten fällt Die Richtung der beiden in dem 

letztbezeichneten Poncte sich schneidenden Tangenten bestimmt sich durch die Glei^ 

chung : 

CvH^nv+Fu» = o, 

in der G, E nnd F, der Voraussetzung nach, gegebene Grossen sind; und diejenigen 
Puncte, in welchen die durch den, nach der Richtung der ersten Axe hin, unendlich 
weit liegenden Punct gehende, oder, mit andern Worten ^ die dieser Axe parallele Tan- 
genten in die zweite Axe einschneiden, bestimmen sich auf ähnliche Weise durch die 

Gleichung: 

AwM-aDuw+Fu* =s o. 

Was die drei ersten Fälle betrifft, so ist klar, dass, wenn die Gleichungen zweier 

Curven zweiter Classe sich zu der Gleichung zweier zusammenfallender Puncte verbinden 

lassen, gleichviel, ob diese beiden Puncte unendlich weit liegen oder nicht, die beiden 

Curven sich doppelt berühren und jene Puncte in den Durchschnitt ihrer gemeinschaftli- 

eben Tangenten fallen* 

53& Die Resultate der 534« Nummer besteben auch dann noch, nur mit leichten 
Modificationen, wenn wir A gleich Null nehmen nnd die allgemeine Gleichung also nur 
Parabeln darstellt 

1. Wenn alsdann der CoefHcient von n^ einzig unbestimmt bleibt, so ber&hren alle 
diese Parabeln dieselbe, der zweiten Axe parallele, gerade Linie in demselben Puncte, 
und die Durchmesser aller Parabeln sind parallel (464)* 

3. Wenn nur der Coefficient von v^ unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln die- 
selbe der ersten Axe parallele gerade Linie in demselben Puncte und alle Durchmesser 
sind parallel (464)« 

3. Wenn nur der Coefficient von uv unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln 
zwei der Coordinaten- Axen parallele gerade Linien nnd alle Durchmesser sind pars^- 
Id (464). 

4. Wenn nur der Coefficient von nw unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabeln 
zwei durch den Anfangspunct gehende und eine der zweiten Axe parallele gerade 
Linien* 

5. Wenn nur der Coefficient von vw unbestimmt bleibt, so berühren alle Parabdn 
zwei durch den Anfangspunct gehende nnd eine der ersten Axe parallele gerade Linie« 

ffach den beiden leUten Fällen erhalten wir also unmittelbar die allgemeine Glei- 
chung aller Parabeln , welche die Seiten eines gegdknen Dreiecks berühren, wenn wir 

14 * 
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einen Winkelponct dieses Dreiecks zoni Anfangspanctc der Coordinatcn nehmen nnd 
eine der Axcn der, diesem Winkclpancte gegenüberliegenden, Seite parallel legen. 

537* Wenn die GoefBcienten B und D der allgemeinen Gleicbnng beide beliebig an- 
genommen werden, jedoch so, dass zwischen denselben irgend eine gegebene Gleicbnng 
des ersten Grades besteht und die übrigen Coeflicienten ein für alle Mal gegeben sind, 
so berühren alle diejenigen Carven, welche unter diesen Beschränkangen darch die all- 
gemeine Gleichung noch dargestellt werden können, dieselben vier geraden Linien, von 
denen zwei in dem Anfangspuncte der Coordinaten sich schneiden und zwei irgend einer 
geraden Linie parallel sind. 

Wir wollen, was erlaubt ist, A =s 1 setzen. Unter dieser Voraussetzung ist die 
gegebene Gleichung zwischen B nnd D , für welche wir folgende nehmen wollen: 

D = a B+b, (,) 

wenn wir B nnd D als veränderlich, als z und y, betrachten, die Gleichung einer geraden 
Linie, des geometrischen Ortes für die Mittelpuncte aller durch die allgemeine Gleichung 
darstellbaren Gurven. Stellen wir irgend zwei dieser Curven durch folgende Gleichun- 
gen dar^ 

wM-2B' vw-f-CvM-2D' nw+2Euv+Fu^ = o, 

wH'2B"vw+CvM-2D''uw+2Euv-f-Fu' = o, 

nnd ziehen ab, so konmit: 

[(B'— B'')v+(D'-D")u]w « o, 

nnd da nach der gegebenen Bedingnngs - Gleichung : 

D' = aB'+b, D ' = aB"+b, 

nnd folgUch: 

/^ ^ (D'— D") == a(B'-B"), 

so ergibt sich: 

£v+au]w =3 0. 

Wir kommen iinmer zn derselben Gleichung, welche zwei der in Rede stehenden Cur- 
ven wir auch zusammenstellen mögen, und da diese Gleichung den Anfangspnnct der 
Coordinaten nnd einen unendlich weit liegenden Pnnct darstellt, so ist die obige Be- 
hanptnng gerechtfertigt. Diejenige Richtung, nach welcher «der unendlich weit entfernte 
Pnnct liegt, bestimmt sich durch den Coefficicnten a der gegebenen Bedingungs-Gleichnng. 

Die Richtung der beiden durch de;n Anfangspnnct gehenden geraden Linien bestimmt 
sich unmittelbar durch die Gleichung: 

CvH-2Euv+Fn« = o, 
die aus der allgemeinen Gleichung sich ergibt, indem man w s o setzt. Um die Durch- 
schnitte der beiden parallelen Tangenten mit der zweiten Aze zn erhalten, können wir, 
der Bedingnngs • Gleichung (l) Genüge leistend, in der allgemeinen Gleichung B » o 
nnd D =s b nehmen nnd dann fiir v in dieselbe (—an) snbstitniren. Auf diese Weise 

kommt: 

AwH-abuw-HCa^— 5iEa-hF)u« = o. 

588. Wenn die Coefficicnten A und B beide beliebig angenommen werden, jedoch 
so, dass zwischen denselben irgend eine gegebene Gkicfaong des ersten Grades besteht 
nnd die übrigen Coefficienten ein für alle Mal gegeben sind, so berühren alle Curven, 
welche unter diesen Beschränknngen durch die aUgemeine Gleicbnng noch dargestellt 
werden können, dieselben vier gerade Linien, von welchen zwei dnrdi den An&ngspnnct 
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<lcr Coordinatcn gehen and die beiden Übrigen in einem zweiten Pancte der ersten Axc 
sich schneiden. 

Es sei: 

B =5 aA+b, (i) 

die gegebene Bedingnngs - Gleichung. Wenn wir alsdann irgend zwei der in Rede ste- 
henden Carven darch die beiden Gleichungen : 

A' w2+2B' vw+CvM-2Daw-H2Euv+Fu* =x o, 
A"wH-2B"vw+CvH'2Duw-+.2Euv+Fu* = o, ^^^ 

darstellen, so ergibt sich^ wenn wir abziehen: 

[(A'-A")w+2(B'-B>w]w = o; 
und diese Gleichung verwandelt sich, da nach der gegebenen Bcdingungs • Gleichung : 

(B'-B") = a(A'-.A"), 
in folgende: 

(w+2av)w =s o. (3) 

Da diese Gleichung , welche zwei solche Puncte darstellt , die auf der ersten Axe liegen 
und von denen der eine fiberdiess mit dem Anfangspuncte zusammenfällt, unabhängig ist 
von der besoYidem Auswahl der beiden Curven (2), so ist die obige Behauptung be- 
wiesen. 

Die Axe der x ist also eine Diagonale derjenigen vierseitigen Figur ^ der alle in Rede 
stehenden Curven zweiter Classe eingeschrieben sind. Von den beiden Durchschnitts- 
puncten, welche diese Diagonale verbindet, fallt der eine mit dem Anfangspuncte zusam* 
men» die Abscisse des andern ist 2a* Die Mittelpuncte aller jener Curven liegen in ge- 
rader Linie und diese gerade Linie schneidet in die zweite Axe in einem solchen Puncte 

ein, dessen Ordinate f — ■- y ist Wenn b gleich Null ist, so ist die zweite Axe 

dieser geraden Linie parallel. Die Richtung der Seiten des allen Curven umschriebenen 
Vierecks bestimmt sich darch die gegebenen CoefGcIenten C, D, £ und F und durch a 
und b. Wir erhalten nemlich zur Bestimmung der Richtung der beiden durch den An- 
fangspunct der Coordinaten gehenden Seiten jenes Vierecks die Gleichung: 

CvM-2Euv+Fu* = o, (4) 

eine Gleichung, die von a und b unabhängig ist, und zur Bestimmung der beiden tibri- 

gei\ Seiten etwa, indem wir B es o und also A = — setzen, die beiden Gleichungen: 

— w*+Cv^+2Duw+2Euv+Fu« = o, 
a ' 

w+2av « o, 

aus denen folgendeJ[sich ergibt: 

(C-4ab)vM-2(E-2Da)uv+Fn« « o. (5) 

Nach dem Vorstehenden können wir anch, wenn irgend ein Viereck gegeben ist, 
indem wir einen Winkelpunct desselben zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen 
imd die erste Axe zugleich durch den gegenüberliegenden Winkelpunct legen, die allge* 
meine Gleichung aller derjenigen Curven zweiter Classe bestimmen, welche diesem Vier- 
eck emgeschrieben sind und sonach auf eine leichte Weise alle Eigenschaften solcher 
Curven im Allgemeinen und jeder derselben insbesondere entwickeln. Auf Beispiele hier* 
von werden wir in dem Folgenden zurückkommen > und zum Beispiel auf diesem Wege 
die grosste nnter allen denjenigen Ellipsen bestimmen , die einem gegebenen Vierecke 
emgeschrieben werden können. 
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539» Oie Satze der beiden vorigen Nommem sind zwei Fälle folgenden allgemei- 
nem Satzes: 

AUe Cufven, Vielehe durch die allgemeine Gleichung dargestellt werden können^ 
wenn irgend vier Coefficienten dieser Gleichung ein ßr alle Mal gegeben sind und 
zwischen den beiden übrigen eine gegebene Gleichung des ersten Grades Statt findet^ 
berühren dieselben vier geraden Linie. 

Dieser Satz schliesst so viele einzelne FäUe in sich ein, als die sechs Coefficienten 

6.5 
der allgemeinen Gleichnng sich zu zwei combiniren lassen, also -^ ta iS, Wir wollen 

diese verschiedenen Fälle in folgendem Schema zasammenstellen, /Ihdem wir dieselbe 
dnrch die Bedingangs- Gleichnng zwischen den jedesmaligen beiden Coefficienten unter- 
scheiden. 

(Zwei Seiten des, allen dnrch die allgemeine Gleichung dai^e- 
stellten Curven, umschriebenen Vierecks schneiden sich im An- 
fangsponcte der Coordinaten; die beiden übrigen in einem Poncte 
der ersten Äze, dessen Abscisse gleich 2a ist (538). 

!Zwei Seiten des Vierecks schneiden sich im Anfangspuncte, 
die beiden ttbrigen in einem Pnncte der zweiten Aze, dessen Or- 
dinate gleich 2a ist. 

Die gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Vierecks 
schneiden sich in solchen zwei Pnncten der ersten Aze, die zu 
beiden Seiten des Anfangspunctes gleich weit, nemlich um ^ 
von demselben entfernt liegen. Man erhält für diese Seitenpaare 

Z. C+a*A— b* « o [^^ einem ähnlichen Wege, wie in den vorigen beiden INum- 

>mem: 

i w = av, % 

{(b«+2Ba)v«+2(E+Da)uv+Fu« « o.f 



/ w «= — av, I 

t(b«-.2Ba)v«+2(E-Da)uv+Fu« s oi 



(Die gegenüberliegenden Seiten des umschriebenen Vierecks 
schneiden sich in solchen zwei Pnncten der zweiten Aze , deren 
Ordinaten ±9l sind. 

Zwei Seiten des umschriebenen Vierecks sind der ersten Aze 
parallel. Diejenigen beiden Pnncte, in welchen dieselben in die 
Izweite Axe einschneiden» sind dnrch folgende Gleichung gegeben: 

5. C » 2aB+b* / . . . AwM^uw+Fn« = o. 

iDie beiden übrigen Seiten schneiden sich in einem. Pnncte der 
ersten Axe, dessen Abscisse gleich a ist; ihre Richtung ist dnrch 
[folgende Gleichung gegeben : 

(Aa^b«)vH2(E— Da)uv+Fn« » o. 

I Zwei Seiten des Vierecks sind der zweiten Axe parallel; die 

6. F SB SaD+b^ Jbeiden ttbrigen schneiden sich in einem Pnncte derselben AzCf 

^dessen Ordinate gleich a ist. 



7. D « aB+b 



8. E =3 aB+b« 
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!Zwei Seiten des umschriebenen "Vierecks schneiden sich im 
Anfangspuncte der Goordinaten; die beiden fibriffen sind parallel 
und ihre Richtung ist durch die Gleichmig (-^) « a gegeben 
(537). 

Zwei Seiten des umschriebenen Yierecks sind der ersten Axe 
parallel, ihre Dnrchschnittspnncte nut der zweiten Axe sind durch 
[folgende Gleichung bestimmt: 

Aw'+2Duw+Fu* =3 o. 
^ie beiden Übrigen Seiten schneiden sich auf der zweiten Axe in 
leinem Puncte» dessen Ordinate gleich a ist; die Richtung der- 
[selben wird durch folgende Gleichung gegeben: 

CvM- 2Euv+(Aa*— 2Da+r)u« « o. 
\ Zwei Seiten 4e/ Yierecks sind der zweiten Axe parallel ; die 
9. E s=. aD+b' <bdden übrigen schneiden sich in einem Pnncte der ersten Axe, 

'dessen xAbscisse gleich a ist. 

Das umschriebene Yieredc ist ein Parallelogramm, worin 
zwei Seiten der ersten Axe parallel sind und dessen beide übrigen 

Seiten, der Richtang nact. dorch die Gleichung (-j) « . 

jbestunmt werden. Die Durchschmttspuncte jener beiden ersten 

10. C s aE+b' \Seiten mit der zweiten Axe sind durch folgende Gleichung ge« 

[geben: 

Aw^2Duw+Fu» a o, 

[und die Durchschnittspuncte der beiden andern Seiten mit dersel- 
ben Axe durch die Gleichung: 

AwM-2(D— Ba)nw+(r-l-b«)n« s o. 
Das Viereck ist ein Parallelogramm, in welchem zwei Sei- 
lt £ s aF4-b^ 1^^ ^^ zweiten Axe parallel sind und die Richtung der bdden 

fUbrigen durch die Gleichung ( — - 1 es a sich bestimmt 

Das umschriebene "Viereck ist ein Parallelogramm. Die ge- 
genüberliegenden Seiten desselben und die beiden Axen haben die 
[Richtung von vier Harmonicalen* Man erhält fiir die Seiten des 
r 9P K2 _ JParaUelogramms folgende Goordinaten -Bestimmung: 

AwM-2CD±Ba)uw±(2E±b*a)au« « o, 
wobei wir die obem und untern Zeichen zusammennehmen müs- 
sen, 

13. E «s aA+b. / Die Bestimmung der vier, alle durch die allgemeine Glei- 

14. C = aD+b. )chung dargestellten Curven berührenden , geraden Linien ist we- 
is. F s aB+b. fniger einfach. *) 



*} Ein analoges Schema ergibt sich, wenn wir von der allgemeinen Gleichung der Ciurv^» 
zweiter Ordnung: 

a3rM.2bxy+cxM-2dyf+2ex«+ft* « o, 
msgehen. Wenn nemlidi iigend vier Goettdenten dieser Gleio^ong ein für alle Mal ge* 
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540. Wenn wir über die in jedem der verschiedenen Falle der vorigen Nummer ein 
für alle Mal gegebenen vier Coeflictenten besondere Annahmen machen, so erhalten wir 
die allgemeinen Gleichongen von Curven, die mannigfaltigen Bestimmangen unterworfen 
sind nnd eine bestimmte Lage in Beziehung auf das Coordinaten- System haben. Wir 
werden ein Beispiel hiervon, in einem der folgenden Paragraphen, in dem wir uns 
mit der Oscnlation der Cnrven zweiter Classe beschäftigen werden, ausführlich behan- 
deln. Hier wollen wir uns auf einige Andeutungen über denjenigen Fall beschränken, wo 
A ^ o, nnd also alle Curven Parabeln sind. 

In 5* — 9. Falle der vorigen Nummer berühren alle durch die allgemeine Gleichung 
dargestellten Parabeln die Seiten desselben Dreiecks. In dem 5. und 6. Falle liegt ein 
W^inkelpunct dieses Dreiecks auf einer der beiden Coordinaten-Axen und die diesem 
Winkelpnncte gegenüberliegende Seite des Dreiecks ist derselben Axe parallel* In dem 
7. Falle fällt ein Winkelpunct des Dreiecks in den Anfangspnnct. In dem 8. nnd 9. Falle 
liegt ein Winkelpunct des Dreiecks auf einer der beiden Coordinaten-Axen und die ge- 
genüberliegende Seite ist der andern Axe paralleL 

In dem 10. — 12. Falle der vorigen Nummer ist die Richtung der Durchmesser aller 
Parabeln gegeben (464) und alle Parabeln berühren dieselben beiden geraden Linien. In 
den beiden ersten dieser drei Fälle ist von diesen beiden geraden Linien eine einer der 
beiden Coordinaten-x\xen parallel; in dem letzten Falle haben diese beiden geraden Li- 
nien und die beiden Goordinaten-Axen die Richtung von vier Harmonicalen« 

541. Auch der allgemeinere Satz der 539. N«mmer ist nur ein besonderer Fall von 
folgendem Satze: 

geben sind und zwischen den beiden übrigen eine gegebene lineare Bedingungs - Gleichang 
Statt findet, so gehen alle Cnrven, welche, unter dieser Beschränkung, durch die allge- 
meine Gleichung noch dargestellt werden können^ durch dieselben vier Puncte. Hiernach 
erhalten wir folgende 15 verschiedene Fälle, die wir durch diejenigen beiden Coefficienten, 
welche unbestimmt bleiben, bezeichnen wollen. 

^ {^ t Alle Cairen gehen durch zwei feste Puncte einer durch den Anfangspnnct ge* 
^ ' jhenden geraden Linie, und iiberdiess einmal durch zwei feste Puncte der ecsten, 
^» ^* (das andere Mal durch zwei feste Puncte der zweiten Axe* 

iAIle Curven gehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallo^rammes , dessen 
beide Diagonalen durch den Anfangspunct gehen und mit den oeiden Coordina- 
ten-Axen vier Ilarmonicalen bilden. 

a d. ( Alle Curven gehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallel -Trapezes, von 
' * Messen parallelen Seiten eine in eine der beiden Coordinaten - Axen fällt, und die 
^9 ^* (andere derselben Axe parallel ist 

Alle Curven gehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallel - Trapezes , des« 

lieget 

b, d« I Alle Curven gehen durch zwei feste Puncte einer Coordinaten - Axe und durch 
b, e« jxwei feste Puncte einer der andern Coordinaten • Axe parallelen geraden Linie« 

1 I Alle Cnrven sind ähnliche und ähnlich liegende und gehen iiberdiess durch 
' * f zwei feste Puncte einer durch den Anfangspnnct gehenden geraden Linie« 

id gehen durch zwei feste 
[den Coordinaten- Axen pa« 
^rallel ist. 

a e ^ 

c d* < ^^^ Bestimmung der vier gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte ist weniger ein« 



^ f / Alle Curven gehen durch die vier Winkelpuncte eines Parallel - Trapezes , des« 
* |sen parallele Seiten einer der beiden Coordinaten • Axen parallel sind und gleich 
^ *• fweit von derselben entfernt Iiefi:en. 



^ f, ^ Alle Cnrven sind ähnliche und ahnlich liegende un< 
' <Puncte einer solchen geraden Linie, die einer der beid 

^f *• frallpl U* 
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Wenn tt^ischen den Coefficienten der allgemeinen Gleichung . ßnf Bedingungs- 
Gleichungen des ersten Grades Statt finden, so berühren alle Curpen, welche unter 
diesen Beschränkungen durch die allgemeine Gleichung noch dargestellt fperden kön^ 
nen, dieselben vier geraden Linien. 

Wir filhren diesen Salz hier bloss an. In der zweiten AbtheOnng dieses Bandes wird 
derselbe, so wie die analogen Sätze für Cnnren irgend einer beliebigen Classe, durch 
allgemeine Betrachlnngen nnmittelbar sich eingeben. 

$4. ' 
Neue Tangewien - Theorie. 

6t^ Die allgemeine Theorie des Contactes, die ich in den folgenden Nammem ent- 
wickeln werde, ergibt sich anmittelbar ans der geometrischen Dentmig des sogenannten 
Theorems über die homogenen Functionen. Nach diesem Theorem > das ich 
hier als bekannt voraossetze'*), hat man, wenn 

U - o ^ (0 

irgend eine homogene algebraische Gleichung von einem beliebigen, etwa dem m., Grade 
zwischen den drei veränderlichen Grossen n, v nnd w ist: 

dU du du, y, 

-p-w-4-^v+-r-du « m*ü, 
dw dv da 

T-iW*+2x-rv^+X-ävH2v-i-nw+2T-r°v+T^° ^ m(m-*-l>ü, 
dw* dvdw dv* dndw dadv da' ^ ' 

d'ü ,^, d«ü .^ d«ü .. ^d«ü 3^, d»ü 5^ d^J ^^ d«ü . 

dw* dvdw* dvMw dv* dadw* dadvdw dn*dw 

d'ü d*ü d*ü 



548. Wenn wir in der nachstehenclea Gleichung die partiellen Differential • Coeffi- 
cienten auf die bestimmten Werthe irgend einer gegebenen Tangente (w', v, n') der ge- 
gebenen Curve (1) beziehen, und dieselben zur Unterscheidung einklammem, w stellt 

die Glekhang: /düN^/dUX 

einen solchen Pnnct dar, der anf der gegebenen Tangente Kegt, weil diese Gleichung, 

wenn wir w » V, v as V nnd a a> o' setzen, nach dem eben angeführten Theorem 

keine andere ist, als die Gleichung der gegebenen Carve, wenn wir in diese Gleichung 

die Coordinaten- Werthe jener Tangente substituircn und mit m multipUciren. 

Wenn wir femer die Gleichung der gegebenen Curve voUs^ndig in Beziehung auf 

die drei veränderlichen €ir5ssen w^ v und n differentüren^, so konfn^t» 

du • du , ^dü , ' 

-1 •ow+'f— dv+-TP du s^ 0. 

dw dv do 



*) Vergl. LACKOiZt Thaiie' Üementßire de Calcul dißfrenäel et integral, QuairiMe Edliion 
Nro. 9g$. ' w 

II. 15 
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Differcntiiren wir ebenfalls die Gleichnng (2), in welcher die G>efBcienten constant sind, 
so era:ibt sich: 

Diese beiden Differential - Gleichungen sind identisch, wenn wir in die erstere derselben 
nach der Differentiation w = w', y s v nnd n « n' setzen» Es ist also gleichviel , oh 
wir von der geraden Linie (w', v, u), welche eine Tangente der gegebenen Cnrve (l) ist, 
anf dieser Cnrve zu einer benachbarten Tangente, oder von derselben geraden Linie, 
welche auch durch den Panct (2) geht, zu einer benachbarten, dnrch denselben Pnnct 
gehenden, geraden Linie übergehen. Zwei auf einander folgende Tangenten jener Curve 
gehen beide dnrch diesen Pnnct; dieser Pnnct liegt auf dem Umfange der Cnrve: er ist 
der Berflhrnngspnnct anf der gegebenen Tangente* 

544. Indem wir die partiellen Differential -Coefficienten der hohem Ordnung, wel- 
che sich anf eine gegebene Tangente (w', v, v!) beziehen, zur Unterscheidung, ebenfalls 
in Klammem einschliessen , stellt die Gleichung: 
/d»ü\ ,. r d^U \_^/d»U\ ,^^/ d»U \ .yd^üX Vd^UV, , v 

(a^;^^(d;d^;^a^>'^^^^ ^'^ 

eine Curve zweiter Qasse dar, deren Betiehnng zu der gegebenen Curve wir jetzt nach- 
weisen wollen; 

Mach dem Theorem üben die homogenen Functionen ist die letzte Gleichung mit 
der Gleichung (1) identisch , wenn wir die letztgenannte Gleichung mit m(m^l) mdtipli- 
ciren nnd dann in beiden Gleichungen w a w', v s^ v und n » n setzen. Die gegebene 
Tangente der Curve (l) ist also auch eine Tangente der durch die Gleichung (3) darge- 
stellten Curve zweiter Classe« 

Der Kürze halber wollen wir die Gleichung (3) anf folgende Weise schreiben : 

; W p:. 0. 

Alsdann erhalten wir; 

fttr die Gleichung desjenigen Punctes, in welchem die Curve zweiter Classe von der ger 
gebenen gemeinschaftlichen Tangente (w', y, u') berührt wird, wenn wir die partiellen 
Differential • Coeffidenten auf diese Tangente beziehen. Wir können leicht zeigen , dass 

diese Gleichung anf die Gleichung (2) zurückgcfiihrt werden kann. Da nemlich v— 

eine ebenfalls homogene Fnnction und zwar vom (m— i). Grade ist, so ergibt sich: 

dw* dvdw dndw ^ ^dw' 

dW 
Der erste Theü dieser Gleichung ist aber nichts anders als Va'T* ond somit kommt: 

^W „, ,,dU ^ ^ 

-t— s 2(m— i)t-. 

GW GW 

Aof ähnliche Weise erhält mant 

j^«2(m-i)^. 



ttd hiernach : 
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Es gerührt also die gerade Linie (w', v', xx) die beiden Gnnren (i) and (d) in demselben 
Pancte. 

Wenn wir die gegebene Gleichung (l) zweimal nach einander vollständig differentS- 
ren, so kommt: 

^,dw»+2^-^^dydw+^dv^ + 2j^dadw+a^^ « o. 

Differentüfen wir ebenso die Gleicfanng (3) , in welcher die partiellen Differential - GoefS- 
cienten constant sind, so kommt, wenn wir sogleich darch 2 dividiren: 



(^äO 



du* « 0. 



Diese beiden Differential - Gleichangen sind identisch, wenn wir in der erstem für die 
veränderlichen Grössen die Coordinaten-Werthe der gegebenen Tangente snbstitniren« 
Die beiden darch (l) and (3) dargestellten Curven haben also nicht bloss eine gemein* 
schaftliche Tangente und aof dieser gemeinschaftlichen Tangente denselben 6erührangs« 
panct, sondern sie haben anch in diesem Pancte einen innigem Contact, einen Con- 
tact der zweiten Ordnung* 

545. Wir können diese Entwicklongen beliebig ausdehnen. Damit dass Gesetz der- 
selben sich deutlicher ergebe» wollen wir aoch noch einen Contact der dritten Ordnung 
betrachten. Folgende Gleichung nemlich: 

stellt eine Curve dritter Glasse dar, die mit der gegebenen Carve auf der gegebenen 
Tangente (aufweiche sich anch die eingeklammerten Differential- Goeffidenten beziehen) 
einen Gontact dritter Ordnung hat Denn erstlich ist wiederam ersichtlich, dass auch 
diese Gnrve die gegebene Tangente (w', v^ xx) bertlhrtt weil man die identische Gleichung 

V « m(m— !)(m— 2)ü 
erhält, indem man der Kürze halber die Gleichung der Gnrve dritter Glasse durch 

V« o 
darstellt und in diese Gleichung und in die Gleichung der gegebenen Gnrve die Goordi- 
naten - Werthe w', v' und u substituirt. Femer ergibt sich, ebenfalls nach dem nun 
oft schon erwähnten Theorem, indem wir^ neben den bisher gebrauchten Abkürzaugen, 
auch noch, statt der Gleichung (2), 

T » o 

schreiben: 

(0)-^<Ä)'-(^)"-(S)'--(S)-(^)- 

s 8.2.(in— OW, 

»5* 
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Die beiden Cnnren (i) nnd (4) werden also von der gegebenen geraden Linie in demsel- 
ben Pnncte (2) berührt, and haben beide mit der Carve zweiter Classe (3) in diesem 
Ptmcte einen Contact zweiter Ordnnng. Ueberdiess erhält man, wenn man die beiden 
Gleichongen (l) nnd (4) dreimal nach einander vollständig differentürt, nnd Alles anf die 
gegebene Tangente (w', v , n ) bezieht , folgende identische Gleichnng : 

d<V = 3.2.t.d«ü. 
Die beiden Cnrven haben also anf der gegebenen Tangente einen Con- 
tact der dritten Ordnung**) 

546. Wir können also, wenn irgend eine Cnrve nnd eine Tangente derselben gege- 
ben ist, die Gleichnng des Beriihmngspnnctes anf dieser Tangente, und solche Cnrven 
zweiter, dritter, • • Classe bestimmen, die mit der gegebenen Cnrve einen Contact der 
zweiten, dritten, • • Ordnung haben j so dass wir, wenn wir bloss eine geringere oder 
grossere Genauigkeit beabsichtigen, statt eines Stückes der gegebenen Cnrve, das sich 
nicht weit von dem BerBbrnngsponcte anf der gegebenen Tangente erstreckt, nor ein 
Stück emer Cnrve zweiter, dritter, • • Classe zn betrachten brauchen. Wenn m eine 
ganze positive Zahl ist , so erhalten wir nach der eben entwickelten Methode oscnlirende 
Cnrven der zweiten bis (m— l). Classe. WoUten wir nach demselben Verfahren die 
Gleichung einer Cnrve des m. Grades ^ die also mit der gegebenen einen Contact der m. 
Ordnung haben würde, entwickeln, so würden wir anf die Gleichung der gegebenen 
Curve selbst zurückkommen. Und weiter können wir alsdann nicht gehen. Wenn aber 
m eine ganze Zahl und negativ, oder wenn m eine gebrochene Zahl ist, so können wir 
Cnrven jeder beliebigen Classe bestimmen, die mit der gegebenen Curve einen Contact 
der entsprechenden Ordnung haben. 

Wenn wir zum Beispiel folgende Gleichung nehmen: 

B.P_.E_^ 

"p n " » o, 
n V w 

welche nach der ifitL Nnmmer eine, die beiden Coordinaten*Axen berührende, Parabel 

darstellt» so erhalten wir fär den Berühmngspnnct anf einer gegebenen Tangente 

(w', V, n) folgende Gleichung: 



^ Wenn wir, wie gewöimlich, irgend eine Corve durch eine Gleichnng swischen j nni s 
dirstdlen, so köonen wir ditse Gleichung nach der Bemerkung zur 416* Nonuner darch 
Hinsufagang einer dritten v^inderlichen Grösse i sogleich homogen machen und dann anf 
solAe Gldäungen eine Theorie des Contactes gründen, die der, im Texte entwickelten, 
gans analog ist, 

Wir wollen uns hier mit euoer blossen Andentang begnügen. Es sei: 

Z a o, 
irgend eine homogene Gleichons; irgend eines nu Gtides swischen z, v und x, durch wel- 
che also eine Corve der mu OroiDung dargestellt wird* Wenn {z\ j\ x) irgend ein g^ebe- 
ner Punct dieäet Conre ist, so ist: 

die Gleichans; der Tangente in diesem Poncte und: 

die Gleichnng einer oscnlirenden Cnrve sweiter Ordnung in demselben Poncte, 
n«. s« w«, wenn wir die partiellen Differential - Coefficienten auf den Punct (t', y , x') be- 
sichen« 
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q2 ya ^'a 

Wir erhalten femer: 

l|2 v' «w3 

u* v' w* 
für die Gleichong einer die gegebene Parabel anf der gegebenen Tangente (w', v , o') os- 
colirenden Conre zweiter Qa3fle. Die$e Corve zweiter Classe bat, was die Form ibrer 
Gleicbang zeigt, zwei zugeordnete Dnrcbmesser , welcbe mit den beiden Coordinaten- 
Axen zusammenCadlen. 

547. Wir können ancb , ohne dabei irgend einer Scbwierigkeit za begegnen , auf 
die in dem Vorstehenden entwickelte Theorie des Contactes Granz - Betracbtongen an- 
wenden, und ihr dadnrch, in jeder Beziebnng^ dieselbe Evidenz geben als der gewöhnli- 
chen Theorie« Da diese Betrachtungen indess nichts Neues darbieten wBrden, so gehe 
ich hier in dieselben nicht ein, nnd da wir iiberdiess später die verschiedenen Arten des 
Contactes zweier Cnrven noch aas einem andern Gresichtspnncte betrachten werden, so 
beschränken wir nns in dem Folgenden bloss auf die Beridirong zwischen einer gegebe- 
nen Garve zweiter Classe nnd einer gegebenen geraden Linie. 

Es sei wiedemm: 

AwH^vw-t-CvM-2Daw-f-2Eav-t-Fa^ « o, 

die allgemeine Gleichung der Corven dieser Classe, nnd (w", v', n") eine gegebene, diese 

Cnrve berührende, gerade Linie* Bezeichnen wir den ersten Theil der vorstehenden Gtei- 

chnng, der Kürze halber, durch 17, so kommt: 

^ « 2(Aw-t-Bv4-Do)> 

du 

-j^ « d(Bw4-Cv^Eu), 

^ e 2(Dw-|-Ev4-Fu)i 

nnd mithin erhält man für die Gleichong des Berührungspunctes anf der gegebenen ge- 
raden Linie: 

(Aw"+Bv'+Dn'')w+(BV+Cv'+Eu'')v4<Dw"+Ev'+Fa")n » o. 

£48. Die End - Gleichung der vorigen Nummer ist in Beziehung auf die drei verän- 
derlichen Grössen w, v nnd o und die drei Coordinaten der gegebenen Tangente w", 
v" nnd n ' symmetrisch , so dass wir sie auch anf folgende Weise schreiben können : 

(Aw+Bv+Do)w^+(Bw+Cv+Eu)v"-|-5)w+Ev+Fo)a'' « o. (1) 

Wenn noch irgend eine zweite Tangente (w% t% u"^ der Cnrve zweiter Classe ge- 
geben ist, so erhalten wir für den BerUhmngspunct auf dieser zweiten Tangente: 

(Aw+Bv+Dn)w'^-KBw+Cv+En)v'"+(Dw+Ev+Fu)n" « o. («) 

Die beiden Gleichungen (l) nnd (2) werden beide befiriedigt, wenn wir in dieselben die 
Coordinaten -Werthe derjenigen geraden Linie , welche die beiden Bcrühmngspnncte auf 
den beiden Tangenten verbindet, statt der veränderlichen Grössen snbstituiren. Sobstir 
tuiren wir wirklich, indem wir jene Coordinaten -Werthe w', v und u nennen und be- 
trachten alsdann w% v'' und n" in (1) und W", y'^ nnd o"' in (2) als veränderlich und las- 
sen demzufolge die Accente fort, so gehen beide Gleichungen in folgende über : 

(Aw'+Bv+Dn)w+(Bw'+Cv+En>+(Dw'+Ev'+Fa> » 0. ($) 

Diese Gleichung stellt einen Pnnct dar, nnd dieser Ponct ist kein anderer als der 
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Darchsclinitt der beiden gegebenen Tangenten (w"', y", n'") nnd (w", v", n"), weil dk 
Coordinaten beider Tangenten die letzte Gleichnng befriedigen», Die Gleichung (a) stelk 
den Pol der geraden Linie (w', v', vl), die wir als irgend eine gegebene betrachten kön- 
nen , dar. Wenn die gegebene gerade Linie die gegebene Cnrve berührt, so ist der Be- 
rttbrangspnnct ihr Pol. Aach wenn die gegebene gerade Linie der Curve nicht begegnet» 
nennen wir den durch (3) dargestellten Ponct ihren Pol. Die Gleichnng (3) stellt immer 
einen reellen Ponct dar, also auch dann, wenn die gegebene Canre sweiter Classe 'in ein 
System von zwei Pancten übergeht oder imaginär wird* In dem erstem Falle haben wir 
bereits in der 526. Nammer die geometrische Constmction des Poles nachgewiesen. 

549. Wenn wir für die gegebene gerade Linie (w'^ y\ u), deren Pol wir nach dem 
Vorstehenden darch die Gleichung: 

^u . . dU . dU , 

dw dv du 
darstellen können, insbesondere die erste Axe nehmen« so müssen wir w' = und 
V SS setzen, und erhalten hiemach ftir ihren Pol die Gleichung 

^ « 2(Dw4-Ev+Fu) c= o. 

Auf ähnliche Weise erhalten wir für die Glci<;hung des Poles der zweiten Axe, in- 
dem wir w' CS nnd n' «s o setzen: 

^ ^ 2(Bw+Ch.Eu) « o. 

Indem wir endlich V » o nnd n «s. o setzen, ergibt sich 

^ « 2(Aw+Bv+Du) = o 

für die Gleichung des Poles einer unendlich weit entfernten geraden Liiue; eines Pnnc- 
tes also, durch den alle geraden Linien gehen, welche die Bcrührungspunctc auf irgend 
zweien parallelen Tangenten verbinden, des Mittelpnnctes der Curve. 

550. Zu den Resultaten der vorigen Nummer können wir auch gelangen, indem wir 

den Gegenstand ans einem andern Gesichtspuncte betrachten. Wenn wir ncmlich n etwa 

ffleich Eins setzen, so kommt: 

^ du 

dw 'Sv 

Für ein minimum oder maximum von w verschwindet bekanntlich -1- «nd es ergibt sich : 

dv ° 

dU 

dv 
Da w das von der jedesmaligen geraden Linie auf der zweiten Axe bestimmte, negativ 
genommene» Segment bedeutet, so bezieht sich jenes maximum nnd minimum auf die 
Tangenten in den beiden Durchschnittspnncten der zweiten Axe mit der Curve zweiter 
Classe. Diese Pnncte, welche als die Durchschnittspuncte zweier nnmittelbar auf einan- 
der folgender Tangenten der Curve anzusehen sind, bilden den Uebeigang von solchen 
Pancten der zweiten Axe, von welchen ans zwei reelle Tangenten sich an die Cnrve lagen 
lassen, zu solchen Puncten, für welche diese Tangenten Jmaginär werden. Da die letzte 
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Gleicbnng vom ersten Grade ist, so stellt sie also denjeni^n Panct dar, in welchen die 
beiden Tangenten in jenen beiden Dorchsclinittspnncten der Conre mit der 2wciten Axe 
sich schneiden« 

dv 

Bei derselben Yoraassetzong als eben, verschwindet -r- und v wird also maximum 

oder mirdmum, wenn: 

du 

aw 

V bezieht sich aaf die Richtung der jedesmaligen geraden Linie and wird folglich maxi» 

mum oder nunimum fiir die beiden Asymptoten der Curve zweiter Classe. Die letzte 

Gleicbnng wird also befriedigt^ wenn wir die Goordinaten-Werthe dieser beiden Asymp^ 

toten in dieselbe snbstitniren, und stellt, da sie tiberdiess vom ersten Grade ist, den 

Dorchschnitt der beiden Asymptoten, den Mittclpnnct der Cnrvc, dar**) 



i««* 



*) Wir kommen za allgemeinen Resnltateni wenn wir die obige Schlnssweise auf Curven ir- 
gend eioer beliebigen Classe anwenden« Es sei: 

. ü = 0, (•) ~ 

die Gleichong irgend einer Conre irgend einer m. Classe. Alsdann ist 

d; =- * ^'^ 

eine Gleichung des (m-^1)« Grades, die eine Cmve derselben Classe darstellt, welche von 
denjenigen Tangenten der gegebenen Cnrve, für welche w maximum oder minimum ist, 
also von den Tangenten in den Durchschnittsponcten der letxb^enannten Cnrve mit der zwei- 
ten Axe, ebenfalls berührt wird. Die Coordinaten dieser Tangenten erhalten wir durch 
Verbindung 4er vorstehenden beiden Gleichungen. Die Zahl dieser Tangenten beträgt also, 
im Allgemeinen, mfm— 1) und in eben so vielen Puncten wird die geerebene Curve m. 
Classe von der zweiten Axe geschnitten; oder, mit andern Worten, eine Curve m. Classe 
ist , im Allgemeinen, von der m(m — 1). Ordnung. Da wir für die zweite Axe jede beliebige 
nehmen können, so erhalten wir sogleich folgenden bekannten Satzt 

Die /?»(/r»-*>) TangenUn in den Durchecknütmuncten einer beliebigen geraden Linie, 
mit einer Curve m. Ciasee ^ berOhren ein und dieselbe Curpe (tti— #)• Classe. 

Die Gteichung. 

Stellt ebenfalls eine Corve (m— l). Classe dar. Diese Curve wird von denjenigen Tangenten 
der gegebenen Curve, für welche v maximum oder minimum ist, also von den Asympto- 
ten der letztgenannten Curve, berührt. Zur Bestimmung dieser Asymptoten, deren es im 
Allgemeinen m(m — 1} gibt, brauchen wir also nur zwischen (1) und (3) zu eUminiren. Zu- 
gleich ergibt sich folgender Satz: 

Die /7i(/7i— /) AsjmptoSen einer Curve m. Classe umkullen ein und dieselbe Curve 
(iw— /). Classe. 

Es folgt dieser Satz aus dem vorhergehenden, wenn wir, was erlaubt ist, annehmen, 
dass die Beruhrungspuncte auf den Asymptoten, als unendlich weit entfernt liegende Pnncte 
derselben Ebene, in gerader Linie liegen. -^ 

Wenn wir von irgend einer homogenen Gleichung des in. Grades zwischen x , y und z 

ansgehen und diese Gleichung, der Kurze halber, durch 

Z - o, (4) 

bezeichnen, so stellen die Gleichungen s 

dZ dZ 

- « o, ^ « o, (s) 

Curven der (m-^1). Ordnung dar^ welche durch diejenigen m(m'*— 1) Puncte der gegebenen 
Curve gehen , denen ein maximum oder minimum der Ordinaten und Abscissen entspricht 
and die also die Beruhrungspuncte auf denjenigen Tangenten der gegebenen Curve sind, 
weldie der ersten und zweiten Coordinaten -Axe parallel sind« Ebenso stellt die Gleidinngs 
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6Si. Wir wollen in dieser Nummer diejenige Bedingongs - Gleichung entwickeln, 
welche Statt finden mass » wenn der dnrch die Glcichang : 

•V+x'v+y'a « o, (i) 

dargestellte Ptmct p aaf einer gegebenen Corve zweiter Classe : 

Aw*+2Bvw+CvH2Dnw+2Env+ru^ « o> («) 

liegen solL Wenn die Gleichung des gegebenen Punctes mit der allgemeinen Gleichung 
des Berührungspnnctes auf einer durch diesen Pnnct gehenden Tangente (w% v", n") iden- 
tisch sein soll» so erhält man: 

Bw%Cv"+En' X Dw>Ev"+Fn^ y 

Aw"+Bv"+Du'' * z' ' Aw 'H-Bv''+Du*' * «' * ^^^ 

Neben diesen beiden Gleichungen besieht auch folgende : 

»w+xv+yu «= o, (4) 

und um die gesuchte Bedingnngs • Gleichung zu erhalten, brauchen wir nur zwischen den 
vorstehenden drei Gleichungen die Coordinaten der geraden Linie (w"| ▼", u*^ zu elimini- 
ren. Auf diese Weise kommt: 

(B«-AC)y «+2(AE-BD)xy+(D«-AF)x H-2(CD-BE)yV«(BF-DE)xV+(E«-CF)^ » o, (s) 
eine Gleichung, die derjenigen analog ist, zu der wir auf einem andern Wege schon in 
der 48^. Nummer gekommen sind. 

Wir hätten auch statt der Gleichung (4) folgende Gleichung: 

Aw''M-2BVw"+Cv''+2Du V+2Eu''v''+Fu*» «. o, 
nehmen und zwischen dieser Gleichung und den beiden Gleichungen (d) w"» y und u' 
eliminiren können« Diess eigibt sich a priori, weil der gegebene Punct auf der Curve 
liegen soll, kann aber auch ohne MUhe direct nachgewiesen werden« Denn, addiren wir 
die beiden Gleichungen (3), nachdem wir die erste derselben mit v" und die zweite mit 
u' multipltcirt haben, so reducirt sich der erste Theil der resultirenden Gleichung, wenn 
wir zugleich auf die letzte Gleichung Rücksicht nehmen, auf (— 'w") und somit erhalten 
wir die Gleichung (4). 

552. Wenn wir y, x' und z als veränderlich betrachten, so ist (6) die Gleichung 
zwischen Punct* Coordinaten der durch (2) dargestellten Curve zweiter Classe. Der Kürze 
halber , wollen wir diese Gleichung auf folgende Weise sdireiben : 

ayM-2bxy+cxH-2dyz+2exz+iz« = o, (6) 

indem wir die Accente fortlassen and 

b AE-BD c D^— AF 

l - B»-AC ' a ^ 



^-o, (s) 

eine Canre der (m— !)• Ordnung dar» welche durch diejeiiieeD nKa— 1) Puncte geht, in 
welchen die durch den Anfangfpunct der Coordinaten gdienaen Tangenten der gegebenen 
Corve dieselbe berühren; denn diesen Poncten entspricht ein maximum oder minimum des 
Quotienten der Absdssen der Poncte der Carte in die Ordinsten derselben (41C)» Wenn 
daher die gegebene Corve (4) TOn der iweiten Ordnung ist, so stellen die Gleichungen (5) 
diejenigen beiden Dorchmesser derselben dir, deren lugeordnete der ersten nnd sweiten 
Axe psrallet sind, nnd die Gleicbunft (6) stellt die PoUre des Anfangspunctes dar* Wir 
sdien sogleich, Aus eine Corve nu Ordnung im Allgemeinen von der m(m— !)• Clisse ist, 
weil an eine solche Corve sidi im Allgemeinen, von einem gegebenen Poncte aos, m(m — 1) 
reelle oder imaginXre Tangenten legen lassen. 
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d CD-BE e BF^^DE ,. 

l - B^-AC ' ä "" B^-AC ' ^^^ 

f _ E^— CF 
, I ^ B^-AC 

•etzciir Wenn wir, umgekehrt, von der Gleichang (6) ausgehen, and die Bedingangs- 
Glelchong suchen, dass die dnrch folgende Gleichung: 

w'z+v'x+n'y = o, 
dargestellte gerade Linie die gegebene Cnrve berühre, so erhalten wir, wenn wir zugleich 
die Accente von w', v und u' fortlassen (171): 

(b=^— ac)w^2(ae— bd)vw+(d*— af)v2+2(cd— be)uw+2(bf— d2)uv+(e*— cf)u« = o. 
Piesc Gleichung stellt die durch (6) gegebene Curve zweiter Ordnung (and zweiter Gasse) 
dnrch Linien - Coordinatcn dar und ist also nothwe^dig mit der ursprünglich gegebenen 
Gleichung identisch , so dass : 



B ae— bd 


- 


C d» af 


A "^ b« ac ' 




A ° b«-ac* 


P cd— be 




E bf-de 


A ° b»-ac ' 




A ^ b*— ac* 


F 


e«- 


-cf 


5" 


b«- 


-ac* 



(•) 



Die Coeffictenten der beiden Gleichungen (2) und (6) werden also gegenseitig gerade 
auf dieselbe Weise durch einander ausgedrückt^ Wir können uns hiervon auch direct 
überzeugen, ohne die letzten Entwicklungen zu machen; denn aus den Gleichungen (7) 
erhalten wir nach einigen leichten Umformungen unmittelbar die Gleichungen (8). Um- 
gekehrt erhalten wir auch aus diesen Gleichungen jene. — 

553. Wenn wir der Gleichung dps Pnnctes (1), der auf dem Umfange der Curve (2) 
liegt , folgende Form geben : 

SO sind , wenn wir in dieser Gleichung die obern Zeichen nehmen , w', v und u Coor- 
dinaten einer Diagonale desjenigen Parallelogrammes , dessen Seiten den Coordinaten- 
Azen parallel sind und dessen andere Diagonale den Pnnct (9) mit dem Anfangspnncte 
verbindet Es sind femer w', %▼' QQcl %q'» wie man sogleich einsieht, Coordinaten der- 
jeiygen geraden Linie, die durch den Punct (9) geht, und die, bis zünden Coordinaten« 
Axen verlängert, in diesem Pnncte halbirt wird* 

Wenn wir femer in der Gleichung (9) die untern Zeichen nehmen, so sind w', v 
und u Coordinaten einer solchen geraden Linie, die derjenigen parallel ist, welche den 
pnnct (9) mif dem Ai^ngspiiQCte verbindet» nnd dnrch denjenigen Punct der zweiten 
Axe geht, dessen Ordinate der Ordinate jenes Punctes gleich ist Es sind %V» V2V 
und n Coordinaten derjenigen geraden Linie, die dorch den Punct (9) und denjenigen 
Punct der zweiten Axe geht, dessen Ordinate der halbem Ordinate de£| Puncfes (9) glei^b 
ist, und die also in einen solchen Punct der ersten Axe einschneidet, dessen Abscisse 
der negativ genommenen iV^sds^e des Pnnctes (9) g|eich ist^ 

554- Die Gleichang (5) steigt , wenn wir die Gleichung (9), statt der Gleichang (l), 
zu Grunde legen, in Beziehung auf die Constanten dieser neuen Gleichang, im Allge- 
meinen, bis zum vierten Grade und stellt also, wenn wir diese Constanten vr, y ond u' 

IL lO 
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als Liiiien - Coordinaten tind veränderlich betrachten » im Allgemeinen eine Carve vierter 
Classe dar. Wir wollen einige Fälle betrachten, wo der Grad dieser Gleichnng sich 
redodrL 

Wenn wir von folgender Gleichnng i 

Aw«+2Env =2 o, 
die eine anf ihre Asymptoten als Coordinaten-Axen bezogene Hyperbel darstellt (461)1 
aasgehen» so verwandelt sich die Gleichnng (5) fär diesen Fall in folgendes 

2Axy+Ez'* « o. 
Wenn wir in diese Gleichnng statt x, y nnd % die Constanten der mit den obem 

Zeichen genommenen Gleichnng (9) einföhren, indem wir z' » -^^^ , x' «^ -7 nnd y' « -^ 

setzen, so ergibt sieh 9 

2Aw '^-EuV « o, 

nnd endlich, wenn wir %V » v und Va^ « Q setzen, $0 kommen wir zn der Glei- 
chung: 

AwM-2Env ta o, 

snrück, von welcher wir ursprBnglich ausgegangen ^ind. Wenn wir dieses Resultat nach 
der vorigen Nummer deuten, so erhalten wir den allbekannten Satz, dass jede von 
den Asymptoten einer Hyperbel begränzte Tange^nte derselben im Be* 
rtthrnngspuncte halbirt wird. 

555. Wenn wir von der Gleichung : 

2Bvw+Fu* Ä 0. 
welche eine Parabel darstellt, die auf einen ihrer Durchmesser, als erste, nnd die Tan- 
gente im Scheitel desselben, als zweite Aze, bezogen ist, ausgehen, so verwandelt sich 

die Gleichung (5) in folgende: 

By ^sFxV «B o. 

Wenn wir in diese Gleichung die Constanten der mit den nntem Zeichen genommenen 

Gleichnng (9) einführen, nnd also 1^ ts -,^ x' n -j und y =s — ^, setzen» so kommt: 

Bv'w'+2Fn * « o, 
nnd endlich, indem wir w nnd v statt Y^w' und ^/sv schreiben: 

2Bvw+Fn^ =a o: 
die Gleichung, von der wir ursprünglich ausgegangen sind. Deuten wir dieses Resultat 
nach der 55a. Nummer, so erhalten wir den allbekannten Satz, dass für jeden Punct 
der Parabel (auf die in dem Obigen bezeichneten Coordinatcn*Axen bezogen) die 
Snbtangente der doppelten Abscisse gleich ist 

556. Wenn die gegebene Curve eine Hyperbel ist, und auf Coordinaten - Azen , die 
auf dem Umfange derselben sich schneiden nnd den Asymptoten parallel sind, bezogen 
wird, und demnach folgende Bedingungs- Gleichungen Statt finden: 

B«— AC = o, D»— AF « o, E«-CF = o, 

so redudrt sich die Gleichung (5) auf folgende: 

(AE~BD)xy+(CD-BE)/z>(BF-DE)xV = 0. 
Diese Gleichung verwandelt sich, da nach den vorstehenden Bedingungs - Gleichungen : 

CD-BE B E BF-DE D F 

in jede von folgenden beiden: 
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Ax*/— ByV— DxV =■ o, (to) 

Dx'y^-EyV-FxV == o. (i.) 

Wenn wir nan erstens in die Gleichung (10) die Consianien der mit den obem 

Zeichen genommenen Gletchnng (9) eipführen, indem wir a' s» •^--^, x = -, und y = -> 

setzen 9 %o verwandelt sich dieselbe, wenn wir reduciren und die Accente fortlassen, in 

folgende Gleichung: 

Aw+Bv+Du = o, 

welche 9 wenn wir w, v und u als veränderlich betrachten, den Mittelpunct der gegebe- 
nen Hyperbel darstellt« Deuten wir also nach der 553. Nummer, so erhalten wir folgen- 
den bekannten Satze 

Eine Diagonale aller derjenigen Parallelogramme ^ deren zfpei Winkelpuncte auf 
einer gegebenen Hyperbel liegen und deren Seiten den Asymptoten derselben parallel 
sind, geht immer durch den Mittelpunct der Hyperbel. (283) 

Wenn wir in der letzten Gleichung v und n mit 2v und 2n vertauschei^ so er- 
gibt sich; 

Aw-f.?Bv+2Du » o. 

Diese Gleichung stellt einen solchen Punct dar, der auf der gegebenen Hyperbel liegt 
und zwar auf demjenigen Durchmesser derselben, der zugleich durch den Anfangspunct 
geht* (533) Wir erhalten also folgenden bekannten Satzr 

ffenn man durch einen Endpunct eines beliebigen Durchmessers einer gegebenen 
Hyperbel e^ei den Asymptoten derselben parallele gerade Linien zieht , .so wird jede 
durch den andern Endpunct gehende und t^on jenen Parallelen begränzte gerade Linie 
in ihrem Durchschnitte mit der Curve halbirt. 

557. Wenn wir zweitens in die Gleichung (ll) die Constanten der mit den un- 
tern Zeichen genommenen Gleichung (9) einfähren und d^nn die Accente fortlassen, so 
verwandelt sich dieselbe i|i folgende : 

Dwf-£v4*rn « o» 
Diese Gleichung stellt den Pol der ersten Axe, also denjenigen Punct dar, in welchem 
die Tangente im Anfangspuncte der jener Axe parallelen Asymptote begegnet. Wenn 
wir berücksichtigen , dass wir nach einander jeder der beiden Asymptoten der Hyperbel 
die erste Axe parallel and jeden von zwei gegebenen auf dem Umfange derselben liegen* 
den Pnncten zam Anfangspuncte nehmen können, so erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn zwei Winkelpuncte A und B irgend eines Parallelogramms auf dem Um- 
fange einer gegebenen Hyperbpl liegen und die Seiten desselben den Asymptoten der 
Curve parallel sind^ so bilden diejenigen beiden geraden Linien^ welche durch die bei^ 
ffen übrigen Winkelpuncte des Parallelogramms gehen und der die Winkelpuncte A und 
B verbindenden geraden Linip parallel sind^ die' beiden Asymptoten und die beiden 
Tangenten der gegebenen Hyperbel in den beiden Pnncten A und B ein Viereck mit 
seinen beiden Diagonalen. 

Wir köonen hiernach laicht, wenn eine AsymptQ^e einer Hyperbel, die andere 

Asymptote der Riebtang nach, und zwei Puncte gegeben sind, in diespn Pqncten die 

Tangenten cpnstrairen und die zweite Asymptote vollständig bestimmen. Wir köpnep 

.^uch, wenn die Richtung der beiden Asymptoten und drei Poncte piner Hyperbp) gege^r 

l>ep sipd, die beiden Asymptoten bi^st'immen und zugleijch die Tangenten ii| dfq ge^eb^? 
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nen Pnncten constniiren. Da wir die drei gegebenen Puncte auf dreifache Weise za 
zwei combiniren können, so erhalten wir drei Puncte jeder der beiden Asymptoten, und 
somit auch einen Satz über den Durchschnitt gerader Linien. 

Wenn wir in der letzten Gleichung 2w nnd 3v fiir w und v schreiben i so verwan- 
delt sich dieselbe in folgende: 

2Dw4-2Ev-HFa =0; 

eine Gleichung, deren geometrische Bedeutung die 538. Nummer enthält Auch an die- 
sen Fall knüpfen sich Sätze und Constmctionen» deren Herleitnng keine Schwierig- 
keit hat. 

558. Wenn der durch die Gleichung (l) dargestellte Pnnct auf einer gegebenen ge- 
raden Linie (v, vT) liegt ^ so können wir dieser Gleichung, indem wir w es z' m i und 

^ s= a setzen, folgende Form geben t 

(v-V)+a(a~n') « o, 
oder, wenn wir zugleich , nm homogen zu machen, wiedemm w hinzufügen: 

(v+au')w— V— au « o. (i«) 

Die Gleichung (5) verwandelt sich hiemach , indem wir z' aa v'-f-an» x' ss — t und 
y' =s — a setzen, in folgende: 

(B»— AC)aH•2(AE-BD)a^<D«-AF)— 2(CD.-BE)(av+aV)~2(BF-DE)(v'4^u')+ 

(E2_GF)(v+au)^ = o. (is) 

Wenn wir a als gegeben betrachten; so liegt der Pnnct (j\ z'), der durch die Glei- 
chung (i) und (12) dargestellt wird, auf der geraden Linie 

y « ax, (,4) 

die durch den Anfangspunct der Coordinaten geht nnd mit der ersten Coordinaten - Axe 
einen Winkel bildet, dessen trigonometrische Tangente a ist Betrachten wir daher in 
(12) v' nnd n als beliebig zu bestimmende Grossen, so steUt, bei gehöriger Bestimmung 
derselben, diese Gleichung jeden beliebigen Pnnct der geraden Linie (14) dar. Wenn 
wir in der Gleichung (13) v' und n' als veränderlich betrachten, so stellt dieselbe, wie 
ihre Form zeigt, ein System von zwei Pnncten dar: diese beiden Pnncte sind also keine 
andern als die beiden Durchschnittspuncte der gegebenen Cnrve (2) und 
der geraden Linie (14)* 

659« Wenn eine zweite gerade Lime (v", n*^ gegeben ist , auf welcher der Pnnct 
(12) liegt, so erhalten wir: 

* — ^~^ ^^n^' UV— VU 



u— n u"— a' 



wd wenn wir hiemach aus (18) a eliminircn, so kommt: 

(B*-AC)(v'-v')*.-2(AE-BD)(v''-v')(a-n')+(D^-AF)(n'-n')M-2(CD-BE)(v'-v') 
(aV-vV)-2(BF— DE)(u''-.nO(uV-vV)+(E^-CF)(uV— V V)« = o: (,5) 
eine in Beziehung auf v% n'' und v', n' symmetrische Gleichmig. Diese Gleichung drückt 
ans , dass derjenige Punct, welcher im Durchschnitte der beiden geraden Linien (v", n ') 
nnd (v% v!) liegt, nnd dessen Gleichung folgende ist: 

v— V = r^y— r>(a— n)> 
n — n 

da Pnnct des Umfamges der gegebenen Cnrve (2) ist. Wenn wir v" nnd n'' als beliebige 

Gonstanten betrachten, so können wir durch die letzte Gleichung jeden beliebigen Pnnct 
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der geraden Linie (v, n') darstellen. Betrachten wir daher in der Gleichung (l5) diesel- 
ben Grossen v" und a" als yeränderlichc Grossen i so sind die beiden Poncte, welche 
diese Gldchnng darstellt, offenbar die Darchschnittspnncte der gegebenen Carve (2) mit 
der gegebenen geraden Linie (v', xx'). 

Ich verweile hier nicht bei der Discassion der Gleichungen (13) und (15). 

§. 6. 

Zusammenitellung von Oertern zweiter Classe mit gemeinschaftlichem 

Brennpuncte. 

m 

56o. Wir haben im ersten Paragraphen dieses Abschnittes gesehen » dass wir durch 
schickliche Verlegung des Anfangspunctes der Coordinaten, der allgemeinen Gleichung 
der Cnrven zweiter Classe folgende Form geben können: 

(v-v)H<a-uy « k«. (,) 

Bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten-Axeni auf die wir nns hierbei beschränken 
wollen, ist alsdann ein BrennpuncI der dargestellten Curve Anfangspnnct der Coor- 
dinaten. 

Das Erste, was nns hier entgegentritt, ist die Frage nach der geometrischen Beden-* 
tnng der drei Gonstanten in der vorstehenden Gleichung. Zwei dieser drei Constanten 
v' und n' können wir als die Goordinaten einer gegebenen geraden Linie ansehen und 
dieselbe Directrix nennen. Wir wollen zunächst diese gerade Linie bestimmen. 

Für die Gleichung des Poles der zweiten Axe erhalten wir (549), indem wir , in Be-* 
ziehung auf v, die Gleichung der Curve differcntiiren; 

V— v' Ä o: (a) 

also denjenigen Pnnct der ersten Axe, dessen Abscisse gleich ( — , j ist Auf gleiche 

Weise erhalten wir, indem wir in Beziehung auf n differentiiren, filr den Pol der ersten 
Axe folgende Gleichung: 

u-u' = o, ^^^ / 1 \ 

die denjenigen Punct der zweiten Axe darstdlt» dessen Ordinate gleich (— — ? j 

ist. Der Pol der ersten Axe liegt also auf der zweiten Axe, und der Pol dieser fi^xc 
auf jener. 

Die gerade Linie (v, n) oder die Directrix geht durch die beiden Phncte (2) und (5), 
also durcb die Pole der beiden Axcn, und ist demnach keine andere als die Polare des 
Anfangspunctes» die Polare eines Brennpunctes der Curve zweiter Classe. 
Sie ist unabhängig von der Richtung der rechtwinkligen Goordinaten -Axen. 

Wenn V a 0| so ist die Directrix der ersten Axe parallel, wenn n » o, so ist 
dieselbe der zweiten Axe parallel; in dem ersten Falle fallt also die Hanptaxe der Curve 
in die zweite Coordinaten- Axe, in dem zweiten Falle fällt dieselbe in die erste Goordi- 
naten -Axe. Wenn wir zugleich V » o und u := o setzen, so liegt die Directrix nnend- 
fich weit: die Gleichung: 

auf welche sich die Gleichung (1) reducirt, zeigt aber, dass alsdann die bezügliche Curve 
ein Kreis ist, dessen Mittelpunct in den Anfangspnnct der Coordinaten iällf. 



136 Zur Theorie der 

56l. Wenn wir in der Gleichung (i) y s v' setzen, so ergibt sich: 

u SB u'±k, 
and wenn wir diese beiden Werthe von a durch n* nnd n** npterscheiden, so komml 

n-— n*' = 2k. 
Diese beiden Werthe beziehen sich aof diejenigen beiden Tangenten der Cnrve, die 
darch den Durchschnitt der Directrix mit der ersten Axe gehen. Da dieser Punct der 
Pol der zweiten Axe ist, so fallen! die Berührangspnncte auf jenen beiden Tangenten in diese 
zweite Axe. n* und n** bedeuten also die reciproken Werthe derjenigen Segmente dieser 
Axe, welche zwischen dem Brennpuncte nnd den Durchschnitten derselben mit der \ 

Cnrve liegen. Nennen wir diese Segmente r nnd r', so erhalten wir, mit BerUcksichti« 
gang ihrer Lage, ans der letzten Gleichung t 

r r 
wobei wir fär den Fall der Ellipse und Parabel immer das obere Zeichen , (Ür den Eall 
der Hyperbel das obere oder nntere Zeichen nehmen mtLssen, {je nachdem die zweite 
Axe nur einem oder beiden Zweigen der Hyperbel begegnet« 

Auf gleiche Weise erhalten wir, wenn wir diejenigen Segmente, welche auf der eu 
sten Axe zwischen den Durchschnitten derselben mit der Corve nnd dem Brennppncte 
liegen, s und s' nennen s 

i±i - 2k. 

Die halbe Summe der reciproken Werthe derjenigen beiden Segmente einer beliebi- 
gen, durch einen Brennpnnct einer Ellipse oder einer Parabel gehenden, geraden Linie, 
die zwischen diesem Pnncte und den Durchschnitten der geraden Linie mit der Cnrre lie- 
gen, ist constant und gleich 2k (503). Für den Fall der Hyperbel ist die Summe oder die 
Diffezenz jener reciproken Werthe constant nnd gleich 2k, je nachdem die durch einen 
Brennpnnct gehende gerade Linie nur einen Zweig derselben oder beide Zweige schnei? 
det. £s ist also auch k gleich dem reciproken Werthe derjenigen halben Chorde der go» 
gebenen Cnrve, die im Brennpuncte iialbirt wird, nnd mithin auf der Axe der Curv^ 
senkrecht steht 

569» Eh wir weiter gehen, wollen wir die Constanten folgender Gleichung: 

(v— v)M^(v-vO(a— n^osd-H«-«»')' « k*, 
betrachten. Wir können durch diese Gleichung jede beliebige Cnrve zweiter Classe dar« 

stellen, indem wir, wie oben, den Brennpunct zum Anfangspuncte nehmen, aber Coor<r 

dinaten-Axen wählen, die mit einander irgend einen beliebigen Winkel d bilden (503). 

Für die Pole der zweiten nnd ersten Axe erhalten wir, indem wir difierentiiren , folgende 

Gleichungen ; 

(V— V>4-(U— U')C05* as o, 

(n— u')-|-(v— vVo^* = o. 
Difse Gleichungen werden beide befriedigt, wenn wir zugleich 

V es v', a =5 n', 

setzen, die gerade Linie (v, n) geht also durch die Pole der beiden Axen, ist die Pplare 
des Anfangspnnctes, Directrix der Cnrve. 

Die Constante k können wir auf demselben Wege bestimmen, als in der vorigen 
Nummer, nnd begegnen alsdann einem neuen geometrischen Satze. 
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563. Wir wenden nns nun zur Gleichung 

(v-v')^+(n-a')« « k» (i) 

SQrttck, nnd wollen die v^rschiedeoen Arten von Cnrvcn^ welche diese Gleichnng, bei 

verschiedener Constanten -Bestimmung, darstellet kann, discoürcn. Der ftir diese Dis* 

cnssion, in Beziehnng aaf die allgemeine Gleichung: 

AwM-2Bvw+CvM-2Dnw+2Euv+Fa« « o, 

diaracteristische Aasdmck: 

(AE-BD)MAC-B«)(AF-D^, 

verwandelt sich, für den Fall der Gleichung (l), indem wir 

A = v'M-u'»-k^ B « -v', D « -a', C » F » i, E « o, 

setzen, in folgenden: 

Ak«. (a) 

Es gehen ferner die beiden Ausdrücke: 

AC— B», AF— D«, 

in folgende Über: 

n'»-k«, V*-k«. (3) 

Wenn die gegebene Gleichung (l) eine Hyperbel darstellen soll, so muss der 

Ausdruck (2) positiv sein (457), nnd also auch A, so lange k reell bleibt Hiernach 

kommt: 

V H-u ^ > k^ 

Wenn wir annehmen, k^ sei negativ, so müsste A negativ sein» damit der Ausdruck (2) 

positiv würde, so dass: 

^ v'M-u« < k»; 

eine Bedingung, die fiir den in Rede stehenden Fall nicht erfüllt werden kann, so lange 
v' und u, nnd also auch die Dlrectrix reell bleiben sollen« 

Die zweite oder erste Coordinaten-Axe ist einer der beiden Asymptoten der Hyper« 

bei parallel (459)» wenn 

^ k« =» vf\ oder k« = V^ 

Die geometrische Deutung dieser Resultate gibt uns folgenden Satz: 

fVenn man durch einen Brennpunct einer gegebenen Hyperbel ^en Asymptoten 
derselben ztvei gerade Linien parallel zieht ^ so liegen- die Durchschnitte dieser beiden 
geraden Linien mit der^irectrix auf dem Umfange eines Kreises ^ dessen ein Durch-' 
messer die durch den Brennpunct gehende ^ der Directrix parallelle^ Chorde der gege* 
benen Hyperbel ist. 

Wenn die Gleichung (l) eine Ellipse darstellen soll, so muss der Ausdruck (2) 
negativ sein nnd also auch A, so lange k reell bleibt, nnd also: 

k« > v'H-n'^ 
Die dargestellte Ellipse ist alsdann immer reell, weil die letzte Bedingung mit sich bringt, 
dass auch die beiden Ausdrücke (3) negativ werden (456). 

Wenn k' negativ ist, so ergibt sichi damit der Ausdruck (2) negativ werde: 

k* < V «+u^ 
In diesem Falle ist die Curve imaginär, weil alsdann nach der letzten Bedingung die 
Ausdrücke (3) nothwendig positiv sind« 

Die allgemeine Gleichung stellt eine gleichseitige Hyperbel dar, wenn die Be- 

dinmngs « Gleichung (490): 
^ ^ ^ A(OhF)-KBH-D^ « o, 
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besteht I welche iQ vorliegendem Falle in folgende sich verwandelt: 

2k^ = v'«+u ^ 

Wenn wir überdiess die Coordinaten-Axen den As3rmptoten der gleichseitigen Hyper- 
bel parallel nehmen, so erhält die Gleichung (l) folgende Form: 

(v— k)^+(a— k)» « k*. 

Wenn k » o, so verschwindet der Aasdruck (2) und die Gleichung (l) stellt mithin 
ein System von zwei Puncten dar. Da alsdann aber die beiden Ausdrücke bei (3) ncga« 
tiv werden» so sind diese beiden Pnncte nothwendig imaginär , oder, was dasselbe heisst, 
die Gleichung (l) stellt eine gerade Linie dar. Wir sehen diess auch unmittelbar aus 
dieser Gleichung. Die dargestellte gerade Linie ist die gemeinschaftliche Directriz aller 
derjenigen Curven, welche durch die Gleichung (l) dargestellt werden, wenn wir in der- 
selben v und u als ein für alle Mal gegeben betrachten und für k nach einander belie* 
bigc Werthe nehmen (66o). 

Wenn endlich A = o/also: 

k* « v'^+u ^ 

so stellt die Gleichung (l) eine Parabel dar. 

Hiemach stellt, indem wir zusammenfassen, die Gleichung (1), wenn wir derselben 

folgende Form geben : 

V»— 2v'v-i-a^— 2u q = M, 

eine Ellipse, Parabel oder Hyperbel dar, je nachdem M positiv, gleich Null oder nega- 

, tiv ist. Die gerade Linie, welche, im Falle, dass k » o ist, durch diese Gleichung 

dargestellt wird, bildet den Uebergang von Hyperbeln zu imaginären Curven (521). 

564, Es sei wiederum ; 

(v-v)M-Ca-ny « kS (.) 

die Gleichung irgend einer Cnrve zweiter Gasse und (v", n") irgend eine Tangente dieser 
Gurve. Alsdann erhalten wir nach einer leichten Reducion (547): 

(v"^v')(v-.v>f-(ii"-n.(a-u') « k^ (2) 

für die Gleichung des Berübrnngspunctes auf der gegebenen Tangente. 

Wir können dieselbe Gleichung auch auf* folgende Weise schreiben: 

(v"— v')v+(u"-n>-f-N « o, 
indem wir, der Kürze halber, 

(v' ..v')v'H.(n"-uV+k» « -N, 
setzen. Zur Bestimmung der Entfernung (D) des Berübrnngspunctes vom ^Avifangspuncte 
der Coordinaten ergibt sich folgender Ausdruck (413): 

und da (V, u") eine Tangente der gegebenen Cnrve ist, so kommt: 

Der Abstand (P) desselben Pnnctes von der Directrix, oder der geraden Linie (v', n) 
ist nach der 414. Nummer auf folgende Weise bestimmt; 

k^ 

.. . , . ^ ^ NKv'H-a'^- 

Man erhält also : 

P _ k 

15 - |/(v'24.u^' ''^^ 
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Oa dieser Aasdrack von der besondem Annahme der Tangente (v", n") nnabliSngig; 
ist» so ist klar, dass für alle Pnncte der gegebenen Cnrve das Yerhältniss 
von P zn D dasselbe bleibt Wenn die gegebene Conre eine Parabel ist, so ist 
Ic ^ V^V M-n'^) und mithin P « D. Für den Fall der Ellipse ist P > D $ ftir den Fall 
der Hyperbel P < D. Für den Fall der gleichseitigen Hyperbel insbesondere ist O &» Pl/2* 

Die letzte Gleichung ist, wenn wir P und D als yeränderliche Grössen betrachten, 
als eine Gleichang der Corve anzusehen. Die Coordinaten sind alsdann die Abstände der 
Puncte der Corve von einer gegebenen geraden Linie (der Directrix),] nnd von einem ge- 
gebenen Poncte (dem Brennpancte). 

565. Wenn eine Ellipse oder Hyperbel gegeben ist, so können wir, nach einander, 
jeden ihrer beiden Brennpancte zum Anfangspuncte nehmen, nnd jedem Brennpancte 
entspricht eine Directrix. Der constante Qaotient von D in P, den wir X nennen wol- 
len, ist derselbe, gleichviel von welchem der beiden Brennpnncte (die in Beziehung aaf 
die Curve eine symmetrische Lage haben) wir ausgehen mögen« Man erhält daher auch, 
wenn man die Abstände eines beliebigen Pnnctes der Curve von den beiden Brcnnpunc- 
ten r und r\ und die Eptfemung der beiden Directriccn von einander d nennt: 

'±^ . 

wobei wir das obere Zeichen für den Fall der Ellipse, deren jeder Punct zwischen den 
beiden Directricen liegt, und das untere Zeichen für den Fall der Hyperbel, deren jeder 
Punct auf derselben Seite ihrer beiden Directricen sich befindet > nehmen müssen. Be* 
trachten wir ferner nach einander die Abstände der beiden Scheitel der Haaptaxe der 
Curve von einem beliebigen Brennpnncte derselben nnd der entsprechenden Directriz, so 
erhält man: 

wenn man bemerkt, dass, je nachdem die Curve eine Ellipse oder Hyperbel ist, . die 
Summe oder die Differenz der beiden Abstände von dem Brennpnncte der Haaptaxe 
gleich ist, und man diese Axe a nennt. Aus den beiden vorstehenden Gleichungen folgt: 

r±r « a. 
Die Summe der beiden Abstände Jedes Punctes des Umfanges einer gegebenen El- 
lipse i^on deu beiden Brennpuncten derselben ist constant un8 gleich ihrer grössern 
Axe. Die Differenz der beiden Abstände aller Puncte des Umfanges einer gegebenen 
Hyperbel von den beiden Brennpuncten derselben ist^* constant und gleicf^ ihrer reellen 
Axe. 

566» Wenn wir die erste Coordinaten - Axe durch den Durchschnittspunct der Di- 
rectricen irgend zweier gegebenen Curven mit demselben Brennpnncte legen, so entspricht 
diesen Directricen dasselbe v, und hiemach können wir (tir die Gleichungen der beiden 

Curven folgende nehmen; 

(v-vOMKa-u')^ « k«, 

Die Werthe der beiden veränderlichen Grössen , welche d{e beiden vorstehenden Glei* 
chungen zugleich befriedigen, sind die Coordinaten der gemeinschaftlichen Tangenten der 
beiden durch diese Gleichungen dargestellten Curven« Es ist ersichtlich , dass es solcher 
gemeinschafUichen Tangenten nur zwei gibt« Wir erhalten ferner die allgemeine OleLiw 

n. 17 
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chong aller derjenigen Cärven zweiter Classe, welche mit den beiden gegebenen densel- 
ben Brennpnnct und dieselben beiden gemeinschaftlichen Tangenten haben, wenn wh- 
eine der vorstehenden > beiden Gleichungen mit einem unbestimmten CoefBcienten multi- 
pUciren und dann zu der andern Gleichung addiren. Auf diese Weise kommt^ nach ei- 
nigen R^dtfctionen: 

Die Directrix der, bei irgend einer Annahme für fi, durch diese Gleichung dargestellten 
Cnrvc ist ( y, J^ J und geht also durch den Durchschnitt der beiden Directricen 

(v\ n') und (v', n") der beiden gegebenen Curven. 

Wenn wir insbesondere fi = — 1 nehmen, so redncirt sich der Grad der resultiren* 
den Gleichung; diese Gleichung stellt alsdann einen Pnnct dar^ nnd zwar den Durch- 
schnittspunct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten aller in Rede stehenden Gurren. 
Wir erhalten fttr diese Gleichung folgende: 

2(u"-.nOa n± k^—u'«— h'M-n"», (3> 

der Dnrchschnittspunct der gemeinschaftlichen Tangenten liegt also auf der zweiten Coor- 
dinaten - Axe. 

Die Directricen aller derjenigen Cun^m mit demselben Brennpuncte ^ (welche die- 
selben beiden geraden Linien berühren y gehen durch einen festen Punct. Diejenigen 
beiden geraden Linien, welche diesen festen Punct und den Durchschnittspunct der bei* 
den gemeinschaftlichen Tangenten aller Curven mit dem ßrennpuncte perbinden ^ bilden 
am Brennpuncte einen rechten Winkel. 

Wenn die beiden Gleichungen (l) insbesondere zwei Parabeln darsteUen, so stellt 
anch die allgemeine Gleichung (2) nur Parabeln dar. Die Gleichung (a) reducirt sich 
alsdann auf folgende : 

n aa o, 

tmd stellt also einen Pnnct dar, der, nach der Aichtong der zweiten Axe hin, unendlich 
weit liegt Alle durch (2) dargestellten l^iyrabeln berühren dieselbe, dieser Axe parallele, 
gerade Lmie. 

567. Wir können auch, um zur Gleichung (2) zu gelangen, ron einer beliebigen der 
beiden Gleichungen (iLund von der Gleichung (8) ausgehen , nnd auf diesem Wege die 
allgemeine Gleichung aller derjenigen Curven bestimmen, die mit einer gegebenen densel- 
ben Brennpnnct nnd zwei gemeinschaftliche Tangenten haben, die in einem gegebenen 
Pnncte sich schneiden« W^enn wir för die Gleichung der gegebenen Curve folgende 

nehmen : « ** 

<v-V')H<n-u')« = k*, 

und der Gleichung des gegebenen Ponctes, den wir wiederum auf der zweiten Axe an- 
nehmen, folgende Form geben: 

, . tf = c, (4) 

so erhalten wir die gesuchte allgemeine Gleichung, wenn wir die letzte Gleichung mit ei- 
nem unbestimmten CoefiGdenten, mit (2^), multipliciren nnd dann zur vorhergehenden Glei- 
xhnng addiren. Auf diese Weise komn^t nach einer einfachen Reduction: 

(v-;v')H<n-(u-f*))^ « k^+2(c-u>+A*^- (s) 

Diese Gleichung stellt insbesondere eine gerade Linie dar, wenn wir /u so besttm* 
men, dasa der zweite Thcil derselben verschwindet Setzen wir demnach} 
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Ai*+2(c— u'V+k« = o, (6) 

10 erhalten wir für im folgende beiden W^rthc : 

(jt = -(c-u)±Vi:(c-.u')«— k«]. 

Die Gleichnng (5) stellt also, im Allgemeinen, bei gehöriger Bestimmung von /i, jede 

von zwei geraden Linien dar. Diese beiden geraden Linien fallen zusammen» wenn 

. (c-n')^ = k^ 

and also: 

c = u'±k. 

Man sieht sogleich , dass in diesem Falle der Panct {Uj in einem der beiden Dorcb* 

schnittspancte der zweiten Axc mit der gegebenen Carvc liegt. Denn, wenn man in der 

Gleichung der gegebenen Curve y == v' setzt, so erhält man, da der Punct (v', o) der 

Pol der zweiten Axe ist, das u jener Durchschnitlspuncte und für dieses u die obigeii 

beiden Werthe von c In dem vorliegenden Falle redocirt sich die Gleichung (5) auf 

folgende: 

(v— v7-»-(a— c)* = o, 

und stellt also die gerade Linie (v, c) d. h. die Tangente in dem gegebenen, auf der 

gegebenen Curve liegenden Punct dar. 

Die beiden in Rede stehenden geraden Linien sind reell oder imaginär, je nachdem 

(c— u')« > k« oder (c— u)^ < k^ 

Die erste der beiden vorstehenden Bedingungen können wir auch auf folgende Weise 

schreiben : 

(c— u'—k)(c— u'-f-k) > o. 

In dem FaHe , dass die Werthe der beiden Aasdrücke (u +k) und (u— k) dasselbe Zei- 
chen haben (was nur für den Fall der Hyperbel Statt finden kann), muss c entweder 
kleiner oder grösser als die beiden Ausdrücke sein, und der bezügliche Punct liegt also 
innerhalb der Curve. Wenn die beiden Ausdrücke (u'-f-k) und (u— k) Werthe yon ent- 
gegengesetztem Zeichen haben, und demnach der erste derselben positiv, der zweite ne» 
gativ ist, so wird die letzte Bedingung erfüllt, wenn wir c positiv und grosser als (ur'+k)^ 
und wenn wir c negativ und, abgesehen vom 24eichen, grosser als (u-<-k) nehmen; der 
bezügliche Punct liegt also zwischen den beiden Darchschnittspuncten der zweiten Axc 
mit der Curve, das heisst, innerhalb der Curve. Wir sehen hieraus, dass, wenn der 
gegebene Punct innerhalb der gegebenen Curve liegt, die Gleichung (5) bei einer zwie- 
fachen BesiMnmuQg von fc eine gerade Linie darstellen kann; dass diese Bestimmung 
aber imaginär wird für den Fall, dass der gegeben^ Punct ausserhalb 4er gegebenen 
Curve liegt. 

Die Gleichung (6) reducirt sich nur dann auf den ersten Grad, wenn k gleich Null 
ist nnd w(r also, statt von einer Curve, schon von einer gfsraden Linie ausgeben. Dieser 
geraden Linie entspricht /« as o« Der andere Werth von fi ist: 

^ h^ 2(a'-c), ' 

und durch denselben verwandelt sich die Gleichnng (5) in folgende t 

(v-v')M-(a-(2c-u'))» = 0, (7) 

und stellt mithin die gerade Linie (v', 2c— n) dar. 

Die Ordinate des Durchschnittispunctes 4€rjenigen geraden I^inie, von der wir eben 

ausgegangen sind , mit der zweiten Axe ist ( — — > j , die Ordinate des Durchschnitts- 
pqactes der resultirenden geraden Linie (7) n»t derselben Axe is( ( — ' _ . ) und tvi^ 

15* 



^ \ 
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lieh die Ordinate des gegebenen Pnnctes ( — V Da nur folgende Proportion besteht: 

111 1 11 

u * c u 2c— u * 2c— a c' 
80 folgt, dass die eben bexcichneten drei Pnncte und der gemeinschaftliche Brennponct, 
welcher Anfangspnnct der Coordinaten ist, ein System yon vier harmonischen Tbeilongs* 
pnncten bilden. 

568« Wenn der gegebene Ponct (4) unendlich weit liegt, so ist c o o. Die Glei- 
chnng (5) geht abdann in folgende über: 

(v— v)^-Ku— (u— ^))* = k«— 2iMu^-A*^ (8) 

und stellt solche Carven dar, die zwei der zweiten Axc parallele Tangenten bertthren. 
Die Directricen aller dieser Carven gehen immer noch durch denselben Pnnct der ersten 
Aze* £s stellt die letzte Gleichung eine gerade Linie dar, wenn 

fi = u±V/(u«-k«). 
Diese beiden Werthe von fi sind fbr den Fall, dass die gegebene Curve eine Ellipse ist, 
immer imaginär (563); für den Fall der Hyperbel imr dann, wenn die zweite Axe eine 
solche Richtung hat, dass es keine ihr parallele Tangenten gibt Die beiden Werthe 
von fi können nur dann zusammenfallen, wenn die gegebene Curve eine Hyperbel und 
die zweite Axe einer ihrer Asymptoten parallel ist £s ist diess in Uebereinstimmung mit 
der vorigen Nummer. 

Wenn wir k sa o setzen, so stellt die Gleichung (8), ausser der gegebenen geraden 

Linie, die alsdann an die Stelle der gegebenen Curve tritt, nur noch eine einzige gerade 

Linie, nemlich folgende: 

(V, -vT), 

dar. Es ist klar, dass der von diesen beiden geraden Linien gebildete Winkel von der 

ersten Aze balbirt wird. 

S69. Wir irollen uns noch einmal zum allgemeinen Falle zurOckwenden. Wenn die 
Wnrzefai der Gleichung (6) imaginär sind, so bleibt der zweite Theil der Gleichung (3), 
(tar jeden beliebigen Werth von fi, positiv, und es stellt also auch, fiir jeden Werth 
von fi, diese Gleichung eine reelle Curve. dar. Die Directricen dieser Curven haben alle 
möglichen Richtungen. Wenn aber die Wurzeln der Gleichung (6) reell sind, so sind 
diese Werthe Gränzwerthe von fi^ für welche der zweite Theil der Gleichung (5) sein Zei- 
chen ändert, und die bezügliche Curve also, indem sie in eine gerade Linie übergeht, 
aufhört reell zu sein. Die, diesen Gränzwerthen entsprechenden, beiden geraden Linien 
bezeichnen zugleich die Gränzen für die Lage der Directricen aller durch die Gleichung 
(5) dargestellten Curven* £s geht keine Directriz irgend einer dieser Curven durch einen 
solchen Punct der zweiten Axe, fiir welchen der Werth von n zwischen: 

o+V/((c— u*)«— k«) und c— l/((c— n')*— k«), 
fallt Diese beiden geraden Linien sind, nm mich so auszudrucken, ihre eigenen Direc- 
tricen ; der Anfangspnnct der Coordinaten spielt nach der vorstehenden Analyse die Rolle 
eines Brennpunctes jeder derselben. Wir können diese Bemerkung in Verbindung brin* 
gen mit der 477* Nummer, in der wir nachgewiesen haben, dass, analytisch genommen, 
ein System zweier imaginärer Pnncte (oder, was dasselbe heust» eine gerade Linie) zwei 
reelle Brennpuncte hat, welche auf einer solchen geraden Linie liegen, die durch den 
Mittelpnnct des Systems geht nnd senkrecht auf der die beiden imaginären Pnncte dessel* 
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ben verbindenden geraden Linie steht. Nach dieser Bemerkung können wir die Mittel- 
pnncte der beiden in Rede stehenden geraden Linien (als Oerter zweiter Classe betrach* 
tet) ond ihre zweiten Brennpancte bestimmen* 

570. Wenn irgend zwei Cnrven zweiter Classe denselben Brennpanct haben, so ha- 
ben sie, wenn wir von den beiden in diesem Pnncte sich schneidenden imaginären Tan* 
genten abstrahireni nar noch zwei gemeinschaftliche Tangenten. Wenn wir übcrhaopt 
die Gleichungen irgend zweier gegebener Carren zo einer neaen Gleichung verbinden, ^o 
erhalten wir die Gleichung eines geometrischen Ortes, der von allen gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden gegebenen Oerter ebenfalls berührt wird. Die Gleichungen zweier 
Gurven zweiter Classe, die denselben Brennpunct haben, lassen sich, indem wir diesen 
Brennpnnct zum Änfangspnncte nehmen, immer zu einer Gleichung des ersten Grades 
verbinden, die den Durchschnitt ihrer beiden gemeinschaftlichen Tangenten darstellt. 
Die gemeinschaftlichen Tangenten können imaginär werden: ihr Durchschnitt aber bleibt 
immer reell. 

Als geometrischer Ort (zweiter Classe), der mit den beiden gegebenen Curvcn die- 
selben gemeinschaftlichen Tangenten hat, ist indess nicht sowol jener Dnrchschnittspunct 
der beiden gemeinschaftlichen Tangenten, allein für sich, zu betrachten, sondern viel- 
mehr das System dieses Panctes und des Brennpunctes. Der Brennpunct des 
Systems dieser beiden Puncte ist der eine dieser Pnncte selbst (477)> der gemeinschaftli- 
che Brennpunct aller Curven. Die Directriz geht durch diesen Pnnct und steht auf der- 
jenigen geraden Linie senkrecht, welche die beiden Pnncte des Systems verbindet. 

Als Folge der besondem Coordinaten -Bestimmung, indem wir nemlich den gemein- 
schaftlichen Brennpunct zum Änfangspnncte nehmen, wodurch die Coordinaten v und a 
desselben unendlich werden, lässt sich die resultirende Gleichung auf den ersten Grad 
reduciren und dadurch verschwindet aus ihr jede Spur des Brennpunctes. Diese Behaup- 
tung können wir durch eine ein£aiche analytische Betrachtung unterstützen. Es stellt nem- 
lich folgende Gleichung: 

(v-v)^+(l+f)(u-n7 » kS 

je nachdem c eine sehr kleine Grösse bezeichnet oder gleich Null ist, eine Curve zweiter 

Classe dar, die auf einen solchen Punct, der, beinah oder ganz, mit einem Brennpuncte 

der Curve zusammenfidlt, als Anfangspunct bezogen ist Wenn wir von dieser Gleichung 

folgende abziehen: 

^ („')M<n-u")« « k'^ 

so kommt, indem ^wir durch C eine constante Grösse bezeichnen: 

<nM-2(n''— (l-H)u> = C. 

Diese Gleichung stellt zwei Pnncte der zweiten Axe dar. Je kleiner wir den Werth von 

i nehmen, desto grösser wird ein Werth von n; setzen wir € gleich Null, so reducirt 

sich die letzte Gleichung anf den ersten Grad, indem eine Wurzel derselben dadurch 

ausfallt, dass sie nnendlich wird. Diese Gleichung stellt alsdann nur noch einen einzigen 

Pnnct dar. 

Zu demselben Resultate kommen wir unmittelbar auf folgende Weise. Wenn wir 

die Gleichungen zweier Curven zweiter Classe, die einen gemeinschafUichen Brennpnnct 

haben, nnd anf diesen gemeinschaftlichen Brennpnnct, als Anfangspnact der Coordinaten, 

bezogen sind, durch EinfCLhmng von w homogen machen nnd demnach Gleichungen von 

folgender Form erhalten: 
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so ergibt sich darch Verbindung derselben niemals eine Gleichung Tom er3len Grade* 
Denn 9 wenn wir abziehen , so kommt: 

w[2(v''— y')v+2(u''— u')n-Kv'^+u*— k^— v"«— u^^+k'^w] = o: 
eine Gleichung , die ein System von zwei Punctcn darstellt* Wenn wir den Factor w 
fortlassen, so abstrahircn wir von dem einen dieser beiden Puncte, dem Änfangspnncte 
der Cootdinaten* *) 

Hiemach gewinnen wir einen allgemeinem Gesichtspunct und die Entwicklungen der 
letzten Nummern ordnen sich den allgemeinern des 8. Paragraphen unter« 

571. Zur Bestimmung des Mittelponctes der durch die allgemeine Gleichung (5) dar» 
gestellten Curve erhält man sogleich folgende Coordinaten-Werthe: 

* vH-tt^— k«— 2iuc* ^ t'^4v^i:i^i:^' 

Wenn wir ju zwischen diesen beiden Gleichungen eliminiren, so erhalten wir eine solche 
Beziehung zwischen y und x, die von der besondem Bestimmung^ dieses Coefficienten 
unabhängig ist, also die Gleichung des geometrischen Ortes für die Mittelpuncte aller 
durch die allgemeine Gleichung darstellbaren Curven* Auf diese Weise kommt: 

2c(v'y-ux)+(v'M-u'*— k^)x+v' « o. (9) 

Die A^littelpnncte aller Curven zweiter Classe^ die denselben Brennpunct nnd zwei ge- 
meinschaftliche (reelle oder imaginäre) Tangenten haben, liegen also in gerader Linie. 
Diese gerade Linie halbirt diejenige, welche den Durchschnittspunct der beiden (reellen 
oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten mit dem Brennpuncte verbindet; . denn, 
wenn wir in der letzten Gleichung x «= o setzen, so kommt: 

1 

Zu den in Rede stehenden Curven, die denselben Brennpunct nnd zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten haben, gehört auch eine Parabel^ deren Durchmesser der geraden Li- 
nie (9) nothwendig parallel sind. Um die Richtung dieser Durchmesser zu bestimmen, 
(alle man vom Brennpuncte aus zwei Perpendikel anf die beiden gegebenen Tangenten 
und verbinde die Fu^spuncte derselben durch ein^ gerade Linie. Diese gerade Linie ist 
aUdann die Tangente der Parabel im Scheitel ihrer Äxe (504) nnd die Durchmesser der- 
selben stehen auf dieser Tangente senkrecht EBemach können wir also die Richtung 
der geraden Linie (9) bestimmen. 

Die letzte Bestimmongsweise fallt ganz fort, wenn die beiden gegebenen Tangenten 
imaginär sind> sie wird auch dann illusorisch, wenn die beiden gegebenen Tangenten 
zusammenfallen, das heisst, wenn alle Cnrven eine gegebene gerade Linie in einem ge^ 



*} Auf ähnliche Weise lässt sich dirthan , dsss , wenn wir die Gleichopgen iweier äbnllcbef 
and ähnlich liegender Curven, besogen auf gewöhnliche Pnnct • Coordinaten , mit einander 
tn einer Gleickonfi; desselben Grades verbinden, nur deshalb, bei gehöriger VerbinduDg, 
die resnltirende Glelcbang auf den ersten Grad sich redacirt, weil von den beiden geaei^ 
scbaftiichen- Chorden der beiden Corven die eine anendlich weit liegt, and dne solche ge« 
rade Linie lässt sich nar dann in der Gleichung nachweisen, wenn wir, nach 4er 416« Num« 
mer, die dritte Coordbiate s eiordhren. ^ 
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^ebenen Paticte bertthren. Im ersten Falle müssen wir znr Gleichung (9) zarBckgeben, 
im zweiten Falle erhalten wir^ nach einem bekannten Satze (332), folgende ein£ache Constmc-. 
lion der geraden Linie (9)« Man beschreibe ttber derjenigen geraden Linie, welche den 
Brennpanct mit dem gegebenen Bcriihmngspnncte aof der gegebenen geraden Linie ver- 
bindet, als Durchmesser, einen Kreis« Die zu construirende gerade Linie ist alsdann 
derjenige Durchmesser dieses Kreises, der durch den zweiten Durchschnittspnnct dieses 
Kreises mit der gegebenen geraden Linie geht ^ 

572« Da die Entfernung der beiden Brennpnncte von einander doppelt so gross ist, 

als die Entfernung des Mittelpnnctes von einem derselben, so erhalten wir unmittelbar 

die Gleichung des geometrischen Ortes für die zweiten Brennpnncte aller Cunrcn, wel* 

che durch die allgemeine Gleichung (5) dargestellt werden, wenn wir in der Glcichui^ 

(9) X und y mit ^^ und ^27 Tertauschen. Auf diese Weise ergibt sich folgende Glei- 

cbung des ersten Grades: 

2c(v'y-ux>Hv'M-rf«— k«)x+2v' « o. (io> 

Wenn wir in dieser Gleichung x as o setaili , so kommt 7 es — ; das heisst, die be- 

sttgliche gerade Linie geht durch den Durchschnittspnnct der beiden gemeinschaftlichen 
(reellen oder imaginären) Tangenten. Ueberdiess ist sie der geraden Linie (9), dem geo- 
metrischen Orte für alle Mittelpnncte,' paralleL 

Wenn man also vom Brennpnncte aus zwei Perpendikel auf die beiden gemeinschaft* 
liehen Tangenten föllt^ die Fusspuncte derselben durch eine gerade Linie verbindet und 
auf diese gerade Linie, vom Durchschnittspuncte äer beiden Tangenten aus ein neues 
Perpendikel fällt, so ist diese gerade Linie der in Rede stehende geometrische Ort (10). 

Man kann diese gerade Linie auch nach dem bekannten Satze bestimmen, dass die- 
selbe und die zweite Äxe, (welche durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tan- 
genten und durch den gemeinschaftlichen Brennpunct geht) in denselben von diesen Tan- 
genten gebildeten Scheitelwinkeln liegen und mit diesen Tangenten g!cichc Winkel bil- 
den. (330) Es leuchtet dieser Satz auch ohne alle algebraischen Etitwicklongen ein. 
Wenn man nemlich durch den gemeinschaftlichen Brennpunct eine solche gerade Linie 
sieht, welche von den beiden gemeinschaftlichen Tangenten ein gleichschenkliges Dreieck 
abschneidet, so können- wir diese gerade Linie als die Äxe einer durch die aUgemeinc 
Gleichung (5) diurge'stellten Cnrve ansehn, nnd erbalten alsdann sogleich den z^ten 
Brennpunct dieser Curve, indcift wir auf dieser Axe einen solchen Punct bestimmen, 
der mit dem gemeinschaftlichen Brcnnpuncte, in Beziehung auf die baden gcmeinschaft» 
liehen Tangenten, eine symmetrische Lage hat. Durch diesen Punct ist die in Rede 
stehende gerade Linie (10) vollkommen bestimmt, und zugleich hegt in deiv hierdurch an- 
gezeigten Construction der Beweis für die oben ausgesprochene Eigenschaft derselben* 

573. In den letzten Nummern sind die Elemente zu mchrcm Constructionen einer 
Cnrve zweiter Classe, welche dr<ii gegebene gerade Linien berührt und 
einen gegebenen Punct zum Brennpnncte hat, enthalten. 

Wir können erstens die Cerve -oonstruiren , idftm wir die Directriz derselben 
bestimmen. Wenn wir zuerst irgend ^zwei der drei gegebenen geraden Linien betrachten, 
io gdien die Directriccn aller Cnrven^ w«khe dieselben berühren und den gegebenen 
Punct zum Brennpuncte haben, durch einen Ponot derjenigen geraden Linie, welche im 
gegebenen Puncte auf der, diesen Punct mit dem Dnrcfaschnittspnncte der gegebenen 



V 






>- 



- X 



>36 ' Zur Theorie der 

.Tangenten verbindenden» geraden Linie senkrecht steht Um diesen gemeinschaftlichen 
Oarchscfanittspanct aller Directricen, der also auch ein Pnnct der gesachten Directrix ist 
.ca bestimmen, brauchen wir bloss die Directrix irgend einer der in Rede stehenden 
Gnrven za constmiren nnd hierzu kommen wir leicht, wenn wir fiir diese Cnrve die hier« 
.her gehörige Parabel nehmen* Äaf diesem Wege ergibt sich, da wir die drei gegebenen 
geraden Linien anf dreifache Art za zwei zosamms teilen können, der folgende Satz: 

Wenn man von irgend einem gegebenen Puncte F aus nach den drei Winkelpune^ 
ien eines gegebenen Dreiecks drei gerade Linien FA^ FA und FA* zieht und auf die* 
sen drei geraden Linien im Puncte F drei Perpendikel FG^ FG und FG" errichtet ^ 
ferner von demselben Puncte F aus drei Perpendikel auf die drei Dreiecks -Seiten AAy 
AA' und AA* fällt und dieselben über ihren Durchschnitt mit diesen Seiten hinaus 
noch um denselben respective gleiche Stücke verlängert und dadurch auf diesen Perpen- 
dikel drei Puncte P\ F und P bestimmt^ so liegen die Durchschnitte von FG und P'P^ 
von FG und P'P und von FG" und PP^ alle drei^ in gerader Linie und diese gerade 
Linie ist die Directrix derjenigen Curve zmeiter Classe, tvelche den gegebenen Punct 
zum Brennpuncte hat und dem gegebenen Dreieck eingeschrieben ist. 

574* Wir können zweitens den Mittelpnnct der gesachten Curve bestimmen. 
Wir erhalten nach der SJl. Nummer drei durch diesen Punct gehende gerade Linien, 
nemlich diejenigen , welche , bei der obigen Bezeichnung , durch die Mitten von FA , FA' 
und FA" gehen und senkreckt auf P'T', P"P und P'P sind. 

Der gesuchte Mittelpnnct ist, nach einem bekannten Satze, zugleich der Mittelpunct 
desjenigen Kreises, der durch die Fusspuncte der von F auf die drei gegebenen geraden 
Linien gefällten Perpendikel geht (338, 2. Note) 

575. Wir können endlich drittens auch den zweiten Brennpunct der zu con- 
struirenden Curve suchen. Hier kommen wir nach der 572« Nammer zu folgendem 
Satze: 

Wenn irgend ein Punct F und irgend ein Dreieck AAAT gegeben sind und man 
ßUt von F auf die drei Dreiecks- Seiten AA, AA' und AA' drei Perpendikel FQf\ 
FQ und FQf so bestimmen die Fusspuncte dieser drei Perpendikel ein neues Dreieck 
Q'QQ* ^^^^ ^^^ alsdann von den Winkelpuncten des gegebenen Dreiecks, A, A 
und A\ drei Perpendikel auf die gegenüberliegenden Seiten des zweiten Dreiecks, auf 
Q'Qi Q'Q und QQf so schneiden sich dieselben in demselben Puncte f und dieser 
Punct ist der andere Brennpunct derjenigen Curve ztveiter Classe, tvelche den gegebe- 
nen Punct zu einem Brennpuncte hat und dem Dreiecke eingeschrieben ist 

In diesem dritten Falle können wir auch construiren, wie in der 337. Nummer. *— 

576. Wir wollen zur Untersuchung der Dnrchschnittspuncte irgend zweier gegeben 

ner Curven zweiter Classe, die denselben Brennpunct haben. Übergehen. 

Es seien t 

(v~v')M-2(a-u'Xv-v )rö**4<o— n')^ « k'«, 

. (v-v^HöCn-uOCv-vVoid+Co-aT = h"'. 
die Gleichungen der beiden gegebenen Curven, bezogen auf irgend zwei Azen, die in dem 

gem ei nsc ha ft l ichen ßrennponcte sich schneiden nnd irgend einen Winkel 9 mit einander 

bilden^ Die Directricen dieser beiden Curven sind (562): 

(v,«'), (V^u"), 
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und hiernach erhalten wir ftir die Glcichan)(en derjenigen Pancte» in welchen diese Di« 

rectricen der ersten Axe begegnen: 

# »# • 

und die beiden Tangenten- Paare , die ron diesen beiden Pnncten an die bezüglichen Car- 
men gelegt werden, können^ sind folgende: 

(V, a'+k'), (v, a-k')j 

(v", n'+k"), (v", u'-k"). ^*\ 

Für die Gleichang des Oarchschnittspnnctes der ersten and dritten dieser vier Tangenten 
ergibt sich sogleich folgende : 

'-.a-~(k"^k'/ °~-°"~''">' 
nnd tüT die Gleichung des Darchschnittspunctes der beiden Directricen: 

V— V = -r, — ^,(a— u). 

U -»-V 

Wenn wir endlich eine gerade Linie darch diese beiden Dorchschnittspancte. legen, so 
erhalten wir' für diese gerade Linie aus der Znsammenstellang der letzten beiden Glei- 
chungen folgende Coordinaten-Werthe; 

V — kv k n — KU . 

^ ^ V*—V * u == i^'^\^' • ^^J 

Diese Ausdrücke bleiben unverändert dieselben, wenn wir die Zeichen' von k" und k' 
beide zugleich ändern. Die bezügliche jg^erade Linie geht also auch dnrch den Durch- 
schnitt der zweiten und vierten der vier Tangenten (2). 

Auf ähnliche Weise finden wir, dass die DurchschnittSpuncte der ersten und vierten 
nnd der zweiten und dritten der vier Tangenten (2) und der betfen Directricen in gera- 
der Linie liegen, und für diese gerade Linie erhalten wir durch Zeichen -Yertauscfaung 
aus den Ausdrücken (d) folgende Coordinaten-Werthe: 

VV+ky tV+k'n ' . , 

"" "^ k^+t ' ^ "■ k"+k' ■ • ^♦^ 

Da die Ausdrücke (3) und (k) in Beziehung auf v, V, v" und u, u',.n" symmetrisch 
gebildet sind, so erhalten wir nothwendig dieselben Ausdrücke, wenn wir, statt von den 
Durchschnitten der ersten Äxe mit dep beiden Directricen, von den Darchschnitten der 
«weiten Axe mit den beiden Directricen aus , Tangenten an die bezüglichen Curven le>> 
gen* Da überdicss die zweite Axe jede beliebige, r^rch den Brqnnpunct gehende, gerade 
Linie sein kann, so erhalten wir, indem wir zusanunenfassen , den nachstehenden S^tz; 

Wenn man durch den gemeinschaftlichen Brennpunct irgend zw&er gegebener Cur- 
ven zweiter Classe eine beliebige gerade Linie zieht und von jedem derjenigen beiden 
PundCf in welchen dieselbe den Directricen der beiden Curven begegnet ^ zwei Tangen" 
ten an die bezügliche Curve legt^ so bilden diese Tangenten eine vollständige viersei- 
tige Figur y deren zwei Diagonalen durch den Durchschnitt der beiden Directricen ge- 
hen. Es bleiben diese Diagonalen unverändert diewlbenj wie man auch die Richtung 
der beliebigen, durch den Brennpunct gehenden ^ geraden Linien ändern mag; wäh- 
rend alsdann zwei Winkelpuncte der vierseitigen Figur airf den beiden Directricen fort- 
rückerij verändern die beiden übrigen Paare von Winkelpuncten ihre Lage auj' zwei fe- 
sten^ durch den Durchschnittspi^ct derselben gehenden f geraden Linien. 

II. %Q 
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Wenn die beiden gegebenen Cnrven zweiter Classe sich in zwei reellen Poncten 
schneiden and man wählt die beliebige, darch ihren gemeinschaftlichen Brennpunct ge- 
hende, gerade Linie so, dass sie auf der, diesen Pnnct mit einem der Dorchschnitts- 
pnncte verbindenden geraden Linie senkrecht steht > so geht, nach einem bekannten Sat> 
ze, die Tangente jeder Corve in jenem Dnrchschnittsponcte darch denjenigen Panct, in 
welchem die darch den gemeinschaftlichen Brennpanct gehende gerade Linie der bezügli- 
chen Directrix begegnet '(566). Hieraus folgt, dass jener Darchschnittspanct der beiden 
gegebenen Carven ein Panct einer der beiden festen, im vorstehenden Satze bezeichne- 
ten geraden Linien ist Diese beiden festen geraden Linien sind, indem wir die Sache 
gleich allgemein nehmen, die beiden gemeinschaftlichen (reellen oder imaginären) Chor- 
den der beiden gegebenen Cnrven; die beiden Directricen dieser Carven schneiden sich 
in ihrem Chordal-Pnncte. 

(Dasselbe Resultat können wir direct aas einem im ersten Bande der JSntwicklnngen" 
bewiesenen Satze (387) herleiten, indem wir den Brennpanct als den Darchschnittspanct 
zweier (imaginärer) gemeinschaftlicher Tangenten der beiden gegebenen Carven be- 
trachten). 

Man überzeagt sich sogleich, dass die beiden Directricen nnd die beiden eben be- 
zeichneten gemeinschaftlichen Chorden der beiden gegebenen Carven Harmonicalen 
sind, wenn man etwa die Durchschnitte dieser vier Linien mit der ersten Aze betrachtet. 

Wenn die erste der beiden Gleichungen (l) insbesondere einen Kreis darstellt, so 

reduciren sich die Ausdrücke (3) und (4)9 indem wir v «s o nnd u ca o setzen, auf 

folgende : 

ö kV kV 

Wenn die erste der beiden Gleichungen (1) insbesondere eine gerade Linie (ein Sy- 
stem zweier imaginärer Puncte) darstellt, so ist k s o und es ergibt sich sowol aas (3) 
als aus (4): 

V aa V , U SS U'. 

Es (allen also für diesen Fall die beiden in Rede stehenden geraden Linien in die gege- 
bene zusammen* 

577. Wir wollen diesen Paragraphen mit einigen Constructionen beschliessen, die 
unmittelbar sich lyis darbieten und mit den in der vorigen Nummer erhaltenen Resultaten 
in Verbindung stehen« 

Eine Parabel zu beschreiben ^ tvelche durch zivei gegebene Puncte geht und einen 
dritten gegebenen Punct zum Brennpuncte hat» 

Die Bestimmung der Directrix der zu construirenden Parabel kommt nach einem all- 
bekannten Satze (5 6 4) darauf hinaus, eine solche gerade Linie zu finden, welche von 
den beiden ersten gegebenen Puncten eben so weit absteht, als diese Puncte von dem dritten 
gegebenen Puncte abstehen. Beschreibt man zu diesem Ende aus den beiden erstgenann- 
ten Puncten, als Mittelpuncten, zwei durch den gegebenen Brennpunct gehende Kreise, 
so ist jede gemeinschaftliche Tangente dieser beiden Kreise die Directrix einer Parabel, 
die den Bedingungen der Angabe Genüge leistet^ Solcher reellen gemeinschaftlichen 
Tangenten gibt es immer zwei und nur zwei, und also gibt es auch zwei Parabeln, weK 
che durch zwei gegebene Puncte gehen und einen dritten gegebenen Pnnct zum Brenni> 
puncte haben. 
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578. Eine Cur0e zweiter Glosse zu beschreiben^ die durch drei gegebene Puncte 
geht und einen vierten gegebenen Punct zu einem ihrer Brennpuncte hat. 

Es folgt aas der 576. Nammer, dass die Directricen aller derjenigen Canren, welche 
dorch zwei gegebene Pancte gehen and tiberdiess einen gegebenen Panct zum gemein- 
schaftlichen Brennpancte haben, sich in ein and demselben festen Pancte oder in irgend 
einem von mehreren festen Pancten schneiden. Man sieht leicht ein, dass der letztere 
Fall Statt findet and dass es zwei solcher festen Pancte gibt. In dem einen derselben 
schneiden sich die Directricen anendlich vieler Ellipsen , zweier Parabeln, deren Con* 
straction wir in der vorigen Nammer angezeigt haben , nnd anendlich viele solcher Hy- 
perbeln, aaf deren ein und demselben Zweige die beiden ersten gegebenen Pancte liegen* 
In dem andern festen Pancte schneiden sich die Directricen aller solcher Hyperbeln, de- 
ren ein Zweig darch den einen and deren anderer Zweig durch den andern der beiden 
gegebenen Pancte geht. Dieser zweite feste Panct ergibt sich darch eine ganz ähnliche 
G)nstraction als der erste* Während dieser nemlich der Darchschnittspanct der beiden 
äassem gemeinschaftlichen Tangenten derjenigen beiden Kreise ist, wckhe darch den 
* gegebenen Brennpanct gehen, and die beiden ersten gegebenen Pancte zu ihren Mittel- 
pancten haben, ist jener zweite feste Panct der (reelle) Durchschnitt der beiden (imagi- 
nären) innern gemeinschaftlichen Tangenten derselben beiden Kreise. Die beiden gege- 
benen nnd diese beiden so bestimmten festen Pancte sind vier harmonische Theilangs- 
pancte nnd werden von dem gegebenen Brennpancte aas anter rechtem Winkel gese- 
hen. (192) 

Das Vorstehende ist in Uebereinstimmung mit der 367. Nammer, nach welcher in 
allen Curven zweiter Ordnung oder, was dasselbe heisst, (552) zweiter Classe, welche 
durch zwei gegebene Puncte gehen and zwei gegebene gerade Linien bertlhren, die Be- 
rtlhrnngS - Chorden durxh einen von solchen zwei festen Puncten gehen , die mit den bei- 
den gegebenen in gerader Linie liegen. An die Stelle derjenigen Curven, welche zwei 
gegebene gerade Linien berühren, treten Carven mit demselben Brennpancte nnd die 
Polaren dieser Brennpancte (die Directricen) an die Stelle der Berührangs - Chorden. 

Hiernach ergibt sich folgende Construction der an die Spitze dieser Nammer gestell- 
ten Äafgabe: 

vMan beschreibe aus den drei ersten gegebenen Puncten, als Mlttelpunctcn, drei 
,iKreise, welche durch den vierten gegebenen Punct gehen, und construire die vier Sym- 
«tnetralen (162) *) dieser drei Kreise. Diese vier Symmetralen sind die Directricen derje- 
«nigcn vier Curven zweiter Classe, welche den Bedingungen der Aufgabe Geniige leisten.* 

Die äussere Symmctrale entspricht einer Ellipse oder Parabel oder einer solchen Hy^ 
perbel, deren ein nnd derselbe Zweig die drei ersten gegebenen Pancte enthält. Die 
drei innern Symmetralen entsprechen solchen Hyperbeln , deren ein Zweig darch zwei, 
and deren anderer Zweig darch den dritten jener drei gegebenen Poncte geht. 

Wenn wir annehmen, dass zwei der drei gegebenen Puncte, durch welche die za 
construirende Carve gehen soll, zusammenfallen, nnd also eine Tangente, auf drrselb<^D 
der BerUhrangspanct and ausserdem noch ein Panct gegeben sind, so reducirt sich die 
Zahl der AuBösnngen auf zwei. Indem wir den gegebenen ßerbhmngspunct mit dem 
andern gegebenen Puncte zosammenstellen, erhalten wir, wie ebeq, zwei feste Ppnctje, 
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durch welcjbe die Direciriccn der verlangten Cnrveh gehen. Aosserdem gehen die Direc- 
iricen aUer Cnnren iweiter Classe, welche denselben Brennpanct haben nnd eine gege- 
bene gerade Linie in demselben Pancte berühren i darch ein und denselben Pnnct der 
gegebenen geraden Linie und. zwar darch einen solchen Pnnct, der zugleich auf dem, 
im gegebenen Brcnnpancte anf der diesen Panct mit dem Bcrtthrongspancte verbindenden 
geraden Linie errichteten, Perpendikel liegt (566). Hiernach erhalten wir die beiden Direc« 
triceo derjenigen beiden Carven, die den Bedingungen der Aufgabe Genüge leisten* 

579. Eine Hyperbel zu beschreiben^ die durch zwei gegebene Puncte geht^ eifun 
dritten gegebenen Punct zum Brennpuncte hat und deren eine Asymptote einer gegebe- 
nen geraden Urne parallel ist. 

Nach der 169. Nummer modificirt sich fiir diesen Fall die Construction der vorigen 
Nummer auf folgende Weisse : 

Jülan construire aus den beiden ersten gegebenen Pnncten, als Mittelpuncten , zwei 
JKreise, welche durch den dritten gegebenen Punct gehen, ziehe in diesen beiden Krei- 
,iSen diejenigen beiden Durchmesser, welche der gegebenen geraden Linie parallel sind 
„und verbinde die Endpuncte dieser beiden parallelen Durchmesser durch vier gerade Li- 
,)nien. Diese geraden Linien sind alsdann die Directricen derjenigen vier Hyperbeln, 
„welche den Forderungen der Aufgabe Genüge leisten.^ 

Die beiden ersten gegebenen Puncte liegen auf demselben Zweige zweier dieser vier 
Hyperbeln, nnd auf den beiden Zweigen jeder der beiden übrigen Hyperbeln. 

Eine Hyperbel zu beschreiben 9 deren Asymptoten ztveien gegebenen geraden Linien 
parallel sind, die durch einen gegebenen Punct geht und einen zfpeiten gegebenen Punct 
zum Brennpuncte hat. 

Hier erhalten wir, mit Berücksichtigung der eben angezogenen Nummer, sogleich 
folgende Construction: 

„Man beschreibe aus dem ersten gegebenen Puncte, als Mittelpnncte, einen Kreis, 
„der durch den zweiten gegebenen Punct geht, ziehe in diesem Kreise zwei den gegebe- 
„nen geraden Linien parallele Durchmesser und verbinde die Endpuncte derselben durch 
„vier gerade Linien. Auf diese Weise erhält man ein dem Kreise eingeschriebenes Pa- 
,irallelogramm, dessen Seiten die Directricen der vier verlangten Hyperbel sind.** 

Eine Hyperbel zu beschreiben , die durch einen gegebenen Punct geht^ einen zupd-^ 
ten gegebenen Punct zu einem ihrer Brennpuncte und eine gegebene gerade Linie zu 
einer ihrer Asymptoten hat. 

„Man beschreibe aus dem ersten gegebenen, Puncte , als Mittelpnncte , einen Kreis, 
„der durch den zweiten gegebenen Punct geht, ziehe in diesem Kreise den der gegebe- 
„nen Asymptote parallellen Durchmesser und verbinde die Endpuncte dieses Dnrchmes- 
„sers mit 'dem Fnsspnncte des auf diese Asymptote vom gegebenen Brennpuncte ans ge- 
„lallten Perpendikels durch zwei gerade Linien (566). Diese gerade Linien sind die Directri- 
„cen der verlangten Hyperbeln, deren es zwei gibt^ 

Wenn statt des ersten gegebenen Punctes die zweite Asymptote der Richtung nach 
gegeben ist, so erhält man leicht diese Asymptote selbst, (nach der Bemerkung, dass 
der Brennpunct von beiden Asymptoten gleiehweit absteht) nnd zwar zwei&ch. Die je- 
desmalig entsprechende Directriz erhält man, indem man die Fasspnncte der auf die bei- 
den Asymptoten gefällten Perpendikel durch eine gerade Linie verbindet (566). 
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Wir brechen hier ab , weil wir den Gegenstand dieses Paragraphen auch noch in 
der zweiten Äbtheilabg des vorliegenden zweiten Bandes berühren werden. — 

s. 7. 

Theorie der Osculation. Osculation hyperbolischer und parabolischer Zuneige 

in unendlicher Entfernung. 

m 

580. Wenn die allgemeine Gleichung des zweiten Grades: 

Aw«+aBvw+Cv^+2Daw4-2Eav+Fu* = o, 
eine solche Canrc darstellen soll, welche von der ersten Axe berührt wiird, so müs- 
sen wir 

F tr: O 

m 

setzen. Wenn wir ferner den Berührnngspnnct auf dieser Axe zam Anfangspancte neh- 
men , so kommt überdiess : 

E « o. , 

Für die Gleichungen irgend zweier gegebener Carven, welche die erste Axe im An- 
£angspBncte berühren, können wir hiernach folgende nehmen: 

A wH-aB vw+C vH-2D uw = 0, 
. A'w«+2B'vw+Cv*+2D'nw = o. ^'^ 

Wenn wir diese beiden Gleichangen za irgend einer neuen Gleichung des zweiten Grades 
verbinden, so stellt diese neue Gleichung einen solchen geometrischen Ort zweiter Classe 
dar, der mit den beiden gegebenen Cnrven (l) dieselben vier gemeinschaftlichen Tangen- 
ten bat« Ziehen wir insbesondere die Gleichungen (1) von einander ab, nachdem wir die 
erste derselben mit C, die zweite mit C multiplicirt haben, so konmit: 

w[(AC-A'C)w+2(BC-B'C)v+2(DC'-D'C)u] = o- 
Diese Gleichung stellt zwei Pnncte dar, und diese Pnncte sind also noth wendig solche, 
in welchen die vier gemeinscbaftlichen Tangenten der beiden Cnrven (l), zu zwei und 
zwei genommen , sich schneiden. Der eine dieser beiden Puncte ist der Anfangspunct, in 
welchem die beiden Cnrven sich berühren , und der als der Dnrchschnittspunct zweier in 
der ersten Axe zusammenfallender gemeinschaftlicher Tangenten anzusehen ist. Der an- 
dere Punct , für dessen Gleichung wir folgende erhalten : 

(AC— A'C)w4-2(BC-B'C)v+2(DC-D'C)u = o, , (a) 
ist also der Durchschnitt der beiden , einzig noch übrigen , gemeinschaftlichen Tangen- 
ten der beiden gegebenen Cnrven. 

Die Discnssion der Gleichung (2) (bhrt zu einfachen und symmetrischen Resultaten. 

Wenn wir erstens annehmen, es sei: 

DC = D'C, 

so redncirt sich die Gleichung (2) auf folgende : 

(AC-A'C)w+2(BC-B'C)v = o, (s) 

nnd stellt also einen solchen Punct dar, der auf der ersten Axe in einer Entfernung 

vom Anfangspnncte liegt, die gleich ist: 

BC-BC 

AC'-.A'C' 

Von den vier gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Cnrven -fallen also drei 

in der ersten Axe zusammen und die vierte erhält man , indem man durch den Punct (3) 
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eine Tangente an eine beliebige dieser Corven legt. In dem vorliegenden Fälle baben 
die beiden gegebenen Curven drei aufeinanderfolgende Elemente mit einander gemein; es 
findet zwischen denselben eine drcipanctige (dreitangcntige) Oscnlation 
Statt. *) 

Wenn wir zweitens voraussetzen, es sei: 

BC = B'C, 
so reducirt sich die Gleichung (2) auf folgende : 

(AC'~A'C)w4.2(DC-D'C)u = o, (4) ^ 

und stellt also einen solchen Pnnct dar, der auf der zweiten Axe liegt , und zwar in ei- 
ner Entfernung vom Anfangspunctc, die gleich ist: 

DC-DC 
^AC— A'C* 
Wenn wir drittens voraussetzen, es sei: 

AC = A'C, 
so verwandelt sich die Gleichung (2) in folgende: 

(BC.-B'C)v+(DC-iyC)u « 0, 
und stellt also einen Punct dar, der nach einer leicht zu bestimmenden Richtung hin, un- 
endlich weit liegt. Die beiden gegebenen, sich berührenden Curven haben also zwei pa- 
rallele, gcmeinschaflllche Tangenten. 

Hierhin gehört als besonderer Fall, dass 

A = A' = 0, 
mid also die beiden gegebenen Curven Parabeln sind; die eine gemeinschaftliche Tan- 
gente liegt alsdann unendlich weit, und ist als mit jeder gegebenen geraden Linie paral- 
lel anzusehen. 

Wenn viertens die beiden Gleichungen: 

DC » D'C, BC « B'C, 

zugleich bestehen, so reducirt sich die Gleichung (2) auf: 

W SS o, 

auf die Gleichung des Anfangspnnctes. Der Durchschnittspunct der Tangente im Oscu- 
lationspuncte des ersten Falles mit der vierten gemeinschaftlichen Tangente fallt alsdann 
mit dem Osculatronspuncte , die vierte gemeinschaftliche Tangente mit den drei, ersten, 
zusammen, oder, wenn wir vom zweiten Falle ausgehen, der Durchschnittspunct der 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten auf der zweiten Axe fallt mit dem Berührungspuncte, 
diese Tangenten fallen mit der Tangente im Beröhrungspunte zusammen und die Hieb* 
tung der zweiten Axe kann wieder jede beliebige sein: die beiden gegebenen Cur- 
ven haben einen vierpnnctigen (viertangentigen) Contact 
Wenn fünftens die beiden Gleichungen: 

DC = D C, AC = AC, 



*) Auf gewisse Weise wird die Theorie der Oscolatton hier noch anschaulicher als da, wo man 
dieselbe aas dem Zasammenfalleo von Durchscbnittspuncten herleitet« Denkt man sich nem- 
licb eine Carve als die Granze eines Poljgones mit immer zunehmender Seitenzahl, so ent- 
sprechen die Taugenten der CurVie verlängerten Seiten des Polygons. Der Berührung zweier 
Carven entspricht ein Zusammenfallen zweier auf einander folgender Seiten der beiden be- 
züglichen Poljgone, der einfachen Oscolation ein Zusammenfallen dreier consecutiver Set« 
ten des einen Polygons mit dreien consecutiven Seiten des andern und so fort 
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Eugleich bcfiricdigt werden , so verwandelt sich die Gleichong (i) in fölf^ende: 

die beiden gemeinschaftlichen Tangenten sind also der ersten Axe j^arallel, und mithin 

oscaliren die beiden gegebenen Carven sich im Än£atngspancte und berühren dieselbe, der 

Tangente in diesem Pancte parallele , gerade Linie. 

Wenn insbesondere 

A « A' « 0, 

'so sind die beiden Cnrven beliebige Parabeln, die sich im Anfangspancte oscoliren. 

Wenn sechstens die beiden Gleichungen : 

BC = B'C, AC = A'C, 

zQgleich Statt finden, so verwandelt sich die Gleichung (2) in folgende: 

n =3 0, 

die beiden gemeinschaftlichen Tangenten sind also unter sich nnd mit der zweiten Axe 

parallel. 

Wenn insbesondere 

A = A' =: o, 

so sind die gegebenen Curven Parabeln, welche die erste Axe im Anfangspuncte berüh- 
ren nnd eine gemeinschaftliche Tangente hab€li, die der zweiten Axe parallel ist. 

581. Wir können die vorstehenden Bestimmungen dadorch noch vereinfachen, 

dass wir 

C = C = 1 

setzen. Wenn wir demgemäss die Gleichung: 

vM-Aw*+2Bvw+2Duw « o, (5) 

zu Grunde legen, so erhalten wir folgende Zusammenstellung verschiedener Fälle: 

p. ^. 1 Alle Curven. osculiren einander dreipunctig auf der ersten Axe im 

"^ * I Anfangspancte; die Richtung der zweiten Axe bleibt unbestimmt. 

IAlle Curven berühren sich auf der ersten Axe im Anfangspuncte und 
die beiden gemeinschaftlichen Tangenten, je zweier derselben, schnei- 
den sich auf der zweiten Axe« 

^ Alle Curven berühren sich auf der ersten Axe im Anfangspuncte und 
A = const. |die gemeinschaftlichen Tangenten je zweier derselben sind parallel. Die 

'zweite Axe hat eine beliebige Richtung. 
D SS const f Alle Curven osculiren sich vierpunctig auf der ersten Axe im An- 
B sss const. \fang$puncte. Die Richtung der zweiten Axe ist beliebig. 
^ / Alle Curven osculiren einander dreipunctig auf der ersten Axe im 

** ? Anfangspuncte und berühren dieselbe, diea * " ' ^ '• • 

(Die Richtong der zweiten Axe ist beliebig. 
n _ . / Alle Curven berühren sich auf der ersten Axe im Anfangspuncte, 

. / {und jede derselben berührt überdiess zwei gegebene, der zweiten Axe 

^parallele, gerade Lmien. 

582. Wenn 

A = o, 
so ist die resultirende Gleichung: 

v'+2Bvw+2Duw BS 0, 

die allgemeine Gleichung aller Parabeln , welche die erste Axe im Anfangspuncte berüb- 
ren. Es ergeben sich hier folgende besondere Fälle: 



{ Anfangspuncte und berühren dieselbe, dieser Axe parallele gerade Linie. 
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|v I Alle Parabeln oscaliren sich dreiponctig aof der ersten Axe im An- 

(fangsponcle. Die zweite Axe hat eine beliebige Richtung. 

Alle Parabeln berühren einander aaf der ersten Axe im Anfangs« 
Ipancte und überdiess eine gegebene gerade Linie > die der zweiten Axe 

B CS const. (parallel ist Wenn insbesondere B « o, so liegt diese gerade Linie 

' unendlich weit, nnd die zweite Axe ist ein gemeinschaftlicher Durch- 
messer aller Parabeln. 

583. Wenn wir in der allgemeinen Gleichang der Carven zweiter Classe: 

AwM-2Bvw+Cv^+2Daw+'Eay+Fn* » o, 
zu gleicher Zeit: 

F = o, D « 0, 

nehmen, so erhalten wir die allgemeine Gleichung solcher Curven dieser Classe, 'welche 
die erste Coordinaten-Axe berühren, und deren JVIittelpnnct zugleich auf dieser Axe liegt. 
Hieraus ist klar, dass alle diese Curven Hyperbeln sind, die eine gemeinschafUiche Asymp- 
tote haben , und dass diese Asymptote in die erste Axe fallt. 
Hiernach stellen also folgende beiden Gleichungen: 

A w*-+.2B vw+C vM-2E UV » o, . . 

A'wM-2B'Tw-|:Cv^+aE'u7 = o, ^*' 

zwei Hyperbeln dar, welche beide die erste Axe zu einer ihrer Asymptoten haben* Zie- 
hen wir diese beiden Gleichungen von einander ab, nachdem wir zuvor die erste mit A', 
die zweite mit A multlplicirt haben , so kommt: 

v[2(A'B-.AB')w+(A'C-.AC>+2(A'E-AE')u] « o. 
Der Factor v des ersten Theiles dieser Gleichung bezieht sich auf die beiden in der er- 
sten Axe zusammenfallenden gemeinschaftlichen Tangenten der beiden gegebenen Curven^ 
als deren Durchschnittspunct man den, nach der Richtung der ersten Axe hin, nnend- 
lich weit liegenden Berührungspnnct anzusehen hat Die Gleichung: 

2(A'B-AB>+(A'C-AC')v+2(A'E-AE> = o, (a) ^ 
stellt also den Durchschnittspunct der beiden übrigen gemeinschaftlichen Tangenten dar. 

Wenn erstens: 

A'E = AE', 

so rcducirt sich die Gleichung (2) auf folgende : 

2(AB-AB )w+(A'C-AC')v = o, 
und stellt mithin einen Punct der ersten Axe dar. Wenn wir die beiden durch diesen 
Punct gehenden gemeinschaftlichen Tangenten, die immer reell sind, construiren, so 
fallt die eine derselben in die erste Axe und mithin fallen drei gemeinschaftliche Tangen* 
ten der beiden durch die Gleichungen (1) gegebenen Hjrperbeln in ihre gemeinschaftliche 
Asjrmptote zusammen: die Hyperbeln osculiren sich dreippnctig'auf der er« 
sten Axe in unendlicher Enjtfernung. 

Wenn zweitens: 

A C » AC, 

* 

so reducirt sich die Gleichung (2) auf folgende: 

(AB-AB')w+(A'E~AE> « o, 
und folglich geht die zweite Axe durch den Durchschnittspunct der beiden gemeinschaft- 
lichen Tangenten, 

Wenn drittens: * 

AB « AB', 
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S a 

and also die beiden Hyperbeln denselben Mittelpnnct h2^)en , so redacirt sieb die Glei* 

chanff (2) aaf fokende : 

(A'C— AC>+2(A'E-AE> = oj 

die beiden gemeinschaftlicben Tangenten sind also parallel. 

Wenn viertens zagleich: 

A'E = AE', A'C = AC, 

so redacirt sich die Gleichung (2) auf: 

W sa 0. , 

Die beiden gegebenen Hyperbeln haben einen dreipnnctigen Contact in anendlicher Ent- 
fernung aaf der ersten Axe und ihre gemeinschaftliche Tangente geht durch den An- 
fangspnnct^ 

X Wenn fünftens zugleich: 

A'E « AE', AB «. AB', 

so reducirt sich die Gleichung (2) auf: 

V = 0. 

Alle vier gemeinschaftliche Tangenten fallen also in die gemeinschaftliche Asymptote zu- 
sammen, es haben die beiden Hyperbeln auf dieser Asymptote (der ersten Axe) in un- 
endlicher Entfernujdg einen vierpunctigen Contact Solche Hyperbeln ha- 
ben denselben Mittelpuntt 

Wenn sechsteots zugleich: 

A'C = AC, AB «ab; 

so reducirt sich die Gleichung (2) auf: 

Die erste Axe ist in diesem FaUe eine gemeinschaftliche Asymptote der beiden Hyper- 
beln, es haben dieselben ttberdiess zwei parallele gemeinschaftliche Tangenten, und jnit 
diesen Tangenten ist die zweite Axe parallel. 

584* Wenn wir zusammenfassen and, indem wir Ast setzen^ von der Gleichqng: 

wM-2Bvw-»-CvM^2Env = o, 
als von der allgemeinen Gleichung selcher Hyperbeln, welche die erste Coordinaten- 
Axe zur gemeinschaftlichen Asymptote haben, ausgehen, so erhalten wir folgendes Schema: 

.1 Alle Hyperbeln osculiren sich dreipunctig auf der ersten Axe in un- 
^ (endlicher Entfernung; die zweite Axe ist beliebig. 

^ i Die beiden gemeinscbaftUchen Tangenten schnei^^n sich auf der 

I zweiten Axe. 
^ . { Alle Hyperbeln haben denselben Mittelpnnct; die zweite Axe ist be- , 

I liebig. 
p / Alle Hyperbeln osculiren sich dreipunctig auf der ersten Axe in nn- 

P * (endlicher Entfernung, und berühren dieselbe durch den Anfangspunkt 

* (gehende gerade Linie; die Richtung der zweiten Axe ist beliebig, 
E «B const. i Alle Hjrperbeln osculiren sich vierpunctig auf der ersten Ax^ in uq- 
B SS const. (endlicher Entfernung; die zweite Axe ist beliebig. 

C s; const. 1 Alle Hyperbeln berühren dieselben beiden, nnter einander und mit 
P es const |der zweiten Axe parallelen geraden Linie. — 

585. Die Discussionen in den vorstehenden Nummern dieses Paragraphen werden 
dadurch bedingt, dass wir zwei Coeffi^ienten in der allgemeinen Gleichong gleich NqU 
II. 19 
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setzen nnd zwar einmal F und E, das andere Mal F nnd D. Wir erhalten ganz ähnli- 
che Discassionen, wenn wir C and E, oder C nnd B beide gleich Null nehmen ^ nnd 
die geometrische Deatang bleibt dieselbe als in dem Yorhergehenden, mit dem einzigen 
Unterschiede 9 dass die beiden Axcn sich mit einander vertaaschen. 

Man sieht sogleich, dass man anch noch za analogen Discassionen kommt, wenn 
man einmal A nnd B, das andere Mal A nnd D gleich NoU setzt. Diese beiden Fälle 
unterscheiden sich offenbar wiederam nar dadarch, dass die eine Coordinaten - Axe an 
die Stelle der andern tritt. Wir wollen in dem Folgenden einen dieser beiden Fälle nä- 
her betrachten. 

Es sind (464): 

2Bvw+CY^+2Eav+.Fn* = 0, 

2Bvw+C'v^+2Eav+FV = 0, ^'^ 

die Gleichungen irgend zweier Parabeln ^ deren Durchmesser der ersten Axe parallel 
sind. Ziehen wir diese beiden Gleichungen von einander ab , nachdem wir zuvor die er- 
ste mit F\ die zweite mit F multipllcirt haben, so kommt: 

v[2(BF-B'F)w+(CF'— CF)v4.2(EF~ET)n] = o. 
Der Factor v des ersten Theiles dieser Gleichung bezieht sich auf zwei, der ersten 
Axe parallele, gemeinschaftliche Tangenten der beiden Par^^eln (1), die folglich als un- 
endlich weit liegend und als zusammenfallend zu betrachten sind. Man kann also sagen, 
dass die beiden Parabeln in unendlicher Entfernung sich berühren. Sol- 
che Parabeln haben ausserdem nur noch zwei gemeinschaftliche Tangenten« In dem vor* 
liegenden Falle schneiden sich dieselben in dem Puncte; 

2(Br-BT)w4-(CF-.CF)v+2(EF'— ET)u =' 0. (*) 

Wenn : 

EF = ET, 

so geht die erste Axe durch den Durchschnittspundt der beiden gemeinschaftlichen Tan- 
genten. Wenn: 
^ CF = CF, 

so liegt dieser Pnnct auf der zweiten Axe« Wenn endlich zugleich: 

EF = ET, CF = wT, 

so ist der Durchschnittspnnct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten Anfangspnnct der 

Coordinaten« 

Wenn: 

BF = BT, 

so redncirt sich die Gleichung (2) auf folgende : 

(CF'-CT)v4-2(EF-ET)a = 0, 
nnd stellt folglich einen, nach einer gegebenen Richtung hin, nnendlich weit entfernt lie- 
genden Punct dar. Es liegt also auch eine der in Rede stehenden gemeinschaftlichen 
Tangenten der beiden Parabeln (l) unendlich weit, und ist mithin als mit den beiden 
ersten, unendlich weit liegenden, gemeinschaftlichen Tangenten zusammenfallend anzuse- 
hen. Man kann also sagen^ dass die beiden Parabeln in unendlicher Entfer- 
nung sich dreipunctig osculiren. 

Wenn zugleich: 

^ . BF = BT, EF = ET, 

so liegt der Pnnct (2) nach der Richtung der ersten Axe hin unendlich weit. Es liegen 

also auch alle vier gemeinschaftJiphen Tangenten nnendlich weit nnd sind mithin als zu- 
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sammcnfallend zn betrachten. Die beiden Parabeln (l) haben in diesem Falle einen vier- 
ponctigen Contact in nnendlicher Entfernung. 

Wenn zofirleich: 

BF « BT, CF = CT, 

so haben die beiden in Rede^ stehenden Parabeln in nnendlicher Entfernung einen drei- 

punctigen Contact nnd die zweite Äxe ist ihrer gemeinschaftlichen Tangente parallel. 

* » 

586. Wenn wir die verschiedenen in der vorigen Nummer disculirten Fälle zusam- 
menfassen, 80 erhalten wir, indem wir, der Kürze halber, F «s i setzen nnd demnach 

von der Gleichung: 

n*+2Bvw^Cv^+2Euv « o, 

als von der allgemeinen Gleichung solcher Parabeln, deren Durchmesser der ersten Aie 
parallel sind, ausgehen, zn folgendem Schema: 

/ Die erste Axe geht dutcb den Durchschnitt der beiden gemeinschaft- 
iE SS const. /liehen Tangenten je zweier Parabeln ^ die zweite Axe ist durchaus he* 

' liebig. 

IDie zweite Axe, deren Richtung jede beliebige sein k^n, geht durch 
den Durchschnittspunct der gemeinschaftlichen Tangenten je zweier Pa- 
rabeln. 
o I Alle Parabeln öscnliren sich^ drcipnnctig In unendlicher Entfernung. 

" * iDer Anfangspunct und die Richtung der zweiten Axe sind beliebig. 

p * Alle Parabeln berühren dieselben beiden geraden Linien , die im An- 

p ^ * Jfangspuncte der Coordinaten sich schneiden; die Richtung der zweiteo 

"" * jAxe ist beliebig. 

E =s const I Alle Parabeln osculiren sich vierpunctig in nnendlicher Entfernung; 
B =7 const. idie zweite Axe und der Ai^angspunct sind beliebig. 
C SS const i Alle Parabeln osculiren sich dreipnnctig in unendlicher Entfernung, 
B £ft const. (und berühren dieselbe der zweiten Axe parallele gerade Linie. 

587« Das System irgend zweier Puncte, die auf der ersten Axe liegen, können wir 
durch folgende Gleichung darstellen: 

vM-(iH-«')vw-Hcx'w^ «=3 o. (i) 

Wenn wir diese Gleichung von der allgemeinen Gleichung solchef* Curven, welche die 
erste Axe im Anfangspuncte berühren; 

v2+2Bvw+AwM-2Dnw «« o, (a) 

abziehen, und im Resultate den. gemeinschaftlichen Factor w fortlassen, so ergibt sicl^i 

(A— xx')w-4-(2B-(x4-x))v4-aDu = o. (3) 

Diese Gleichnng stellt den Durchschnittspunct derjenigen beiden durch dif Puncto (f ) 
gehenden Tangenten d^r Curve (2) dar, welche nicht in die erste Axe fallen, 

Die Richtung der geraden Linie, welche den' Pmict (3) mit 4ein Anfangspnncte yer^ 
bindet, ist durch folgende Gleichung bestimmt; 

V 2P 

~5 =* 2B-(x4-0* 
Dieser Ausdruck ist nnabhängig von A nnd bleibt sjso unverändert cl^rselbe , wenn wir 
statt (2) irgend eine andere Curve ziyeiter Classe betrachten» ivelche mit derselben m 
Anfangspnncte einen vierpunctigen Contact hat. Also : 

19 * 
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Wenn man Qon irgend zwei festen Puncten der gemeinsehcfiUchen Tangente im 
Oseulations - Puncte mehrerer sich Qierpunctig oscUUrender Cwven zweiter Classe an 
Jede derselben noch zwei Tangenten zieht^ so liegen die Durchschnitte je zweier solcher 
Tangenten auf einer festen^ durch den Osculationspunct gehenden^ geraden Linie. 

588* Hiemach erhalten wir eine Constraction folgender Aufgabe : 

Eine Curve zweiter Classe zu Jbeschreiben^ die eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte vierpunctig oscuUrt und eine gegebene gerade Linie berührt. 

Es sei, indem wir die Figur in Gedanken hinzathan, TS die gegebene gerade Linie^ 
welche der Tangente des Oscolationspanctes O im Pancte T begegne. Man lege durch 
T an die gegebene Curve die zweite Tangente TS' nnd eine beliebige dritte Tangente 
fS'f die den beiden ersten Tangenten in T nnd S' begegne. Man ziehe OS', die der 
gegebenen geraden Linie TS in S begegne nnd lendlich TS. Diese gerade Linie T'S ist 
alsdann eine neae Tangente der zu construirenden Curve, welche durch den, beliebig auf 
der Tangente im Osculationspuncte anzunehmenden, Punct T geht. 

Wenn die beiden Puncte T und T, und also auch die durch dieselben gehenden 
zweiten Tangenten, zusammenfallen, (was darauf hinauskommt, x es x zu setzen), so 
sind S' nnd S Puncte, von welchen der eine auf der gegebenen, der andere auf der zu 
construirenden Curve liegt, nnd diese beiden Puncte liegen immer noch mit dem Oscu- 
lationspuncte O in gerader Linie. Auf diese Weise kommen wir ^u der Umkehrnng ei- 
nes Satzes, den wir schon früher erwähnt haben *) und nach welchem wir, wenn ein 
Punct der zu construirenden Curve gegeben ist, in diesem Puncte die Tangente legen, 
nnd wenn eine Tangente gegeben ist, auf dieser Tangente den Beriihrungspunct bestim- 
men können. 

589« Wir erhalten femer, wenn wir annehmen, dass die gegebene zu berührende 
gerade Linie unendlich weit liegt, die Construction folgender Angabe: 

Eine Parabel zu beschreiben , welche eine gegebene Curve zweiter Classe in einem 
gegebenen Puncte pierpunctig osculirt. 

Man lege , parallel mit der Tangente im Osculationspuncte O^ eine zweite Tangente 
an die gegebene Curve, nnd irgend eine dritte Tangente TS', welche der ersten in T' 
und der zweiten in S' begegne; man ziehe OS' nnd endlich durch T eine gerade Linie 
parallel mit OS'. Diese letztgezogene gerade Linie ist eine Tangente der gesuchten Pa- 
rabel. Der Beriihrungspunct auf dieser Tangente ist derjenige Punct, in welchem der- 
selbe von einer durch O und den Beriihrungspunct auf der Tangente der gegebenen 
Curve T'S' gehenden geraden Linie geschnitten wird. 

Man sieht femer, indem man den Beriihrungspunct auf der unendlich weit entfemten 
Tangente der zu construirenden Parabel sucht, dass der durch den Osculationspunct ge- 
hende Durchmesser der gegebenen Curve auch ein Durchmesser der Parabel ist. 

SQQ. Der Abstand des Punctes (d) von der ersten Axe ist dnrch folgenden Ansdrack 

geireben : 

^^ _w 2D 

n ^ K^^' 

welcher von B unabhängig ist nnd also derselbe bleibt, wenn wir mit der Curve (2) ir- 



*) Entwicklungen, 355 • 
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gend eine andere yertanschen, welche dieselbe im Anfangspnncte dreipnnctig oscnlirt nnd 
mit ihr eine gemeinschaftliche Tangente hat, die der Tangente im Oscnlationspnncte 
parallel ist Also : * ^ ' 

Wenn mehr er a Cun^en zw euer Glosse , welche dieselben beiden Parallelen berüh- 
ren und sich auf einer derselben dreipunctig osculiren, gegeben sind und man legt f^on 
irgend zweien Jesten Puncten der Tangente im gemeinschafilichen Osculatiompunde 
zwei neue Tangenten an jede der CurQen: so liegen die Durchschnitte dieser Tangen- 
ten - Paare auf einer dritten parallelen. . . 

Wenn man i^on irgend einem Puhcte der Tangente im Osculationspuncte noch eine 
zweite Tangente an jede Curve ziehtj so liegen die Berührungspuncte alle auf derselben 
geraden Linie , die den beiden parallelen Tangenten parallel ist. 

Es lässt sich mit dem ersten dieser beiden Sätze der Satz der 587« Nummer als be- 
sonderer Fall in Yerbindang bringen, wenn man mit der Tangente im Oscnlationspnncte 
die zweite, ihr parallele gemeinschaftliche Tangente zusammenfallen lässl. Diejenige ge- 
rade Linie nemlich, welche der geometrische Ort tüx die Dorclischnittspnncte der ver- 
schiedenen Tangenten - Paare ist, geht, weil sie mit den beiden parallelen Tangenten 
parallel ist, durch den (unendlich weit enlfemten) Durchschnitt derselben. Fallen aber 
die beiden parallelen Tangenten zusammen, so ist der Osculationspunct als ihr Durch- 
schnittspnnct anzusehen. 

591. Wenn wir annehmen, dass in der Gleichung (2) A => ist, so erhalten wir 
statt der beiden Sätze der vorigen Nummer die folgenden: 

Wenn man (^on irgend zwei fasten Puncten der Tangente im Osculationspuncte meh- 
rerer sich osculirender Parabeln noch zwei Tangenten an jede Parabel legt, so liegt 
der Durchschnittspunct solcher zwei Tangenten auf einer Jesten geraden Linie , die der 
gemeinschaftlichen Tangente im Osculationspuncte parallel ist. 

Wenn man t^on irgend einem Jesten Puncte der Tangente im Osculationspuncte an 
jede Parabel noch eine zweite Tangente legt, so liegen die Berührungspuncte auf allen 
diesen Tangenten auf einer Jesten geraden Linie, welche der Tangente im Osculations- 
puncte parallel ist. 

Nach dem ersten der beiden vorstehenden Sätze können wir folgende Aui^abe con- 
struiren: 

Eine Parabel zu beschreiben, die eine gegebene in, einem gegebenen Puncte oscu- 
lirt und uberdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 

Es sei SQ die gegebene gerade Linie, die der Tangente des Osculationspunctes O 
im Puncte T begegne. Man lege durch T eine zweite Tangente TM an die gegebene 
Parabel und an dieselbe Parabel noch irgend eine beliebige dritte Tangente, die der 
Tangente TM in S', und der Tangente OT in T begegne. Durch S' ziehe man, paral- 
lel mit OT, die gerade Linie S'S, die der gegebenen SQ in S begegne, und endlich 
ST. Diese gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu construirenden Curve. 

Nach dem zweiten der beiden vorstehenden Sätze können wir in der letzten A\nfgabe 
auf der gegebenen geraden Linie den Bertthmngspunct bestimmen. 

592. Der Abstand des Pnnctes (d) von der zweiten Aze ist gleich : 

w 2B— (>c+x) 

V "* A-xx' ' 
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nnd bleibt also derselbe , so lange A und B dieselben Wcrtbe beballen, das beisst, fär 
alle beliebige Corven, welche die erste Axe im Anfangspnncte und äberdiess zwei gege- 
bene, unter sich und mit der zweiten Axe, parallele gerade Linien berähren. Also: 

Wenn mehrere Curven zfpeiter Classe ^ eine gegebene gerade Linie in demselben 
Puncte und äberdiess noch zfpei gegebene gerade Linien berühren^ und man von irgend 
zwei festen Puncten der ersten geraden Linie noch zwei Tangenten anjedeCurve legt^ so 
schneiden sich die (verschiedenen Tangenten- Paare au/ einer Jesten geraden Linie, die 
mit den beiden gegebenen parallelen Linien parallel ist. 

Wenn Tnan von demselben festen Pnnct der ersten gegebenen geraden Linie Tan- 
genten an alle Curven zieht, so liegen die Berührnngspnncte auf allen diesen Tangenten 
auf einer neuen Parallelen. 

Wenn mehrere Parabeln zwei gegebene gerade Linien berühren und zwar die erste 
derselben in einem gegebenen Puncte j so schneiden sich je zwei Tangenten j die sich 
iH^n irgend zwei festen Puncten dieser ersten geraden Linie an jede Parabel legen las- 
sen , in einem Puncte einer festen geraden Linie , die der zweiten gegebenen paral- 
lel ist. 

Wenn man von Irgend einem festen Puncte der ersten gegebenen geraden Linie eine 
zweite Tangente an jede Parabel legt, so liegen die BerUhrungspnncte auf allen diesen 
Tangenten in derselben geraden Linie, die der i^eiten gegebenen parallel ist« 

Aus den yorstebenden Sätzen ergeben sich wiederum lineare Constructionen, die wir 
hi^r übergehen. Die Sätze der zunächst vorhergehenden Nummern sind als besondere 
Fälle derselben anzusehen. 

593. Wenn wir von der allgemeinen Gleichung solcher Hjrperbeln, welche die erste 

Axe zur gemeinschaftlichen Asymptote haben : 

w^-|-2Bvw-|-Cv'+2Euv = o, (0 

folgende Gleichung: 

w'+(M-r)vw+|$'v« « o, (6) 

welche das System irgend zweier auf der ersten Axe liegenden Puncte darstellt, abziebn 
und dann den gemeinschaftlichen Factor w fortlassen, so kommt: 

(2B-(5+r))w+(C-5r)v+2Eu = 0. (6) 

Diese Gleichung stellt den DurchschnUtspaact derjenigen beiden Tangenten dar, die sich 
von den beiden Puncten (5), die auf der Asymptote der Curve liegen, an die Curve zie- 
hen lassen. Wenn wir diese beiden Puncte als fest, und demnach % und §' als gegeben 
betrachten, so erhalten wir die folgenden drei Fälle ans der Discussion der Glei- 
chung (6). 
1) Der in Rede stehende Durchschnittspnnct (6) liegt auf einer festen, durch den An- 
fangspunct gehenden, geraden Linie, wenn wir nach einander statt der Curve (5) 
verschiedene Curven nehmen, in deren Gleichungen B beliebig ist, C und E aber ein 
für alle Mal gegeben sind, 
t) Der Durchschnittspnnct (6) liegt auf einer festen, der ersten Axe parallelen, gera- 
den Linie, wenn C nach einander verschiedene Werthe erhält, B und E aber ein 
fiir alle Mal bestimmt sind. 
S) Der Durchschnittspnnct (6) liegt auf einer festen, der zweiten Axe parallelen, gera^ 
den Linie, wenn C und B durchaus bestimmte Werthe erhalten, der Coef&cient £ 
aber unbestimmt bleibt. 
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594. Die geometrische Deutung des ersten dieser drei Fälle gibt die folgenden 
Sätze 2 

Wenn man i^on irgend Zfpeijesten Puncteif, der gemeinschaftlichen Asymptote meh^ 
rej-er Hyperbeln ^ welche auf dieser Asymptote in unendlicher Entfernung einen drei- 
punctigen Contact haben ^ und überdiess eine gegebene gerade Linie berühr en^ an jede 
Hyperbel zwei Tangenten zieht ^ so liegt der Durchschnittspunct aller dieser Tangenten- 
Paare auf ein und derselben geraden Linie ^ welche durch den Durchschnitt der ge- 
meinscha/llichen Tangente und Asymptote geht^ 

Wenn man von irgend einejn festen Puncte der gemeinschaftlichen Asymptote an 
jede Hyperbel eine Tangente legt^ so liegen die Berühr ungspuncte auf allen diesen 
Tangenten in einer ebenfalls durch jenen Durchschnitt gehenden geraden Linie. 

In der 13v Figor, die ich hinzufüge, um von der Beziehung zweier sich m nnend-Tig. 13. 
Hcher Entfernung dreipunctig osculircnder Hyperbeln zu einander eine Anschauung zu ge- 
ben, ist AB die gemeinschaftliche Asymptote der beiden Curven, rr die gemeinschaft- 
liche Tangente, und r der Punct, in welchem diese beiden geraden Linien sich schnei- 
den. T und T' sind zwei beliebige feste Puncte der gemeinschaftlichen As3rmptote, die 
durch diese beiden Puncte gehenden Tangenteil der einen Curve schneiden sich in S, 
die der andern in S'. . Der Punct t liegt mit den beiden Puncten S und S' in gerader 
Linie. 

Nach dem ersten der beiden yorstehenden Sätze erhalten wir eine lineare Constrnc- 
tion folgender Aufgabe: 

Eine Hyperbel zu beschreiben y die mit einer gegebenen in unendlicher Entfernung 
einen dreipunctigen Contact hat und überdiess irgend zwei gegebene gerade Linien 
berührt. 

Wir wollen erstens annehmen, dass eine der beiden gegebenen zu berührenden ge- 
raden Linien tt zugleich eine Tangente der gegebenen Hyperbel MN sei. Die andere 
gegebene gerade Linie sei TQ und schneide diejenige Asymptote AB der gegebenen Hy- 
perbel , auf welche der Contact Statt finden soll , im Puncte T. Maiir lege von T aus 
an die gegebene Hyperbel die Tangente TS' und "an dieselbe Curve noch irgend eine 
zweite Tangente TS', welche der Tangente TS' in S' und der Asymptote AB in T' be- 
gegne. Man ziehe tS', welche der gegebenen geraden Linie TQ in S begegne und- end- 
lich T'S. Diese letzte gerade Linie ist alsdann eine neue Tangente der zu construirendcn 
Curve. 

Wenn zweitens irgend zwei beliebige gerade Linien, welche von der gesuchten 
Curve berührt werden sollen, gegeben sind, so können wir sogleich die gemeinschaftli- 
che Tangente der beiden Curven bestimmen. £s seien nemlich TS und T'S die beiden 
gegebenett geraden Linien; alsdann ergibt sich der Punct S', indem wir von T und T' 
ans Tangenten an die gegebene Hyperbel legen. Die durch S und S' gehende gerade 
Linie schneidet AB in r^ durch welchen Punct jene gemeinschaftliche Tangente geht. 

Mach dem zweiten der beiden vorstehenden Sätze können wir sogleich die beiden 
Berührungspuncte auf den beiden gegebenen geraden Linien bestimmen. Der Berüh- 
rungspnnct t auf TQ zum Beispiel liegt zugleich auf derjenigen geraden Linie rt', welche 
den Berührungspunct t' auf TS', der durch T gehenden Tangente der gegebenen Hyper- 
bel mit dem. Puncte t verbindet. 



f 53 Zur Theorie der 

An den letztgenannten Satz schliessen sich noch einige specielle Constmctionen an, 
von denen wir die Constmction der folgenden Aufgabe noch hervorheben wollen. 

Eine Hyperbel zu beschreiben^ die mit einer gegebenen auf einer gegebenen Asymp* 
tote derselben einen düreipunctigen Contact und überdiess eine gegebene gerade Linie 
zur zweiten Asymptote hat 

Es sei AC die gegebene gerade Linie , welche der gemeinschaftlichen Asymptote AB 
in A begegne. Man lege durch A eine Tangente At" an die gegebene Carve nnd t** sei 
der Berühmngspnnct Darch t" lege man eine gerade Linie parallel mit AC Diese ge* 
rade Linie schneidet AB in T. 

595. Die geometrische Dentnng des zweiten Falles der 593. Nammer gibt die folgen- 
den beiden Sätze: 

ff^ enn man i^on irgend Zfpei Jesten Puncten der gemeinschaftlichen Asymptote meh' 
rerer in unendlicher Entfernung sich vierpunctig csculir ender Hyperbeln ^ zfpei Tangen- 
ten an jede derselben legt^ so liegen die Durchschnittspuncte aller dieser Tangenten- 
Paare auf einer der gemeinschaftlichen A^mptote parallelen geraden Linie. Die Be- 
rührungspuncte auf allen durch denselben Punct der gemeinschaftlichen Asymptote ge- 
henden Tangenten liegen ebenfalls auf einer dieser Asymptote parallelen geraden Idnie. 

Nach dem vorstehenden Satze können wir folgende Ao{jg;abe constrniren : 

Eine Hyperbel zu beschreibeny die eine gegebene in unendlicher Entfernung pier- 
punctig osculirt und überdiess eine gegebene gerade JJnie berührt. 

Fig. 14« ^^ ^^^ ^I'^ ^^ gegebene Hjrperbel, AB diejenige Asympsote, aof welcher der Con- 
tact Statt finden soll, nnd die von der gegebenen geraden Linie TQ in T geschnitten 
wird. An die gegebene Hjrperbel lege man irgend zwei Tangenten TS' nnd TS', von 
welchen die erstgenannte durch T gehu Dnrch S', den Darchschnitt dieser beiden Tan- 
genten, lege man S'S parallel mit AB nnd S sei der Ponct, in welchem diese gerade 
Linie der gegebenen TQ begegnet Zieht n»an alsdann TS, so erhält man eine neae 
Tangente der zn constmirenden Carve. 

Wenn die gegebene gerade Linie insbesondere TQ darch den Mittelpanct der gege- 
benen Carve geht, so ist cjicselbe die zweite Asymptofe der verlangten Carve. In der 
eben angezeigten Constraction der Tangenten dieser Carve ändert sich nichts. 

Um aof der gegebenen geraden Lidie TQ den Berührongspanct t za bestimmen, 
brauchen wir nur tt', parallel mit AB durch t', den Bertthrungspnnct auf Tt', zu ziehen. 

Eine Hyperbel zu ^beschreiben j die eine gegebene in unendlicher Entfernung PiVr- 
punctig osculirt und überdiess durch einen gegebenen Punct geht. 

Es sei t der gegebene Ponct. Durch diesen Punct lege man tt' parallel mit AB, and 
t' sei der Ponct, in welchem diese gerade Linie der gegebenen Hyperbel begegnet. An 
diese Hyperbel lege man im Pnucte t' eine Tangente, die der Asymptote AB in T be- 
gegne. Zieht man endlich Tt, so erhält man die Tangente der verlangten Curve in dem 
gegebenen Puncte t 

Man sieht ohne Mtthe, dass die Sätze nnd Constmctionen dieser Nummer aus den 
Sätzen und Constmctionen der vorigen als. besondere Fälle sich herleiten lassen. Aus 
der Discussion des dritten Falles der 593. Nummer ergeben sich ganz analoge ,^ nnd noch 
allgemeinere Resultate, bei deren Herleitnng wir hier nicht verweilen wollen. 
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596« Wenn wir von der allgemeinen Gleichung solcher Parabeln^ deren Darchmes- 

set der ersten Axe parallel sind : 

nM-2Bvw+CvM-3Eav « o, (7) 

folgende Gleichung: 

u«+(X+X')av+U'v» = o, ($) 

die ein System von zwei nach gegebenen Richtungen hin unendlich weit liegenden Pnnc- 
ten darstellt, abziehen, und in der resultirenden Gleichung den gemeinschaftlichen Fac- 
tor V yemachlässigen , so kommt: 

2BwH-(C-U')v+(2E-(X+X'))n =» 0. (9) 

Diese Gleichung stellt offenbar den Durchschnittspunct derjenigen beiden Tangenten dar^ 
welche die der Gleichung (8) entsprechenden Richtungen haben. Wir erhalten hier wie- 
derum drei verschiedene Fälle : (586) 

1) Der Punct (9) liegt auf einer festen, durch den Anfangspunct gehenden, geraden 
Linie, wenn wir in der allgemeinen Gleichung (7) für C und £ ein für alle Mal 
bestimmte, fär B aber nach einander alle möglichen Werthe annehmen. 

2) Der Punct (9) liegt auf einer der zweiten Axe parallelen geraden Linie, wenn die 
Coefficienten B und C bestimmt sind, aber £ unbestimmt bleibt« 

3) Der Punct (9) liegt auf einer der ersten Axe parallelen geraden Linie, wenn die 
Coefficienten B nnd £ gegeben sind^ der Coefficient C aber beliebig angenommen 
werden Icann. 

597* Die geometrische Deutung des ersten Falles der vorigen Nummer führt uns zu 
folgendem Satze. 

Wenn man nach zm^ei gegebenen Richtungen ^ an jede von solchen Parabeln^ die 
lipei gegebene gerade Linien berühren und deren Durchmesser parallel sind^ ztpei 
Tangenten legt , so liegen die Durchschnittspuncte solcher Tangenten - Paare , so wie 
die Beriihrungspuncte auf allen unter sich parallelen Tangenten , auf denselben gera- 
den Linien und diese geraden Linien gehen durch den Durchschnittspunct der gemein- 
schaftlichen Tangenten der beiden Parabeln. 

Nad^ diesem Satze ergibt sich unter iV>^derm, wie sogleich erhellet, die Construction 
der gemeinschaftlichen Tangenten zweier Parabeln, deren Durchmesser parallel sind. 

598. Die geometrische Deutung des 2. Falles der 596« Nummer gibt folgenden SatZ: 

Wenn man nach tfp ei gegebenen Richtungen, an jede von solchen Parabeln , die 
sich in unendlicher Entfernung dreipunctig osculiren und äberdiess eine gegebene gerade 
Linie berühren, zipei Tangenten legt, so liegen die Durchschnitte aller dieser Tangen- 
ten • Paare in gerader Linie und dic^e gerade Linie ist der gegebenen paralleU Die 
Berührungspuncte auf allen unter einander parjülelen Tangenten der verschiedenen 
Parabeln liegen ebenfalls in einer solchen geraden Linie. 

Hiemach ergibt sich die Construction folgender Aufgabe : 

Eine Parabel zu beschreiben , die eine gegebene in unendlicher Entfernung dreu- 
punctig oscuUrt und äberdiess irgend zwei gegebene gerade Linien berührt. 

£s sei MN die gegebene Par2^be|» QS nqd RS seien die beiden gegebenen geraden F,'g, is. 
Linien nnd S ihr Durchschnitt. Man lege an die gegebene Parabel zwei diesen geraden 
Linien parallele Tangenten Q'S' und R'S', die sich in irgend einem Puncte S' schneiden 
werden« Man ziehe SS' und lege, parallel mit dieser geraden Linie, aq die gegebene 
Parabel die Tangente TT. Diese Tangente berührt zugleich auch die verlangte Parabel« 

IL ao 
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Soliald diese gemeinschaftliche Tangente gefnnden ist, ist es leicht, beliebig viele Tan- 
genten der letztgenannten Parabel la bestimmen* 

Um die Berühmngspancte t nnd t" aof den beiden geraden Linien QS nnd RS za 
finden , brauchen wir nur dorch t' nnd t'", die Berühningspnncte auf Q'S' nnd R'S'« zwei 
gerade Linien, parallel mit SS', zu ziehen. 

599« Die geometrische Dentong des dritten Falles der 596« Nommer zeigte dass als- 
dann alle Parabeln denselben Haapt- Durchmesser und gleiche Parameter haben nnd also 
susammenfallen wtirdcn, wenn man dieselben nach der Richtung der ersten Axc geborig 
yerscbobe. Dasselbe folgt unmittelbar aus der 480* nnd 506. Nummer. 

600. Die Gleichung (3) der 687. Nummer stellt, indem wir yon irgend einer bestimm- 
ten, der durch die allgemeine Gleichung (1) dargestellten, Gurren ausgehen nnd nach und 
nach für x und x alle möglichen Werthe nehmen, alle möglichen Pnncte in der Ebene 
der Cunre dar. Bestimmen wir x nnd x' so, dass 

x+x = constf 
so liegen alle diese Puncte auf derselben durch den Anfangspnnct der Coordinaten ge- 
henden geraden Linie. Hiemach erhalten wir folgenden Satz : 

Wenn mr auf einer gegebenen Tangente einer gegebenen Curpe zweiter Classe^ sol- 
che Paare t^on Puncten bestimmen, die mit dem Berührungspuncte und irgend einem 
festen Puncte der gegebenen Tangente Qier harmonische Theilungspuncte bilden, so 
schneiden sich die Tangenten • Paar e , welche durch diese Puncte gehen, auf einer fe- 
sten, durch den Berührungspunct gehenden, geraden Linie. 

Dieselbe gerade Linie geht offenbar auch durch den Berührungspunct auf der zweiten 
durch jenen festen Punct gehenden Tangente* Hiemach können wir demselben Satze 
auch folgende Aussage geben: 

Irgend zwei Tangenten einer gegebenen Curpe zweiter Classe werden pon zweien 
andern harmonisch geschnitten, wenn der Durchschnitt dieser auf der Polaren des 
Durchschnittes pon Jenen liegt. 

Die Beziehung der beiden Tangenten -Paare zu einander ist durchaus gegenseitig. 

Wenn wir insbesondere 

X+%1 CM O 

setzen, so ist der in Rede stehende Ort ein Durchmesser der Cnnre und wir kommen zu 
einem allbekannten Satze. 

Der Punct (3) liegt femer anf einer der ersten Axe paralellen geraden Linie, wenn 

X* ra COnst., 

nnd somit erhalten wir den nachstehenden Satz: 

ffenn wir Pon zwei beliebigen Puncten einer gegebenen Tangente einer gegebenen 
Curpe zweiter Classe, für welche das Product der Abstände pom Berührungspuncte, 
derselben beliebigen Grösse gleich ist, Tangenten an die Curpe legen, so schneiden 
dieselben sich auf einer festen, der gegebenen Tangente parallelen, geraden Linie. 

601. Die ganz analoge Discuasion der Gleichnng (6) der 593. Nommer gibt| in- 
dem wir 

H^ as eonst. 

seuen^ folgenden Satz , den wir durch Gränzbetrachtnngen sogleich aas dem ersten Satze 
der Torhei^henden Nummer hätten herleiten können* 
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ffenn man pon solchen Puncten einer Asymptote einer gegebenen Hyperbel^ die 
iH)n einem gegebenen Puncte dieser Asymptote gleich weit abstehen^ Tangenten an die 
Hyperbel legt^ so schneiden sich diese Tangenten , paarweise genommen^ auf einer fß^ 
sten^ jener Asymptote parallelen geraden Linie* 

Hiernach ergibt sieb eine leichte Constraction einer Hjrperbel, die von vier gegebe- 
nen geraden Linien eine za einer ihrer Asymptoten nnd die drei übrigen zu Tangen* 
ten hat. 

Wenn wir 

^ BS const. 
setzen^ so ergibt sich folgender Satz: 

Wenn man i^on solchen zwei Puncten einer Asymptote einer gegebenen HyptrbeU 

ßir welche das Product der Abstände Qon einem festen Puncte derselben Asymptote con- 

stant isty Tangenten an die Hyperbel legt^ so schneiden sich dieselben in einem Puncte 

einer durch den festen Punct gehenden festen geraden Unie. 

602« Aus einer analogen Discnssion der Gleichnng (9) erhalten wir endlich noch 
zwei allbekannte Sätze, die den Sätzen der beiden vorigen Nummern entsprechen nnd 
die wir aos diesem Grande hier anführen. 

Irgend zwei Tangenten einer gegebenen Parabel ^ derjenige Durchmesser ^ welcher 
durch den Durchschnittspunct derselben geht, und die Tangente im Scheitel dieses 
Durchmessers^ haben die Richtung von vier Harmonicalen. 

Dieser Satz bezieht sich auf die Bedingung: 

X+X = const. 

Wenn wir 

}X SS const. 

setzen nnd insbesondere const. a ( — 1) nehmen, so kommen wir zn folgendem zweiten 

Satze : 

Die Scheitel aller rechten Winkel ^ deren Schenkel eine gegebene Parabel berüh- 
ren^ liegen in gerader Linie {der Directrix). — 

608« Wenn wir irgend eine Cnrve zweiter Classe^ welche die erste Coordinaten- 
Axe im Anfangspnncte berührt, durch die Gleichung: 

AwM-2Btw+Cv^+2Puw = 0, (i) 

darstellen, so erhalten wir die Gleichungen aller möglichen Gurren derselben Classe, die 
die gegebene im Anfangspnncte dreipunctig osculir^n, wenn wir, unter der Bedingung, 

dass der Qootient ^ unverändert derselbe bleibt, den Coefficienten der vorstehenden Glei- 
chung beliebige Werthe beilegen (58l). Eine von diesen Gleichungen insbesondere stellt 
einen Kreis dar* Diesen Kreis wollen wir in dem Folgenden bestimmen* 

Bei der Annahme rechtwinkliger Coordinaten - Axen ist die allgemeine Gleichung des 

Kreises : 

(au+bv+w)« =5 p«(vM<i^, 

wenn ^ den Radius desselben bezeichnet und 

an-(-bv-f-w as o 

die Gleichung seines Mittelpunctes ist (442)« Wenn der Kreis die erste Coordinaten-Aie im 

Anfangspnncte berühren soU^ so verwandelt sich seine Gleichon0| indem wir 

b a» o, a =5 f, 

setzen, in folgende: 

w«~(>^rM"20>w o O. (f) 

20 * 
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Wenn der Kreb (2) die gegebenen Canre (!) dreipnnctig oscoliren sollt so erhalten 
wir (581) die Bedingnngs - Gleichung : 

mithin : 

C 

Wir erhalten hiemach eine fin£ache Construction des Krümmongshalbmessers ei- 
ner gegebenen Carve zweiter Classe in einem gegebenen Poncte. Es ist nemlich ( t j 
deich dem Prodacte der beiden Abstände der beiden der zweiten Coordinaten-Axe pa- 
rallelen Tangenten von dieser Axe (der Normalen im gegebenen Pnncte) nnd ( — "r- ) 

gleich dem Abstände derjenigen Tangente^ die der ersten Coordinaten-Axe parallel ist, 
von dieser Axe (der Tangente im gegebenen Pnncte). Hiemach gelangen wir sa folgen- 
dem Satze: 

Der Krümmungshalbmesser einer in ein gegebenes Rechteck beschriebenen Cwve 
Zfpeiter Classe in demjenigen Puncte^ in ppelchem dieselbe eine Seite des Rechtecks be- 
rührt ^ ist gleich der vierten Proportionalen zu der Hälße einer der beiden anliegenden 
Seiten des Rechtecks und den beiden durch den Berührung^unct auf der erstgenannten 
Seite bestimmten Segmente» 

Unmittelbar an diesen Satz knüpft sich die G>nstraction folgender Aufgabe: 

In ein gegebenes Rechteck eine Ellipse zu beschreiben^ die in demjenigen Pfincte, 
in welchem eine Seite des Rechtecks berührt wird^ eine gegebene Krümmung hat. 

Man würde nur leichte Modificationen erhalten ^ wenn man an die Stelle des Recht- 
ecks ein beliebiges Parallelogramm setzte* 

604* Die in der vorigen Nnmmer entwickelte Constraction des Krümmungshalbmes- 
sers einer gegebenen Carve zweiter Classe in einem gegebenen Pnncte verliert ihre . An- 
wendbarkeit für den Fall der Parabel. Wir erhalten eine zweite Constraction » wenn wir 
za der allgemeinem Constanten -Bestimmung in der 527« Nammer zurückgehen, nach der ' 
sich, wenn wir den Mittelpanct der Carve darch (y', x'), nnd den Pol der zweiten Axe, 
der in dem vorliegenden Falle auf der ersten Axe liegt, dorch (o, x") ^bezeichnen, fol- 
gende Gleichnng ergibt: 

« « ^ « ^ ^" 

Fig. i6. In der l6. Figur, auf die wir uns, der Kürze halber, beziehen wollen, ist O der auf 
dem Umfange der Curve liegende Anfangspunct und OY und OX sind die beiden sich 
rechtwinklig schneidenden Coordinaten - Axen. K ist der Mittelpanct und X" der Pol der 
zweiten Axe« Alsdann kommt: 

— ; «3 tangYOK « tanga^ . 

nnd mithin : 

Q « OX^tanga » OP, 

indem wir durch X" die gerade Linie PX" so legen, dass der Winkel OX"P gleich a ist. 

Blan kann hiemach den Pnnct P auch constrairen, indem man vom Pnncte X" aus auf 

den durch den gegebenen Panel O gehenden Durchmesser KO ein Perpendikel fiUk, nnd 
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mit diesem Perpendikel, yerlängert bis znm Darchschnitte mit der zweiten Axe, als Radius, 
aas X", als Mittelpanct, einen Kreis RP beschreibt. Wir haben also folgenden Satz: 

Wenn eine Curve zweiter Classe und auf dem Umfange derselben ein Punct gege- 
ben isi, so bildet der durch diesen Punct gehende Durchmesser mit der Normalen den* 
selben Winkelt als die Tangente mit einer durch den Pol der Normalen und den 
Mittelpunct des Osculations- Kreises in dem gegebenen Puncte gehenden geraden Idnie. 

£s )>esteht dieser Satz offenbar anch für denjenigen Fall, dass die gegebene Carve 
eine Parabel ist« 

605. Ans dem Anblick der beiden Gleichungen (l) und (2) der 603. Nammer ergibt 

sich sogleich , dass der Kreis (2) mit der gegebenen Cnrve nur dann einen vierpnnctigen 

Contact haben kann, wenn (581) : 

B « o, 

das heisst, wenn die zweite Akc durch den Mittelpunct der gegebenen Corve geht Also 

nur in den Scheitelpuncten der beiden Hauptdurchmesser einer gegebenen Curve zweiter 

Qasse wird dieselbe von einem Kreise vicrpanctig oscolirt *) 



*) Wir wollen in dieser Note kurz andeaten, wie die im Texte entwickelte Theorie der Oscn- 
lation sich nnmittelbar anf Cunren einer beliebigen Classe aasdehnen lässt« 

Es sei: 

aw'+(bv+cu)w^+(dv^+env+fii*)w+gv'+hav^+iu^+ku^ = o, (t) 

die allgemeine Gleichang der Cnryen dritter Classe. Wenn wir in dieser Gleichung w ss o 
setzen, so ergibt sich die Gleichung: 

gv*+hnv'+iu^+ku' == o, 
tor Bestimmung der Richtung der drei durch den Anfangspunct gehenden Tangenten. In 
dem Falle, dass k = o, wird die Curve^ von der ersten Axe berührt Wenn zugleich 
i = o, so fallen zwei durch den Anfangspunct der Coordinaten gehende Tangenten mit 
der ersten Axe zusammen : die Curve geht durch den Anfangspunct.- Wenn endlich über* 
diess auch h = o, so fallen drei durch den Anfangspunct gehende Tangenten mit der er- 
sten Axe zusammen« Der Anfangspunct ist ein singularer Punct, drei aufeinander folg^ende 
Elemente der Curve fallen in die erste Axe ; man könnte sagen : zwischen Curve und An- 
fangspunct finde eine dreitangentige Osculatlon Statt« 

Wenn wir in der Gleichung (1) v = o setzen, so erhalten wir znr Bestimmung der- 
jenigen Puncte , In welchen die drei der ersten Axe parallelen Tangenten in die sweite Axe 
einschneiden, folgende Gleichung: 

, aw'+cnw^+fiiSr+ku* =5 o« 

Diese Gleichung zeigt wiederum , dass, wenn k ss o ist, eine Tangente der Curve mit der 
ersten Axe zusammenfallt Wenn zugleich f sa o, so gehen zwei der ersten Axe parallele 
Tangenten durch den Anfangspunct: die erste Axe beriihrt, im Allgemeinen, zwei Zweige 
der gegebenen Curve. Wenn iiberdiess auch noch c = o, so gehen drei der ersten Axe 
parallele Tangenten durch den' Anfangspunct; es wird diese Axe von der gegebenen Curve, 
im Allgemeinen, in drei Puncten berührt — 

Virenn wir den Anfangspunct der Coordinaten auf dem Umfange irgend einer gegebe- 
nen Curve dritter Classe beliebig annehmen, und mit der Tangente in diesem Piincte die 
erste Axe zusammen(aüen lassen,^ so erhalten wir für die Curve^ wie wir eben gesehen ha- 
ben, eine Gleichung* von folgender Form: 

aw'+(bv+cu)w^+(dv^+euv+fu^)w+gv'+huv^ = o. (a) 

Ferner ist die allgemeine Gleichung derjenigen Curven zweiter Classe, welche die erste Axe, 
und mithin auch die gegebene Curve dritter Classe, im Anfangspnncte berühren, 

AwM-2Bvw+Cv^2Duw « o. ^ (3) 

Es ist leicht, ans den beiden vorstehenden Gleichungen eine solche Gleichong herzuleiten, 
die ebenfalls vom dritten Grade ist, und in welcher w als gemeinschaftlicher Factor er- 
scheint Wir branchen za diesem Ende In der Gleichung (2) nor statt v' und nv^ folgende 
Aosdrucke, welche wir ans (d) «halten^ so snbstitaireni 
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606. In der 584. Nummer haben wir nachgewiesen, dass alle Cnrven, welche darch 

foleende Gleichung: ^ ^ 

w^+aBvw+Cv^+QEuv = o, 

dargestellt werden, wenn B und C beliebige Coefficienlen sind, E aber ein für alle Mal 



AwM-2Bvw-f-2Du«r Aw*+2Bvw-f-2Daw 



— V. in. , U, 



c ' - c • 

Hiemach kommt: 

w[Caw'+(Cb - Ag)vw-KCd— 2B2>2+(Cc— Ah)uw+(Cc— 2Dg-2Bh)nv+(Cf— 2Dh)a^] = 0. (4) 
Da die Gleichung (4) eine algebraische Folge ans den beiden Gleichongen (2) and (3) hi, 
so können wir die gemeinscbafllichen Tangenten der beiden gegebenen Curveu auch ans der 
Zusammenstellung der beiden Gleichungen (2) und (4) bestimmen. Die Anzahl dieser ge* 
meinschaftlichen Tangenten beträgt sechs. Zwei dieser sechs Tangenten, worauf sich der 
Factor w in der letzten Gleichung bezieht, fallen in die erste Aze; die i^ier übrigen erhal- 
ten wir, indem wir aus (3) und der Gleichung: 
Caw^+CCb— Ag)vw+(Cd— 2Bg)v2+CCc— Ah)uw-KCe— 2Dg— 2Bh)uv+(Cf— 2Dh)u« = o, (6) 

w w 

etwa die Werthe für - und — siehen. Um auszudrücken | dass diese letztgenannten vier 

gemeinschaftlichen Tangeuten der beiden gegebenen Curyen, die also auch gemeinschaftli- 
che Tangenten jeder dieser Curven und der durch (5) dargestellten Gurre zweiter CUsse 
sind, nut der ersten Axe zusammenfallen, erhalten wir sogleich folgende Gleichungen: 

Cf— 2Dh == o, (6) 

Ce— 2Dg— 2Bh = o, (7) 

C(Cc— Ah) == 2D(Cd— 2Bg), (8) 

CcCb— Ag) = 2B(Cd--2Bg), (9) 

Die Gleichung (6) bedeutet, dass die Curve (5) die erste Axe berührt, die Gleichungen 
(6) und (7) zeigen an, dass der Berührungspunct auf der ersten Axe mit dem Anfangspuncte 
zusammenfällt Die Gleichungen (6), (1) und (8) drücken aus, dass die Curve (5) die ge- 
gebene Curve zweiter Clas^e (3) dreipunctig osculirt^ und die letzten Gleichungen, alle vier 
zugleich, dass diese Osculation eine vierpunctige ist« Es folgt hieraus, dass die beiden ge- 
gebenen Curven (2) und (3) sich in diesen verschiedenen Fällen drei-, vier-, fünf-, 
sechs-punctig osculiren auf der ersten Axe im Anfangspuncte der Coordinaten. 

Aus den letzten vier Gleichungen erhalten wir ohne Mühe die nachstehenden, welche 
ihre Stelle vertreten können: 

Cf— 2Dh = o, (10) 

C(he— fg)— 2Bh^ = o, (11) 

C(ch5— dfhH-fegh-rg^)-Ah* = o, (12) 

bh*-(cg-f.dh)hM-(e^g4-2dfg)h^— 3fe§*h-f-2Pg» = o. (i3) 
Hiernach ergibt sich unmittelbar für den Osculations-Kreis der gegebenen Curve 
im Anfangspuncte (bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten« Axen) folgende Glei- 
cfaoDg: 

Pw^— 4h^«— 4(huw s= o. (14) 

Wollen wir die Krümmung der Curve noch genauer bestimmen, so können wir diess am 
füflichsten vermittelst der Osculation^-Parabel thnn» Für diese Parabel. finden wir 
folgende Gleichung x 

(he— fg)vw+hV+fhuw = 0. (16) 



Wollen wir die Krümmung der gegebenen Curve im Anfangspuncte durch die (fiinfpunctifi;) 
otcolirende Curve zweiter Classe bestimmen, so erhalten wir für diese Curve folgende 
Gleichung t 

(ch^—dA^+fcgh— rg^w*+h*(he+fg)vw+hV+fh»uw = o. (i6) 
Weiter können wir hier im Allgemeinen nicht gehen. Die Gleichung (13) ist eine Bedin- 
gongs • Gleichung zwischen den Constanten der gegebenen Gleichung der Curve dritter Classe, 
die hefriedigt werden muss , wenn diese Curve im Anfangspuncte mit einer Curve zweiter 
Classe einen sechs punctigen Contact haben soll. Eine Curve dritter Classe hat nur in ge- 
wiisen Puncten ihres Umfangs mit einer Curve zweiter Classe einen sechspunctigen Contact 
Wenn ein solcher Pnnct zum Anfangspuncte der Coordinaten, und die Tangente in diesem 
Poncte zur ersten Axe genonunen wird, so stellt die letzte Gleichung jene seckspnnctig es« 
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gegeben ist, solche Hjperbeln sind, welche sich auf der ersten Aze in nnendlicher £nt- 
Tcrnnng oscoliren* Für alle diese Carven ist das Prodoct der beiden Haapt Durchmesser 
derselben eine constante (imaginäre) Grosse* Das Quadrat dieses Prodnctes ist nemlich 
(511), wenn wir die allgemeine Gleichung zu Grunde logen i gleich: 

(AE~BD)^— (AC-BO(AF^D^ 

und dieser Ausdruck reducirt sich, indem wir A s 1, D s o und F s o setzen, auf; 

E ist aber nach der 532« Nummer gleiph dem Inhalte des von einer beliebigen Tangepte 
und den beiden Asymptoten einer der gegebenen Hyperbeln gebildeten Dreiecks. 

Jn allen Hyperbeln ^ fpelche sich in unendlicher Entfernung dreipunctig osculiren, 
ist der Inhalt alier Dreiecke ^ die von dem Asymptoten - Winkel durch eine beliebige 
Tangente abgeschnitten (perden^ constant. *) 



cnlirende Cune dar, und ts gibt eigentlich keine fSnfpanctig oscolirende Conre zweiter 
Classe für diesen PuncL 

Die Constraction des KrSmmangshalbmessers, die wir io'^der 603. Nummer für dea Fall, 
dass die geg^beoe Cunre yon der. zweiten Classe ist, entwickelt haben ^ lasst sich auf belie- 
bige algebraische Cunren ausdehnen. Es sei: . 
awnM-(bv+cu)w«-^+ . . +(dv»-M-eaYn^-*+ . . fa«>-^)w«+(gT»-M- • . +hua-«v+ko»- *)w 

+Iv«H- • • +mn™"^'+nu°*-V = o, 
die Gleichung irgend einer Conre m. Classe« Der Knimmangshalbmesser dieser Conre im 
Anfangspnncte der Coordinaten ist alsdann gleich: 

2 n 

m— 1 k' 
was^ oBter Anderm aoch aos der 544. Nommer folgt , nach welcher : 

fw^+hvw+(m— I)knw+nv* =» o, 
eine Curve zweiter Classe darstellt, welche die gegebene im Anfangspuncte der Coordina- 
ten dreipunctig oscolirt 

Wenn wir die Abstände derjenigen m Tangenten der gegebenen Curve > welche der 
zweiten Aze parallel sind, durch i/^, ^2» • • ^m» ferner die Abstände derjenigen (m— '1) 
Tangenten, welche der ersten Aze parallel sind, durch li, §2» • • Sm-v und endlich dieje- 
nigen Winkel, welche die durch den Anfangspunct gehenden (m— o2) Tangenten (die beiden 
in die erste Axe fallenden Tangenten nicht mitgerechnet) durch co^, 002, • • c%— 2 bezeich- 
nen, so erhalten wir, abgesehen Tom Zeichen, sogleich folgende Aosdriicke: 

n 

' 23 tangooi • tangiOx • • • tangw^^i^ 

1 

r ^ *i • ^2 • • • Sm— ^ 

und hiemach ist der so bestimmende Knimmangshalbmesser gleich: 

^ ^1 • ^2 • • • Vta ^ ^ 

7* 4— T^ 1"^ • ^ftf^g^i • tang(Oi . • . tangoD^g^^. 

m— 1 5i • $2 • • • 5m-i 

Der Raum verbietet in die Discossion dieses bemerkenswerthen Aosdrocks, der tom 
Beispiel für den F^l, dass wir som Anfangsponcte einen der Beriihrongsponcte aof einer 
solchen geraden Linie nehmen, welche swei oder mehrere Zweige der gegebenen Corre so* 

gleich berührt, unter der Form - erscheint. 

o^ 

*) Wenn irgend eine Conre gegeben ist, die reelle Asymptoten hat, so können wir Hjperbeln be- 
stimmen, welche mit der gegebenen Corve auf jeder Asjmptote in unendlicher Eotfemong 
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607. Wir haben in der 586. Nammer gesehen, dasSf wenn mr in der Gleichnng: 

2Bvw+Cv*+2Eav+u* « o, 
C ond E beliebig annehmen, während wir B als ein für alle Mal gegeben betrachten, 
diese Gleichang solche Parabeln darstellt, die sich in anendlicher £ntfemnng dreipnnctig 
oscnliren« Alle diese Parabeln haben, wie wir schon gezeigt haben, Dorchmesser, die 
der ersten Axe parallel sind, and, wovon man sich leicht tiberzeagt, gleiche Parameter. 
Indem wir nemlich die Gleichang: 

aBvw-f-CvH-^Daw-l-aEav+Fu^ = 0, 
zü Grande gelegt, haben wir für den vierten Theil des Parameters der bezüglichen Carve 
in der S06. Nammer folgenden Aasdrack erhalten: 



eineD dreipnnctigen Contact habea. Wenn wir eine dieser oscolirenden Hjp^beln durch 
die Gleichung t 

w^2Bvw+Cv^Euv = o, 
darttelleo, so köooen wir E als das Maass der Krümmoiig der gegebenen Cnrve auf einer 
der Asymptoten in unendlicher Entfemaog betrachten. 

Es sei: 

aw«+(bv+ai)w«-«-h • . +(dv«-*+e!iv«-M- • . +fa«-«)wM-(gv»-M- . . +hn«-Mw 

+lv"H- • • +nu™~^*+pn™""*v « o, 
die Gleichang dner gegebenen Carve m. Classe. Die erste Axe ist eine Asymptote der 
Corve; denn wenn wir in der vorstehenden Gleichang w ss o setsen, kommt: 

v(lv"~*+ . . +nn"*""*v+pu™'"*) =3 o, 
nnd wenn wir v «■ j-o setzen , so ergibt sich : 

w*(aw«-«+cuw« - »+ . . +fu«-«) = 0. 
Hiemach embt sich nach der S44. Nummer (ur eine der in ftede stehenden oscolirenden 
Hyperbeln folgende Gldchnng: 

fw*+hvw+nvM-(m— l)pav « o, 
nnd mithin: 

^ ■" -^ f • 

Dm diesen Aosdmck so constroiren, wollen wir die Abstände der (m— 2) Tangenten, 
die derjenigen Asymptote, aof welcher in nnendlicher Entfernung die dreiponctige Oscola- 
tion Statt finden soll, parallel sind, von dieser Asymptote, durch 17^, 172, • • i/m-a; die 
Abstände der m Tangenten, welche der xweiten Axe parallel sind, nnd also bei unserer 
Coordinaten - Annahme auf jener Asymptote senkrecht stehen , von der iweiten Axe, durch 
Si> I29 • • Sm; nnd endlich die Winkel, welche die (m— 1) durch den Anfangspunct ge- 
henden Tangenten, mit der Asymptote bilden, durdi «^f a>2f • • f^m^ beseichnen, — so 
finden wir ohne Miihe: 

p 

-SS iangooi • tangcoi • • • ^onfcoa-tt 

• ** 9i • 9« • • • 9m> 
f 



ond endlich: 



* 5i • 5a • • • ta-3 



Je grösser der Werdi von E ist, desto langsamer nähert sich *die Corve der in Rede 
stdienden Asymptote* Wenn wir diese Annäherong noch genaoer bestimmen wollen, so mos- 
sen wir höhere Ordnongen der Oscolation in anendlicher Entfemnng betrachten« Wir ger 
langen hierni, ohne irgend einer Schwierigkeit so begegnen, aof dem in der Note sor 
•M. Nommer eingeschlagenen Wege. 
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(CD*-gBDE-f.FBV/i»» 
2(BH-2ßDco««+D«)yj ' 
und Avtttt Ansdrnck redncirt sich, indem vir F = 1 and D s» o setzen, änf 



HI0» 



*) Die Gleichung ii^end einer Curve m. Classe, welche ein Paar parabolischer Zweige hat, ist, 
oach der Note der S24. Nammer, von folgender Form: 

(Bv+C)w»-M-(I>v^+Ev+F)w«-2+ . . , =3 o. 
Eine solche Curve berührt, wie die Parabel, eine unendlich weit liegende eerade Linie, die 
mit einer gefebenen parallel ist; das heisst, wenn man auf jedem der beiden ins Unendli- 
che hin sich erstreckenden Zweige immer weiter fortgeht, so nähert sich die Richtung der 
entsprechenden Tangenten immer mehr einer bestimmten Richtung und sugleich entfernen 
•ich die Tangenten auf beiden Zweigen immer weiter, bis sie, nach entgegengesetzter Seite 
ins Unendliche hin weiterrückend, znletxt als zusammenfallend anzusehen sind. 

Wir können die Torstehende Gleichung leicht und zwar nur auf eine einzige Weise in 
eine andere verwandeln, in welcher das mit w"^"^ behaftete Glied fehlt Lassen wir nem- 
lieh, indem wir von einem rechtwinkligen Coordinaten - Systeme zu einem rechtwinkligen 
übergehen , die beiden Axen um einen Winkel g> sich drehen , so geht (552 (D)) jene 
GleicDung in folgende über: 

(B<xwy4-Cw>y)v— (B^my-*Cgo#y)u ^^^^ , . _ ^ 

v«m9)+uca«9>)™ 
«nd nimmt also, indem wiri 

C 

tangg> =s g, 

tetieo, folgende Form ant 

bvw»-*-Kcv*+duv+2fu*)w»-«+ . . +lv«+ • . ptt»-Hr+qn« =3 0, 
Wena wir in dieser Gleichung u a o setzen, so kommt: 

v(bw«-*+dvw«-»+ • . +lv™-*) Ä o, 
Mnd wenn wir t « ±0 setzen, so ergibt sich: 

u^(fw«-V . . . +qu«-^' = o. 
Wir sehen hieraus, dass die gegebene Curve m. Classe die unendlich weit entfernte der 
ersten Axe parallele gerade Linie berührL 

Mach der 544. Nummer erhalten wir für eine, die gegebenen Curve auf der unendlich 
weit entfernt liegenden geraden Linie, (v n o, u s o), dreipunctig osculirende Parabel, 
folgende Gleichung: 

(m— l)bvw+dv^+euv+fn* =» o. 
Der vierte Theil des Parameters dieser Parabel ist gleich : 

1 f 

Vm diesen Ausdruck zu construiren , wollen wir die Abstände derjenigen (m-r-l) Tangenten, 
die. der zweiten Axe parallel sind , von dieser Axe , durch $| , $2 » • • ^m-i ; die Abstände 
der (m — 2), der ersten Axe parallelen Tangente (die in die unendlich weit liegende gerade 
Linie zusammenfallenden beiden Tangenten nicht mitgerechnet) von dieser Axe, durch 17^, 
. fjfi, •. • Vm-^i und endlich diejenigen Winkel, welche die m durch den Anfangspunct ge- 
henden Tangenten mit der ersten Axe bilden, durch o»^, o^j» • • OHii bezeichnen. AUdaon 

er^bt. sich, abgesehen vom Zeichen: 

1 

r *^ £1 • §2 • • • sm— tf 

q 

^ =* 7t • 9a • • • 9«— t? 

«od nuthio: 

m— 1 b 9i • 7a y ♦ 7«-« 
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608. Wir kommen sa einer , namentlich in Beziebang auf die Annahme des Coordi- 
naten- Systems, allgemeinern Bestimmung der Gleichungen solcher Curven, welche sich 
berühren und osculiren, wenn wir zu dem Schema der 539* Nummer zurückgehen. Wir 
wollen uns hier auf den ersten Fall dieses Schema beschränken. 

Die allgemeine Gleichung: # 

Aw'+zBvw+Cv^+aDuw+aEuv+Fu^ = o, (i) 

stellt, wenn alle in derselben vorkommenden CoefBcienten, A und B ausgenommen, ein 

für alle Mal gegeben sind und zwischen jenen beiden Coefficienten folgende Bedingungs- 

Gleichnng Statt findet: 

B = aA+b, (2) 

solche Curven zweiter Classe dar, welche dieselben vier gegebenen (reellen oder imagi- 
nären) geraden Linien berühren. Yon diesen vier geraden Linien schneiden sich, im All- 
gemeinen, zwei im Anfamgspuncte der Coordinaten, nnd ihre Richtung bestimmt sich 

durch die Gleichung: 

CvM-aEuv+Fu« = o. (3) 

Die beiden übrigen geraden Linien schneiden sich in einem solchen Puncte der ersten 

Coordinaten-Axe, dessen Abstand vom Anfangspuncte gleich (2a) ist, nnd ihre Rieh« 

tung bestimmt sich durch folgende Gleichung (538): 

(C— 4ab)vM-2(E— 2Da)uv4-Fu« = o. (4) 

Die Coordinaten des Mittelpunctes der durch (1) dargestellten Curve sind: 

B D 

^ = A' y=X- 



Den auf diese Weise bestimmten vierten Theil des Parameters einer den parabolischen 
Zweig der gegebenen Carve in unendlicher Entfernung dreipunctig osculirenden Parabel, 
können wir als das Maass der Krümmung des parabolischen Zweiges in unendlicher 
Entferuang betrachten. 

Wenn wir statt der dreipunctig osculirenden Parabel eine vierpunctig osculirende betrach- 
ten, so erhalten wir (lir diese denselben Parameter als wir für jene erhalten haben: denn die 
beiden Parabeln haben nothwendig auch unter sich in unendlicher Entfeniung einen drei- 
punctigen Contact Die vierpunctig osculirende Parabel unterscheidet sich von den andern 
nur dadurch, dass sie eine bestimmte gerade Linie zu ihrer Axe hat, und wir erhalten eine 
solche Parabel, wenn wir eine dreipunctig osculirende beliebig so verrücken, dass ihre Axe, 
während sie parallel mit sich selbst bleibt, mil jener bestimmten geraden Linie, die wir 
die Axe des parabolischen Zweiges nennen können, zusammenfällt* Es gibt un- 
endlich viele in unendlicher Entfernung vierpunctig osculirende Parabeln, unter denselben 
befindet sich eine einzige, welche den parabolischen Zweig in unendlicher Entfernung fiinf- 
puncdg osculirt; und die sich durch die Lage ihres Brennpunctes auf der gemeinschaftlichen 
Axe bestimmen lässt. Durch diese Parabel können wir den Lauf des parabolischen Zweiges 
der gegebenen Curve auch noch in geringerer Entfernung annäherungsweise darstellen« 

Wir erhalten die eben bezeichneten verschiedenartig osculirenden Parabeln nach demsel- 
ben Verfahren als in der Note zur 605. Mummer. Um ein einzelnes Beispiel zu geben, wol- 
len wir folgende Gleichung; 

cuw^+(dv^+euv+fn^jw+ßv'+huvM-iu'v+ku* = o, 
zu Grunde legen , welche die allgemeine Gleichung aller Curven dritter Classe ist, die einen 
parabolischen Zweig haben, wenn wir die zweite Coordinaten - Axe (ich nehme hier die 
zweite, wo ich bisher die erste Coordinaten - Axe genommen habe) parallel mit der Axe des 
parabolischen Zweiges annehmen. Alsdann brauchen wir, um die Gleichung derjenigen Pa- 
rabel zu erhalten, welche die gegebene in unendlicher Entfernung fiinfpunctig osculirt, wie 
man leicht sieht, in der Gleichung (16), in der Note zur 605* Nummer, bloss w mit u, 
und dann c mit f und d mit h gegenseitig zu vertauschem Auf diese Weise kommt: 



(fd 



t una d mir n gegenseicig zu veruuscnem Aut aiest weise 
*— hcdM-cegd-.cV)tt'+2d2(de+cg)uv+adSrH-2cd^ir = o. — 
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Wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen nnd der Bedingnngs - Gleichung (2) die 
CoefHcidtfen A und B eKminiren, so kommt: 

D(x-.a) = by. (6) 

Die Mittelpancte aller darcb die allgemeine Gleichong (1) darstellbaren Carvcn liegen 
also auf der darcb die vorstehende Gleichung (5) dargestellten geraden Linie. Diese ge- 
rade Linie ist im Allgemeinen der zweiten Axe parallel, wenn b =s o. Sie gebt durch 
die Mitte der zur ersten Axe genommenen Diagonale derjenigen vierseitigen Figur, deren 
vier Seiten von allen in Rede stehenden Cnrven berOfart werden. Da wir auf gleiche 
Weise jede der drei Diagonalen dieser vierseitigen Figur zur ersten Goordinaten - Axe 
nehmen können, so siebt man sogleich, dass die gerade Linie (5) durch die Mitten aller 
drei Diagonalen geht, und hiernach sich leicht construiren lässt. 

Wenn wir besondere Voraussetzungen über die vier gegebenen CoefBcienten C, D, 
£ nnd F machen, so unterwerfen wir dadurch die vier, ebenfalls als gegeben zu be- 
trachtenden, geraden Linien, von welchen alle in Rede stehenden Curven berührt wer- 
den, gewissen gegenseitigen Beziehungen* Hierüber wollen wir beispielsweise in ein aus- 
führlicheres Detail eingehen. 

1) Wenn wir 

C = o 

setzen, so zeigt die Gleichung (3), dass alsdann eine der gegebenen geraden Linien 

mit der zweiten Axe zusammenfällt. 

Wenn zugleich: 

C » o, b = o, 

so zeigt die Gleichung (4), dass alsdann eine zweite der gegebenen geraden Linien 
mit der zweiten Axe parallel ist. Alle Curven sind also einem Parallel -Trapez ein- 
geschrieben, von dessen parallelen Seiten eine in die zweite Axe, nnd dessen eine- 
Diagouale in die erste Axe fallt. 

2) Wenn wir 

D = o 

nehmen, so enthält, was die Gleichung (5) zeigt, die erste Axe die Mittelpuncte 
aller Curven. Zwei Diagonalen der von den vier gegebenen geraden Linien gebilde- 
ten vierseitigen (*igur werden alsdann nothwendig von der dritten Diagonale balbirt. 
DiQSC dritte Diagonale ist die erste Goordinaten- Axe. 

Wenn zugleich 

D = o, b = o, 

so erscheint der Ansdmck fiir die Ordinate des Durchschnittspunctes der geraden 

Linie (5) mit der zweiten Axe, nemlich der Ausdruck: 

unter der unbestimmten, nicht reducirbaren. Form — • Der Grund hiervon ergibt 

sich sogleich, wenn wir zu den Ausdrücken für y und x, aus welchen wir die Glei- 
chung (5) hergeleitet haben, zurückgehen, wonach wir sogleich y == o, und x «s a 
erbalten. Aüe Cnrven haben also denselben Mittelpunct, und dieser liegt auf der er- 
sten Goordinaten -Axe. Die Richtung der a;weiten Axe kann jede beliebige sein. Die 
geometrische Bedeotnng der beiden letzten Bedingnngs- Gleichungen ergibt sich so* 
gleich ans der Bemerkung, dass alsdann die beiden Gleichungen (9) und (4) identisch 

21 * 
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werden. Alle Carvcn sind alsdann demselben Parallogramm eingeschrieben^ ein 
Winkelpnnct desselben ist Anfangspanct der Coordinatcn und die darch denselben 
gehende Diagonale erste Coordinaten-Axe. 

3) Wenn wir 

E « o 
setzen, so bilden, was die Gleichang (3) zeigt, die beiden gegebenen durch den An- 
Cauigspnnet gehenden geraden Linien nnd die beiden Coordinaten-Axen ein System 
Ton vier Harmonicalen. Wenn wir zagleich noch eine Bestimmong über b hinzufü- 
gen, so kann die allen Curven (l) umschriebene vierseitige Figur nicht mehr jede 
beliebige sein. 

U) Wenn wir zugleich 

C BIT O, D :=r O 

setzen, so bleibt Alles wie in dem unter 2) betrachteten Falle > nur dass die zweite 
Axe, deren Richtung beliebig war, nun mit einer der beiden durch den Anfangspunct 
gehenden geraden Linien zusammenfallt. 

5) Wenn zugleich 

^ D « o, E = o, 

so berühren alle Curven die vier Seiten emer vollständigen vierseitigen Ffgur, deren 
zwei Diagonalen parallel sind und also von der dritten Diagonale halbirt werden. Die 
erste Axe fallt, wie im 2. Falle, mit der letztgenannten Diagonale zusanunen. Die 
zweite Axe ist parallel mit jenen beiden parallelen Diagonalen» Wenn Uberdiess 
auch noch 

b SS o, 

so berühren alle Curven die Seiten eines Parallelogrammes, dessen ein Winkelpnnct 
Anfangspunct des Coordinaten ist. Die durch diesen Punct gehende Diagonale ist 
die erste Coordinaten- Axe, parallel mit der andern Diagonale ist die zweite Axe. 

6) Wenn znfi:leich 

C = a, E = o, 

so zeigt die Gleichung (3), dass alsdann zwei der gegebenen geraden Linien in der 
zweiten Axe zusammenfallen. Alle Curven heriihren die drei Seiten eines gegebenen 
Dreiecks und zwar die eine dieser Seiten, welche zur zweiten Axe genommen wird, 
in demselben Puncte , dem Anfangspunctc der Coordinaten. Die erste Axe geht zu- 
gleich durch den dieser Seite gegenüberliegenden Winkelpunct. 

Wenn uberdiess 

b SS o, 

so sehen wir aus der Gleichung (4), dass alsdann eine der beiden gegebenen, durch 
den Punct (o, 2a) gehenden, geraden Linien mit der zweiten Axe parallel ist, nnd 
also alle Curven drei gegebene gerade Linien, von welchen zwei parallel ^ind, nnd 
zwar eine dieser letztem in demselben Puncte , berühren* 

7) Wenn ferner folgende drei Bedingungs* Gleichungen: 

C«o, Deo, E»o 

zugleich befriedigt werden, so bleibt Alles wie in dem vorigen Falle, nur dass uber- 
diess die beiden durch den Punct (o, 2a) gehenden geraden Linien nnd die beiden 
Coordinaten-Axen die Richtungen von vier Harmonicalen haben. Alle Curven sind 
demselben Dreieck eingeschrieben nnd berühren die eine Seite desselben in einem fe- 
sten Poncte, in ihrer Mitte. 
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Wenn überdiess anch noch 

so redaciren sich die Gleichangen (3) und (4) beide auf; 

n^ « 0. 
Alle Corven berühren also zwei gegebene Parallellmicn in denselben beiden Poncten. 
Die eine dieser beiden Parallellinien ist amr zweiten Axe genommcnt die erste Axe 
gebt durch die beiden Berübrungspuncte« 

8) Wenn wir 

F « o 

setzen, so zeigen die beiden Gleichungen (3) und (4), dass alsdann zwei der vier ge- 
gebenen geraden Linien in der ersten Axe zusammenfallen, und also alle Cnrvcn 
demselben Dreiecke eingeschrieben sind, und die eine Seite dieses Dreiecks, die zur er- 
sten Axe genommen worden ist| in demselben Puncte berühren. Um diesen Punct 
zu bestimmen, brauchen wir nur den Pol der ersten Axe zu suchen. Für die Glei- 
chang dieses Poles ergibt sich sogleich, nach der 549* Nummer, wenn wir die Glei- 
chung (1) in Beziehung auf n difiTerentiiren: 

Dw+Ev es o, ^ 

und der Abstand desselben von dem zum Anfangspuncte genommenen Winkelpnncte 
des Dreiecks ist also gleich 

9) Wenn zugleich 

C es o^ F =3 o, 

so bleibt Alles wie im vorigen Falle, nur dass eine Seite des Dreiecks mit der zwei- 
ten Axe zusammenfallt« 

Die Gleichung (5) ist noch immer die Gleichung einer geraden Linie, des geo- 
metrischen Ortes, für die Mittelpuncte aller in Rede stehenden Gurven. Nach einer 
einfachen Gränz - Betrachtung in der Constrnction ist aus dem Frühern klar, dass 
diese gerade Linie durch die Mitte derjenigen Seite des allen Curven umschriebenen 
Dreiecks, welche in demselben Puncte berührt wird, und die Mitte der diesen Be- 
rührungspunct mit dem gegenüberliegenden Winkelpnncte des Dreiecks verbindenden 
geraden Linie, gebt. Wir finden diess auch unmittelbar bestätigt, denn die Glei- 
chung (5) wird befriedigt, einmal ^ wenn wir zugleich 

X = a, y = o 

setzen , das andere Mal , wenn wir zugleich 

E E-2Da 

* "" 2D' y * 2b 

setzen. 

Wenn wir Über b eine bestimmte Yorauasetznng machen, so kann, weil die 
Coordinaten-Axen beide vollkommen bestimmt sind, das allen Curven nmscbriebene 
Dreieck nicht mehr jedes beliebige sein. Wenn wir insbesondere 

b » o 
setzen, so folgt aus (4), dass alsdann alle Curven nicht eigentlich mehr demselben 
Dreiecke eingeschrieben sind, sondern dass dieselben die beiden Coordinaten-Axen, 
imd zwar die erste in demselben Puncte, und Uberdiess eine der zweiten Axe paral- 
lele gerade Linie berühren* 
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10) Wenn zngleich 

D « o, F « 0, 

so haben alle Caryen die erste Axe zn einer ihrer Asymptoten (461) and berühren 
iiberdiess irgend zwei gerade Linien, von welchen eine darch den Anfangspnnct geht. Es 
folgt diess anch ans dem Ausdrucke (6), der» wenn wir D a setzen, nnendlich wird. 
Wenn ausserdem noch 

b SS o, 

so reduciren sich die Gleichungen (3) und (4) beide zugleich auf: * 

Cv^-+-2Euv = o, 
und alle in Rede stehenden Curyen, mit einer gcineinschaftlichen Asymptote, bcrhh- 
ren also zwei gegebene parallele gerade Linien. 

11) Wenn 

C «= o, D C3 o, F ■=» o, 

so bleibt Alles gerade wie in dem vorigen Falle« nur dass eine gemeinschaftliche 
Tangente aller Curven mit der zweiten Axe zu^mmen{allt. 

12) Wenn wir 

E=.o, F«o, (7) 

setzen, so zeigen die beiden Gleichungen (3) und (4)f das3 alsdann drei gemein- 
schaftliche Tangenten in der ersten Axe zusammenfallen, dass mithin alle Curven auf 
dieser Axe sich dreipunctig osculiren mid zwar« was unter Anderm auch der Aus- 
druck (6) zeigt, im Anfangspnncte der Coordinatep« Ausserdem berühren alle Cur- 
ven eine gegebene gerade Linie 9 welche von der ersten ^xe ein Segment (2a) ab- 
schneidet und deren Richtung durch die Gleichung 

V ' 2Da 

u (%4ab 

gegeben ist Die zweite Coordinaten - Axe ist dieser gegebenen geraden Linie paral- 
lel, wenn 

C « 4ab, 

sie ist 'derjenigen geraden Linie, welche die INIittelpnncte aller Curven enthält, pa- 
rallel, wenn 

b » o. 

Wenn neben den beiden vorstehenden Bedingungen (7) auch noch folgende er- 
füllt wird: 

a » p, 
wonach sich die Gleichung (2) anf 

B BS b 

redncirt> und also A jeden beliebigen Wertb haben kann, B aber gegeben ist, so 
führen die Gleichungen (d) und (4) beide auf 

V* =s o. 
Es fallen also alle vier gemeinschaftlichen Tangenten in die erste Axe, alle Curven 
haben auf dieser Axe im Anfangspunete eineo vierponctigeo Contact (58t)« Wenn 

B » b n o, 
so ist die zweite Coordinaten - Axe derjenigen geraden Linie, welche die Mittelpnncte 
aller Curven enthält, paraHeL 
18) Wenn wir 

F «= o, E « 2Da 

setzen, so zeigen die beiden Gleichungen (8) und (4), jdass alsdann alle Curven sich 
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(Ircipunctig auf der' ersten Axc in einer Entfernang vom Anfangspande, die gleich 

(2a) ist, oscnliren, und eine solche gerade Linie berühren, die darch den Anfangs<> 

pnnct geht, nnd deren Richtnng durch die Gleichung 

Cv-|-2Ea = o 

^ gegeben ist. Wenn also zugleich 

G 8= o, 

so wird die zweite Goordinaten * Axe berührt 

Es können auch die vier gemeinschaftlichen Tangenten der dnrch die allgemeine 
Gleichung dai^stcllten Gnrven , alle oder znm Theil , imaginär werden. Hierhin ge- 
hören insbesondere die folgenden Fälle. 
14) Wenn wir, indem ^ den Goordinaten - Wintel bezeichnet, 

F = G, E =^ Ccos^ (8) 

setzen, so ist der Anfangspnnct der Goordfnatcil gemeinschaftlicher Brennpnnct aller 
Gurven. Es berühren dieselben übcrdiess zwei auf der ersten Goordinaten • Axe sich 
schileidende Tangenten. Wenn 

F «= C— 4ab, E-2Da = ¥cos^, (9) 

so berühren alle Gurven. zwei durch den Anfangspnnct gehende gerade Linien und 
haben einen gemeinschaftlichen Brennpunct, welcher auf der ersten Goordinaten - Axe 
liegt. Wenn wir cosd s o setzen, so ist das Goordinaten - System ein rechtwinkli- 
ges; wenn wir b = o setzen, so ist die zweite Axe derjenigen geraden Linie paral- 
lel, welche der geometrische Ort für die JMittelpuncte aller Gurven ist In dem zu- 
letzt betrachteten Falle, kommt, indem wir b s o setzen: 

G = F, 

wonach wir die Richtung der letztgenannten geraden Linie leicht bestimmen können. 

Wenn die Gleichungen (8) und (9) alle zugle'ch befriedigt werden, oder wenn 

zufirleich : t 

F = G, E c= Ccos9, D = ö, b = o, 

so erhalten wir solche Gurven, welche zwei gegebene Pnncte, die auf der ersten 
Axe liegen nnd von denen der eine mit dem Anfangspuncte zuzammenfalU, zu ih- 
ren Brennpuncten haben. 

§. 8. 

Verbmdtmg der Gleichungen irgend zweier Oerter zweiter Classe zu der 

Oleichnng eines Systfms ton zwei Puncten. 

609. Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen: 

AwH^Bvw+GvM-aDw+aEv+F^ « o, 
A'wM-sB'vw+ev^+^DV+^EV+F « o, ^'^ 

welche irgend zwei Oerter zweiter Glasse darstellen, 'nach einander v nnd w eliminircn, 
so kommen wir zu zwei Gleichungen des vierten Grades in Beziehung auf die übrigblei- 
bende veränderlichen Grössen. Die W^nrzeln dieser beiden Gleichungen gehören paar- 
weise zusammen tind bestimmen vier gerade Linien: die gemeinschaftlichen Tangenten 
der beiden Oerter zweiter Glasse. Es können \. diese ^emeipschaftlichen Tangenten alle 
vier reell, 2. zwei derselben reell nnd die beiden übrigen imaginär, 3. alle vier imaginär 
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sein. Wir können den Coordinaten - Wertlien dieser vier gemeinschafUichen Tangenten 
allgemein folgende Form geben: 

V s= p+q; ▼ ■= P-"^* 

In dem ersten der oben bezeichneten drei Fälle mfissen vir unter n, q, n' nnd q' reelle 
Gtössca verstehen , in dem zweiten Falle (etwa) unter n und q reelle , unter n' und q 
imaginäre Grössen von der Form bV^— If nnd im dritten Falle endlich unter n, qt n 
nnd q' vier imaginäre Grössen von der eben bezeichneten Form, m^ p^ m' nnd p' sind 
immer als reell za betrachten. 

Für den Durchschnittspnnct der beiden ersten gemeinschafUicheB Tangenten (w', v) 
und (w\ y") hat man folgende Gleichung; 

w— w' 5= ■■ ," / (^^— V), 

V —V ^ ^ 

und hieraus ergibt sich, wenn wir substituiren ; 

qw— nv+(np— mq) =5 o. (3) 

Ans dieser Gleichung erhalten wir« indem wir accentuiren: 

qV^nv+(ny-m'^ « o, (3) 

für die Gleichung ies Durchschnittspunctes der beiden ttbrigen Tangenten (w'", v'") und 

Die beiden Gleichnngen (2) nnd (3) bleiben, wie man sogleich sieht, in allen drei» 
eben bezeichneten, Fällen reell: die vier (reellen oder imaginären) gemein* 
schaftlichen Tangenten schneiden sich also immer in wenigstens zwei 
reellen Puncten. 

Die Coordinaten der durch die beidep Pnncte (2) und (3) gehenden geraden Li- 
nie sind ; 

_ (n'p'--na'q>— (np--mq)n 

nq-ncj 
(DV~m'q)q-(np-mq)q' ^♦^ 

nq — nq 
Wenn wir auf demselben Wege, als vorhin, die Gleichung des Durchschnittspunc- 
tes der beiden Tangenten (w', v ) und (w'", v'") suchen, so 6nden wir : 

[p-p-H'— <fl^-K— m+n'--n]v+[(m'+nO(p-^ « 0, (5) 

nnd hieraus ergibt sich, indem wir bloss das Zeichen von n, q, n nnd q' ändern, fttr 
den Dnrchschnittspunct der beiden Tangenten (w'', v") nnd (w"", v "*) folgende Gleichung : 
Cp-p-(q-q)]w-[m-m-(n-n)]v+[(m'-n')(p-q)-(m-nXp'-q')] = o. (5) 

Die beiden Pnncte (5) nnd (6) sind nur in dem Falle» dass die beiden Curven (1) 
vier reelle gemeinschaftliche Tangenten haben , reelL Durch Zusammenstellung der bei- 
den letsten Gleichungen erhalten wir für die^ durch diese beiden Poncte gehende, gerade 
l^inie (w, v) folgende Coordinaten- Werthe: 

(m'»--n^)q-Km»— n^)q'--(mm'— nn*)(q'"Hl)~(m'n— mn')(p— p) 

(n-n)(p.p)-Km-m)(q'^q) ' 

^. ^ - (P'^~OP4<p^--q>'-(pV-^qXnH-n)-(p^q-pq^Xm'--m) ^'^ 

(n':.n)(p'-p)^(m-m)(q-q) 
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Um die Gleichangcn der beiden Ourcbschniltspancte der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten (y/9 v*) und (w"% v""), (w", ▼") nnd (w'", v'"), und dann ferner die Coordinaten- 
Werthe derjenigen geraden Linie (w*% \r*), welche darch diese beiden DDrcbschnittspanctc 
gebt, SQ erhalten, brauchen wir offenbar nar die Yorzcichen von n nnd q' in den Glci- 
changen (5)» (6) nnd (7) za ändern« Aaf diese Weise ergibt sich: 

[p'.p«(q'^Hj)]w^[m-m-(n'+n)]v-K(m'-nXp+q)--(«^-°)(P'-q')] = <>, (s) 
, [p'-p+(q4K^)]w~[al'-m^<n-f.n)]v-f.[(m'+n')(p-q)-(m-n)(p'+q')] = 05 (9) 
und: 

(m'^n'^)q^(m^— n^)q'->(mm^+nn^)(q~ q )~ (m n^-mn )(p^— p) 

^*- (n+n)(p..p)-(ai'-ni)(q'-Hl) ' ' ( ^\ 

_ (p-^~q>--(p^^q^n'->(pp--HqqO(n^n V(p q > pq-)(m-^m) ^''^^ . 

(n+n)(p-p)-(m'-m((q'+q) 

Die Werthe von w nnd*v, w nnd v ((7) und (lO)) sind reell, nicht nur in dem 
Falle, dass alle vier gemeinschaftliche Tangenten der beiden Curven (1) reell sind^ son- 
dern auch, wie man leicht sieht, in dem Falle, dass dieselben alle vier imaginär sind. 
In dem erstem Falle bilden die sechs Pnncte (2) und (3) , (5) und (6) , (8) und (9) die 
sechs Winkelpnncte einer vollständigen vierseitigen Figur, und bestimmen > paarweise 
genommen, die drei Diagonalen derselben« In dem letztem Falle bleiben diese drei 
Diagonalen reell, während die beiden Pnncten-Paare (5) und (6), (8) und 
(9) imaginär werden. 

Wenn die beiden gegebenen Oerter zweiter Classe (1) zwei reelle und zwei imaginäre 
gemeinschaftliche Tangenten haben, so sind nicht nur vier Winkelpuncte der ihnen bei. 
4en umschriebenen vierseitigen Figur, sondern auch zwei Diagonalen derselben imaginär. 
Diess erhellet sogleich aus dem Anblick der Gleichungen (7) und (lO). Aber der 
Durchschnitt dieser beiden imaginären Diagonalen ist ein reeller 
Pnnct Um uns hiervon auf directem Wege zu überzeugen, brauchen wir nur die Glei- 
chung dieses Dnrchschnittspunctes : 

w— w* = (v-^v), 

Ca entwickeln, indem wir für w**, w*, v** nnd v* die oben gefundenen Werthe substitui- 
ren. Aber zn demselben Resultate fbhrt unmittelbar die allgemeine Theorie der Glei- 
chungen« Denn, in derjenigen Gleichung des dritten Grades in Beziehung auf y und x, 
welche das System der drei Diagonalen der den beiden gegebenen Curven zweiter Classe 
umschriebenen vierseitigen Figur darstellt, sind notbwendig alle Coefficienten symmetri- 
sche Functionen, sowol von w'j^ w", w'" und w"", als von v, v", v'" und v"'. Es folgt 
diess unmittelbar aus der Art, wie diese Gleichqng gebildet wird. Und somit sind alle 
Coefficienten reell und rational. Eine der drei durch diese Gleichung des dritten Grades 
dargestellten Diagonalen ist immer reell. Indem wir denjenigen Factor, der auf diese 
reelle Tangente siph bezieht» fortlassen, reducirt sich die in Rede stehende Gleichung 
auf den j^weiten Grad, nnd stellt, da ihre Coefficienten notbwendig reell bleiben, entwe* 
d.er zwei reelle oder zwei solche imaginäre gerade Linien dar , die sich in einem recUen 
Puncte schneiden. (234) 

Jede der beiden Diago^^len, welche ein imaginäres Puncten 5- Paar (5) und (6) oder 
(9) nnd (9) verbindet, lässt sich durch eine Gleichung des zweiten Grades darstellen. 
Um* die Gleichungen dieser beidcii Diagonalen zn erhalten, brauchen wir nur die ersten 
Tbeüe deir Gleichungen (5) und (6), (S) imd (9) mit einander zu multipliciren nnd dann 
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das Prodact gleich Null za setzen. Auf diese Weise kommt s 

— 2[(«i'— m)(p'— p)— (n'Tn)(q'Tq)lvw 

+[(m'— m)«T(nq:n)^v« 

+2((p'~p)[(m'p-mp)±(nq-^nq)]±(qqhq)[(m'qTmqO±(n>Tnp')^^^ 

-2((m'~m)[(m'p«mp')±(HVnq)]±(n'Tn)[(m'qTmq')±(n'pTnp')])v 
+[(m'2-n'2)(p2-q2)^^m^-n2Xp^~q'^)— (m'mTnn)(ppqFqq')+(n'^^^ « 0. (lo) 

Je nachdem wir die obcrn oder untern Zeichen nehmen, steUt diese Gleichung die ge- 
rade Linie (w% y*) oder die gerade Linie (w*% v**) dar* Darin, dass alle Coefificienten 
in dieser Gleichung > in dem Falle , dass die beiden gegebenen Curven keine reellen ge* 
meinschaftlichen Tangenten haben, reell sind, liegt ein neuer Beweis, dass alsdann auch 
jene beiden geraden Linien reell sind. , 

Wenn wir die ersten Theile der vier Gleichungen (5), (6), (8) und (9) in einander 
multipliciren und das Prodnct gleich Null setzen, so kommen wir zu einer Gleichung des 
vierten Grades in Beziehung auf w und v, und gdiese Gleichung wird einen, in allen 
Fällen reellen, Punct darstellen. 

Indem wir zusammenfassen, kommen wir also zu folgendem Satze: 

Je nachdem, zwei Curven zweiter Classe 

1) wVr reelle i 

9) ider imaginäre oder endlich 
3) zwei reelle und zwei imaginäre 
gemeinschaßUche Tangenten haben , sind 

i) die Winkelpuncte der, beiden Curven umschriebenen^ vollständigen vierseitigen Fi- 
gur alle sechs reell , die drei Diagonalen dieser Figur ^ und die drei Durchschnitts- 
puncte je zweier derselben reell; 

2) zwei Winkelpuncte reell und vier imaginär ^ die drei Diagonalen und mithin auch 
die drei Durchschnittspuncte je zweier derselben reell; 

3) zwei Winkelpuncte reell, die vier übrigen imaginär , eine Diagonale reelle die 
beiden übrigen imaginär; der Durchschnittspunct dieser beiden imaginären Diago- 
nalen reell, die beiden übrigen Durchschnittspuncte imaginär. 

6lO. Nach der vorigen Nummer gibt es also in dem Falle, dass die gemeinschaftli- 
chen Tangenten zweier gegebener Curven zweiter Classe, alle oder zum Theil, imaginär 
werden» immer zwei reelle Puncte, deren Coordinaten auf dieselbe Weise dorch die Cocf- 
fidenten in den Gleichungen der beiden gegebenen Curven ausgedrückt werden , als die 
Coordinaten der Durchschnittspuncte der, paarweise genommenen, gemeinschaftlichen Tan* 
genten der beiden Curven, in dem Falle, dass diese Tangenten reell sind. Jene beiden 
reellen Puncte stehen also zu den beiden gegebenen Curven gerade in derselben Bezie- 
hung als diese Durchschnittspuncte reeller gemeinschaftlicher Tangenten zu den bezüg- 
lichen Curven; und alle Eigenschaften dieser letztgenannten Puncte, bei denen die Rea- 
lität der durch dieselben gehenden Tangenten nicht in Betracht kommt, gelten unmittel- 
bar auch ftlr jene beiden reellen Puncte. Wir müssen hier eui allgemeines Wort einfüh- 
ren, nm den reellen Durchschnittspunct irgend zweier, reeller oder imaginärer, gemein- 
schaftlicher Tangenten zu bezeichnen. Da sich mir inde^s sogleich kein characteristisches 
Wort darbietet, so übersetze ich den von H. PONGELET gebrauchten Ausdruch j^centre 
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d homologief^y indem ich lolcKe Pancte: ^homologe Pancte in Beziehung anf 
die beiden gegebenen GnrTen «weiter Classe^, nenne. 

Nor In dem Falles dass die beiden gegebenen Carven vier reelle gemeinschaftliche 
Tangenten haben, gibt es sechs» sich paarweise zusammenordnender, homologer Pancte: 
drei Systeme von zwei reellen homologen Pancten. In den übrigen Fällen gibt es nor 
ein einziges System solcher Pancte« £s existiren aber, nach dem Vorstehenden , aach 
in dem Falle, dass alle vier gemeinschaftliche Tangenten imaginär sind, reelle gerade 
Linien 9 welche» analytisch, anf dieselbe Weise darch die Coefficienten in den Gleichnn- 
gen der bezüglichen Carven bestimmt sind , und also aach dieselben Eigenschaften ge- 
niessen, als, in dem Falle reeller gemeinschaftlicher Tangenten, diejenigen geraden Li- 
nien , welche zwei zasanunengehörige reelle homologe Pancte verbinden. Für solche ge- 
rade Linien bedürfen wir ein neaes, allgemeines, Wort; ich nenne dieselben Mhomo* 
löge gerade Linien, in Beziehung aof die beiden gegebenen Carven 
zweiter Classe**. *) 

Wir können aach weiter gehen^nnd die Darchschnittspancte je zweier der drei ho- 
mologen geraden Linien zweier Carven zweiter Classe ^homologe Pancte zweiter 
Ordnung^ nennen. £s gibt für je swei Carven zweiter Classe immer einen reellen ho- 
mologen Panct zweiter Ordnang; das heisst, einen Panct, der alle Eigenschaften sol- 
cher Pancte besitzt, in welchen sich, fbr den FaU reeller gemeinschaftlicher Tangenten, 
zwei Diagonalen der, den gegebenen Carven beiden zogleich amschriebenen , vierseitigen 
Fignr schneiden. **) 
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^*y Die den Entwicklangen der 609* Nummer ^ analogen Entwicklangen im dritten Abschnitte des 
ersten Bandes, können wir noch dahin vervollsländigen , dass, in dem Falle, wo xwei Cur- 
ven zweiter Ordnang (nnd zweiter Classe) sich in zwei reellen nnd xwei imaginären Pnncten 
achneiden, und man zwei Paare imaginärer ^meinschafUicher. Chorden erhält, auch die bei- 
den Durchschnittspuncte der tusammengehöngen imaginären Chorden imaginär sind, aber 
diejenige gerade Linie j welche diese beiden unaginären Durchschnittspuncte enthält, reell 
ist. — ^ 

Man sieht leicht ein, wie die Betrachtnngsweisen der beiden letzten Nammern des Textes 
sich ins Uebergränzte ausdehnen lassen, wenn wir, statt Curven zweiter Classe, Curven 
von beliebigen Classen betrachten. Ich beschränke mich hier darauf, nur den ersten Schritt 
zu diesem Ziele zu thun. Es seien: 

9(w, v) = o, v<^, v) = o, 

irgend ^wei Gleichungen des m. ui^d n. Grades , in Beziehung auf die beiden veränderlichen 
Grössei) w und v. 'Wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen nach einander v und w 
eliminiren, so erhalten wir zwei Gleichungen, die, wie bekannt, in Beziehung auf die je- 
desmalig übrigbleibende veränderliche Grösse, im Allgemeinen zum mn. Grade ansteigen. 
Wenn m oder n eine gerade Zahl ist, oder wenn m und n beide gerade Zahlen sind, so 
können alle gemeinschaftlichen Tangenten der beiden bezüglichen Curven der m, und n. 
Classe imagiiütr sein. Wenn m und n beide ungerade Zahlen sind, so haben die beiden 
Curven nothwendig eine reelle gemeinsebafUiche Tangente. Alle übrigen gemeinschaftlichen 
Tangenten können imaginär sein. Die imaginären gemeinschaftlichen Tangenten ordnen sich 
indess paarweise so zusammen, dass ein solches Paar Coordinaten - Werthe von folgender 
Form Ml 

{w tas m-hn|/ — If hr «» m— nV^ — 1, 

V as p+qK— 1; W = p— ql/— 1; ^ 

«nd also ist, nach der Schlussweise der ^09. Ifummer, der DurchschniUspunct der beiden 
imaginären Tangenten eines solchen Paares ein reeller Punct, der alle Eigenschaften ei* 
pes Dnrchscbnittspunptes reeller gemetnsdiaft|idier Tangenten hat Hieniaeh ergibt stcb^ 

2« * 
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61 1. Wenn die beiden Gleichungen: 

A w^-f-sB vw+C vM-aD nw+2E nv+F o* « o, 
A'w2+2BVw+Cv«+2D aw+2E'uv+Fu2 « o, ^'^ 

irgend zwei gegebene geometrische Oertcr zweiter Classe darstellen» so erhalten wir die 
allgemeine Gleichung alier Oerter derselben Classe, welche mit den beiden gegebenen 
dieselben vier (reellen oder imaginären) genieinschafilichen Tangenten haben, wenn wir 
die beiden vorstehenden Gleichungen addiren, nachdem wir eine derselben, etwa die 
zweite, mit einem anbestimmten Coefficienten /tt mnltiplicirt haben. Auf diese Weise 
kommt : 

{A+ittA')wM-2(B+iuB')vw^<C^-AtC0vM-2(D+iuD0aw^-a(E+A*E0av^ « o. 

Wenn diese Gleichnug ein System von zwei reellen oder imaginären Pnncten darstellen 
soll, so erhalten wir folgende Bedingnngs - Gleichung (458): 

[(A+A*AO(E+itiE')-(B+A*B')(D+iuD')]*-[(A+MO(C+itiC)-(B+iMB'^^ 

[(Ä+MO(F+AtF)T<D-HJ)T] = 0, (•) 

die, wenn wir entwickeln, in folgende übergeht: 

• [A'E'^-sB'D'E'— A'CF'+CD'H-B'F^itt» 
+[AE'24^A'EE'-2BD'E'.2B'DE'.2B'DE+CD'^2CDD'+B'T+2BB'F.A'CF.A'(^^ 
+£A'E24HiAEE'-42BDE'-2BD'E-2B'DE+CD^+2CDD'+BT+2BB'F-ACF-ACF^ 

+[AE^— 2BDE— ACF+CDM-BF^ = o. (3) 

Wir können also durch algebraische Yerbindnng der beiden gegebenen Gleichungen 
(l)y im Allgemeinen, bei einer dreifachen Bestimmung des unbestimmten Coefficien- 
ten ^, zu der Gleichung eines Systemes zweier reeller oder 'imaginärer Pnncte, d. h. zu 



indem wir die Benennung der 610« Nommer such auf den allgemeinen Fall ausdehnen , fol- 
gender Satz: 

Zu^ei Curpen m. und n« Clcuse haben^ im uiUgemein$n, je nachdem mn nn§ gercuh 

oder ungerade 2kM ütf wenigetena — oder reeUe homologe Punde» 

Ohne in nähere Erörterungen einzugehen, können wir neben den vorstehenden Satz 
sogleich folgenden stellen: 

Zu^ei Gurpeii m. und n. Ordnung fütben, im Allgemeinen, je nachdem mn eine gerade 

oder ungerade 2kihl ist, ufeTugetena — > oder — — reelle gerade Linien zu gemeinechqfi' 

liehen Chorden» 

Es ist klar, dass die vorstehenden Resultate, auf die, wie mir scheint, die neuen Be- 
handlanesweisen der Geometrie sich hauptsächlich stützen, anders nichts sind,^ als die un- 
mittelbarste geometrische Interpretation desjenigen Satzes, welcher 
die Grandlage der Theorie der algebraischen Gleichungen bildet, des 
Satzes nemlich, ^dass jede ganze algebraische Function einer veränderlichen Grösse von ei* 
nem beliebigen Grade sich in reelle Factoren Aes ersten oder zweiten Grades zerlegen lässt** 
Ich zweifle, ob man auf rein geometrischem Wege zu jenen allgemeinen Resultaten gelan- 
gen kanu: wenn man es könnte, so erhielte man einen geometrischen Beweis von dem eb.en 
angeführten Satze, über die Zerl^ung algebraischer Functionen. Denn jede algebraische 
Function, etwa F(z), können wir als das Resultat der Elimination von y zwischen den Glei- 
chungen algebraischer Curven ansehen. Wir brauchen zu diesem Ende zum Beispiel nur 
folgende beide Gleichungen: 

, = F(x)+£(x), 

in denen vir ireend eine beliebige algebraische Fnnctaon von x dvrdi (|^) beaeidinen, (Sr 
die Gleichangen der beiden Cvrren sa nehmen. 
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der Gleicbang eines Systemcs zweier homologer Pancte oder einer homologen geraden 
Linie der beiden Cnrven (1). Die Gleichang (3) redacirt sich hör dann auf den zweite« 
Grad} wenn einer von folgenden beiden Aasdriickcnr 

A'E'*— 2B'D'E'+C D'^-f-BT'^- ACT, 
AE^-2BDE-|.CD2-f-RF2— ACT, 
Terschwindei , also nur in dem Falle, dass eine der beiden Gleichangen (l) schon ein 
System von zwei Pancten oder eine gerade Linie darstellt; sie redacirt sich anf den er- 
sten Grad; wenn die vorstehenden Aasdrücke beide zagleich verschwinden. Wenn die 
beiden Gleichangen (I) zwei Carven darstellen, so gibt also die Gleichang (3) noth- 
wendig einen reellen Werth fbr ^, dem ein System zweier homologer Pancte ent- 
spricht. Dass diese beiden homologen Pancte reell sind, folgt aas der 609. Nammer. 
Es folgt diess (459) aoch daraas, dass noth wendig eine reelle Warzel der Gleichung (3) 

dem folgenden Aasdrucke : 

^ ^ (A-!.M')(C+/iC)-(B^-iuB')^ 

einen negativen Werth gibt Statt aber in die hierdurch angezeigten Entwickinngen ein- 
zugehen, wollen wir dasselbe Resultat noch auf einem andern Wege herleiten. 

6i2. Wenn wir, ohne die Richtung der beiden Axen zu ändern, den Anfangspnnct 
der Coordinaten in irgend einen Panct (y, x) verlegen, so erhalten wir statt (1) zwei 
Gleichungen von derselben Form, für welche wir folgende beide nehmen wollen: 

a w*-H2b vw+c vH-2d uw+2e uv+f u^ « o, 
a'wM-2b'vw+cV^-»-2d'aw-h2e av+f u^ = 0. 
Alsdann hat man nach der 455. Nummer, indem man A = a and A' » a' setzt: 

c = C— 2Bx^.Ax«, c' = C-2B'x+A'x^ 

e = E—Dx-By+Axy, e = E— D'x— B'y+A'xy, 

f = F— 2Dy-f.Aya; f = F-2D'y+Ay^ 

Wenn wir die Coordinaten des neuen Anfangspanctes (y, x) so bestimmen, dass 

ff e _ e' 

c ?' l" d' ^*' 

so ist dieser Ponct offenbar der Darchschnittspanct zweier (reeller oder imaginärer) ge- 
meinschaftlicber Tangenten der beiden gegebenen Curven; denn die Richtungen der bei- 
den von diesem Puncte an jede der beiden Curven gelegten Taugenten sind alsdann durch 

folgende Gleichung gegeben: 

cv*+2euv+fn* « o. 

Wir wollen annehmen, dass die zweite ursprüngliche Coordinaten • Axe durch die 

Mittelpuncte der beiden gegebenen Curven gehe. Alsdann ist B s B' » o und zur Be- 

•timmong von y und x erhalten wir ans (4) folgende beide Gleichangen : 

F-2Dy|^Ay» F,~2DyH>Ay 

C+W ^ C+A'x^ ^' 

E— DxH>Axy E~D'x+A'xy 

C+Ax« ^ C+A'x^ • 

Wenn wir entwickeln, so kommt: 

(CF-CF')-2(CD-CD')yH-(CA-CA')yH<AT-AF)x«-2(AD-^AD>»y « o, (s) 

iCE— CE>-(CD-.CD)x+(C'A-CA')xy+(A'E-.AE')xMA'')-AD)x» « o. (6) 

Die Durchschnittspnncte der durch die vorstehenden beiden Gleichungen , wenn wir 
X und y als veränderlich betrachten, dai^estellten Curven sind also die Durchschnitts* 
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pnncte je zweier gemeinschaftlicher Tangenlca der heiden gegebenen Carven zweiter 
Classe. In der Gleichnng (6) kommt y nnr in der ersten Potenz vor« Nehmen wir aas 
dieser Gleichnng den Werth von jy nemlich: 

(AD-AD>»-(A'E-AE>H<CD>-CD>-^(CE-CE') 
y « C'A-CA' ' 

und sobstitniren denselben in (5), so erhalten wir offenbar eine Gleichung von folgender 

Form : 

Mx<^+Nx*+Px2+Q = 0. (7) 

Die sechs Wnrzeln dieser Gleichung und die sechs entsprechenden Werthe von y, sind 
die Coordinaten der sechs Durchschnittspupcte je zweier der vier gemeinschaftlichen Tan- 
genten. Die Form dieser Gleichung» in der keine mit ungeraden Potenzen von z behaf- 
teten Glieder vorkommen, wird dadurch bedingt, dass jene sechs Dnrchschnittspuncte, 
paarweise genommen, gleich weit von der zweiten Axe abstehen, oder^ mit andern Wor* 
ten , dass diejenige gerade Linie , welche die Mitte der drei Diagonalen der von den vier 
gefneinschaftlicfaen^ Tangenten gebildeten vollständigen vierseitigen Figur enthält, zuv 
zweiten Axe geuommeu worden ist^ Die Gleichnng (7) gibt nothwendig einen Werth für 

x', der reell und überdiess positiv ist. Denn !^ , wofür man leicht folgenden Ausdruck 
erhält L 

~VAD-ADV ' 

ist immer negativ* Es sind also zwei Wurzeln der Gleichung (7) reell ; die Gleichungen 

irgend zweier Oerter zweiter Classe' lassen sich zu der Gleichnng eines Systemes zwciei^ 
reeller Puncte verbinden, oder, was dasselbe heisst^ zwei zusammengehörige homologe 
Pnncte der beiden Oerter sind immer leell. 

Die beiden übrigen Werthe von x% welche die Gleichnng (7) befiriedigen, können: 

1) beide reell und posisiv, 

2) beide imaginär oder endlich 

3) beide reell und negativ 

sein» Diesen drei Fällen entsprechen die drei in der 609. Nummer schon unterschiede* 
neu Fälle* 

61 8* Aus der vorigen Nummer ergibt sich, dass wir, im Allgemeinen, wenn irgend 
zwei Oerter zweiter Cl$sse gegeben sind, immer nnd wenigstens anf eine zwiefache Art, 
indem wir den Anfangspnnct geborig bestimmen, diese beiden Cnrven durch folgeiid^ 
Gleichnngen darstellen können: 

v'+2B vw+Fu*+3D uw-h2Env+ A w' « o, 
v«+2B'vw+Fn*+2D uw+äEuv+A'w« « o. 
Wir können femer, indem wir die Richtung der beiden Coordinaten • Axen gehörig be- 
stimmen, £ SS o setzen, (wenn die beiden durch den nenen Anfangspnnct gebenden 
Tangenten reell sind, so brauchen wir zu diesem £nde die ursprünglichen Coordinaten- 
Ax^ bloss so anzunehmen, dass dieselben mit denjenigen geraden Linien, welche die 
von diesen Tangenten gebildeten Scheitelwinkel halbiren, parallel sind) und alsdann den 
letzten beiden Gleichungen folgende Form geben: 

(v-.v')«+F(u-n')» « M, ' . 

(v_v7+F{n-uT = M', ^ ^ 

indem, wir, der Kürze halber. 



Oerter zweiter Classe. 175 

D D' 



DM-FB»— AF T,, D'^+FB'«-A'F .,, 

y =s J>1, p = J>1, 

setzen» und tiberdicss w s« l nehmen. Die geometrische Bcdeutang der Constanten in 
den beiden Glelcfaangen (8) ergibt sich aaf dieselbe Weise als in der 560. nnd 56l« Nom- 
mer. (y^, u) nnd (v', n") sind die Polaren des Anfangspnnctes» rücksichtlich der beiden, 
darch diese Gleichang dargestellten Curven. F ist> wie man sogleich einsieht, positiv 
oder negativ^ je nachdem der Anfangsponct innerhalb oder ausserhalb der beiden Curven 
liegt, das heisst, je nachdem die bezüglichen gemeinschaftlichen Tangenten derselben 
imaginär oder reell sind# 

Auf demselben Wege, als in der 567« Nummer, können wir nachweisen, dass die 
beiden Gleichungen (8) sich verbinden lassen, 1. zu den beiden Gleichungen zweier Sy- 
steme von zwei Puncten, wenn die bezüglichen Curven vier reelle gemeinschaftliche Tan- 
genten haben; 2. zu den beiden Gleichungen zweier gerader Linien, wenn alle gemein- 
schaftliche Tangenten imaginär sind; 3. weder zu der Gleichung eines Pnncten • Systems, 
noch einer geraden Linie , wenn zwei gemeinschaftliche Tangenten reell und zwei imagi- 
när sind* Durch Abziehen der beiden Gleichungen (8) von einander erhalten wir die 
Gleichung des mit dem Anfangspnncte zusammengehörigen homologen Punctes* 

Wir erhalten in den letzten Nummern eine Bestätigung der Resultate der 609. Num- 
mer. Wir könnten hierbei auch an die Stelle der vorliegenden Nummer Entwicklungen 
setzen , die denen der 286. und 287. Nummer des ersten Bandes analog sind« Wir be- 
schränken uns hier indess auf diese blosse Andeutung. 

6] 4- In dieser und den folgenden Nummern wollen wir einige einzelne Fälle beson- 
ders hervorheben* 

Wenn die beiden gegebenen Curven sich berühreui so fallen zwei gemeinschaft- 
liche Tangenten zusammen und die drei Systeme homologer Puncte derselben sind 1. das 
System des Berührnngspunctes und des Durchschnittspunctes der beiden, die Curven in 
diesem Puncte nicht berührenden, gemeinschaftlichen Tangenten und 2. zwei identische 
Systeme, von denen jedes aus den beiden Durchschnittspuncten der gemeinschaftlichen 
Tangente im Berührnngspuncte der Curven mit den beiden übrigen gemeinschaftlichen 
Tangenten besteht. In diesem Falle hat nothwendig die Gleichung (3) zwei gleiche 
Wurzeln. Um dicss auf directem Wege zu zeigen, wollen wir den Bernhrnngspunct der 
beiden Curven zum Anfangspuncte der Coordinaten, die gemeinschaftliche Tangente in 
demselben zur ersten Axe nehmen und demgemäss von folgenden beiden Gleichungen 

ausgehen : 

A '-F2B vw+C v^-f 2D uw « o, 

A'M-2BVw+CV+2D'uw = o, ^^^ 

wonach sich die Gleichung (2) oder (3) in folgende verwandelt: 

iC+fiC)(p+fiDy « 0, (.0) 

und wir sehen sogleich, dass diese Gleichung zwei gleiche Wurzeln hat, von denen 

jede gleich ( — rp ) ist, und eine dritte Wurzel, die^ gleich ist ( — .-tt ). Dieser drit- 
ten Wnrzel entspncht folgende resultirende Gleichung: 
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w[(ACV-A'C)w+2(BC-B'C)v+2(D(:-DC)n] « o, 
und )eder der beiden gleichen Wurzeln folgende: 

(AD .-A'D)w2+2(BD'-BD>w+(CD'-CD)v^ = o. 

Es hat die Gleicbang (11) nnd also auch die entsprechende Gleichung (3) nur dann 

drei gleiche Wurzeln, wenn 

C _ D 

?T ^ D ' ^ 

das heisst, wenn die beiden gegebenen Curven sich dreiponctig osculiren (580)« Die 
drei Systeme homologer Puncte sind alsdann, was man sogleich auch a priori sieht, 
identisch und jedes derselben besteht aus dem Osculationspuncte und dem Durchschnitts* 
puncte der Tangente in demselben mit der« einzig noch übrigen, gemeinschaftlichen 
Tangente. 

In dem Falle einer vierpnnctigen Osculation fallen die beiden homologen 
Puncte jedes der drei identischen Systeme in dem Osculationspuncte zusammen. 

6l5. Wir finden die vorstehenden Resultate bestätigt, wenn wir die Coordinaten der 
homologen Puncte der beiden gegebenen Curven suchen. Wenn wir zu diesem Ende 
von den beiden Gleichungen (g\ der vorigen Nummer ausgehen, so können wir uns, im 
Allgemeinen, nicht mehr der Gleichungen (5) and (6) bedienen, sondern nur in dcm^be* 
sondern Falle, dass diejenige gerade Linie, welche die Mittelpuncte der beiden gegebe- 
nen Curven verbindet, zugleich auch durch, den Berührungspunct der Curven geht. lo 
diesem Falle verwandeln sich die beiden zuletzt genannten Gleichungen in folgende: 

y[2(CD— CD')-(C'A-CA')y+2(A'D-AD>^] = o, 
x[(CD-CD')-(CA-CA')y-KA'D-ADV] = o- 
Jede dieser beiden Gleichungen stellt das System einer Coordinaten - Axe * nnd einer sol- 
chen Parabel dar, deren Durchmesser der andern Axe parallel sind. Die beiden Coordi- 
nalfn>Azen, denen die Factoren y und z in den vorstehenden beiden Gleichungen ent- 
sprechen, schneiden sich im Berührungspuncte der beiden gegebenen Curven, der zuge- 
hörige homologe Punct ist der einzige Punct, in welchem die der ersten Gleichung ent- 
sprechende Parabel von der zweiten Axe geschnitten wird» Die beiden Puncte , in wel- 
chen die, der zweiten Gleichung entsprechende, Parabel von der ersten Axe geschnitten 
wird, sind dieselben Puncte, in welchen die beiden Parabeln sich schneiden; denn wenn 
man die Gleichung der zweiten Parabel mit 2 multiplicirt und dann von der Gleichung 
der ersten Parabel abzieht , nnd den constanten Faqtor (CA^CA'} fortlässt, ergibt sich; 

y = o. 
Aus diesen beiden, auf der gemeinschaftlichen Tangente der beiden gegebenen Curven 
liegenden, Durchschnittspuncte besteht jedes der beiden noch tibrigen, identischen, Sy- 
steme homologer Puncte der beiden Curven. 

Wenn wir in dem allgemeinem Falle uns der Gleichungen (5) nnd (6) bediepen wol- 
len, müssen wir, statt von den Gleichungen (9), von folgenden beiden Gleichungen aus- 
gehen t * 

Aw*-i-2Bvw-hCv*+2Duw-f-2Euv = 0, 

A'w»+2B'vw+Cv^-2Dnw-h2E'nv «0, ^'"^ 

nnd, um auszudrücken, dass die beiiiglichen Curven die erst^ Axe in demselben Pnncte 

berühren : 

E E' , . 
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«etsen. Die Glelchang (5) yerwandelt sich alsdann wiedGram in folgende: 

y[2(CD-CDV(C'A— CA')y+3(A'D-ADV] = o, 
und wenn wir aas dieser Gleichung die beiden Werthe von 7 nehmen, die den Factoren 
des ersten Theiles derselben entsprechen, nnd nach einander in (6) substitoiren, so er- 
halten wir, znr Bestimmang der sechs Werthe von x, folgende beiden Gleichungen des 
dritten Grades: 

(CE-CE')^(CD-CD>+(A'E-AE')x«-(AD-AD)x5 « o, 
(C'E-CE'>KCD-CD>+(A'E-AEV+(A'D-AD')x* = o. ^'^^ 

Man überzeagt sich ohne Mühe , wenn man die Bedingungs - Gleichung (12) berticksich- 
tigt , dass die vorstehenden beiden Gleichungen folgenden Factor des zweiten Grades : 

(C'E-CE')-KA'E-AE'}x% 
gemeinschaftlich und folglich zwei Paare gleiche Wurzeln haben« 

Für den Fall einer vierpnnctigen Osculation reduciren sich, indem wir (580) £ es 0, 
B SS o und O'D =3 CD' setzen, die Gleichungen (13) beide auf: 

X* s= o. 

6l5. Die Entwicklungen der beiden vorigen Nummern erleiden nur einfache Modi|i- 
cationen, wenn die beiden gegebenen Curven, statt sich zu berühren, eine gemeinschaft- 
liche Asymptote und ausserdem also nur noch zwei gemeinschaftliche Tangenten haben« 
In diesem Falle sind offenbar die drei Systeme homologer Pnncte l) das System des 
Durcbschnittspnnctes der beiden gemeinschaftlichen Tangenten nnd eines nach der Bich^ 
tnng der gemeinschaftlichen Asymptote hin unendlich weit entfernt liegenden Punctes; 
2) zwei identische Systeme^ von denen jedes aus den beidta Dnrcfaschnittspuncten der 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten mit der gemeinschaftlichen Asjrmptote besteht Yon 
den drei homologen geraden Linien fallen zwei in die gemeinschaftliche Asymptote zusam- 
men nnd die dritte ist dieser Asymptote parallel und geht durch den Durchschnittspunct 
der beiden gemeinschaftlichen Tangenten. 

Die Gleichungen der beiden Curven erhalten, indem wir die gemeinschaftliche Asjrmp- 
tote derselben zur zweiten Coordinaten-Aze nehmen, folgende Form: 

A w^+2D UW+2E uv+F u^ « o, 
A'w^+2D'uw+2E'uv+F'u^ « o, 
und hiernach reducirt sich^ die Gleichung (3) auf folgende : 

(A+fi\'){E^fiEy = o. 

Die beiden gleichen Wurzeln dieser Gleichung sind ( — ^, j, die dritte Wurzel ist 

( — T-, j; jenen entspricht die resultirende Gleichung: 

(AE'-A'E)w«+2(DE'— D'E)uw+(FE'-F'E)u^ = 0, 
und dieser die Gleichung: 

n[2(A'D-AD')w-f.2(A'E-AE')v+(AT-AF')u] = 0. 

Für den vorliegenden Fall gehen die Gleichungen (5) nnd (6) in folgende über : ^ 

'x^[(AT-AF')-2(A'D-AD')y] « o, 

x2[(A'E-AE')-2(A'D-AD>] » o, 

nnd versagen ihren Dienst znr vollständigen Bestimmung der Coordihaten der homologen 

Puncte der beiden gegebenen Hyperbeln. Sie zeigen indess, dass alle diese Pnncte, 

ein einziger ausgenommen, auf der zweiten Goordinaten-Axe liegen* Den Coordinaten 

11. 23 
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dieses Panctes (des Darchschnittspancles der beiden gemeinschaftlichen Tangenten) ent- 
sprechen die zweiten Factoren in den ersten Theilen der vorstehenden Gleichongen« 
Die Factoren x^ dieser beiden Gleichungen , zasammengestcllt, beziehen sich offenbar auf 
die beiden Paare zosammenfallender, auf der zweiten Axe liegender, homologer Pancte. 
Den noch übrigen, nach der Richtang der zweiten Axe hin, nnendlich weit' liegenden 
homologen Punct, erhalten wir, wenn wir einen Factor x ans der ersten Glelchnng mit 
dem zweiten Factor der zweiten Gleichung zusammenstellen. 

616. Wenn zwei gegebene Caryei^ zweiter Classe unter einander einen doppelten 
Contact haben, so sind die drei Systeme homologer Puncte l) das System der beiden 
(reellen oder imaginären) Berlihrungspuncte ; 2) zwei identische Systeme zweier reeller in 
den Durchschnittspunct der beiden (reellen oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangen- 
ten zusammenfallender Puncte. 

Die letztgenannten beiden Systeme bestehen, wenn wir die Bezeichnung der 609. 
Nummer beibehalten, aus den Pnncten (2) und (3), (8) und (9) und diese Puncte sind 
identisch dieselben, wenn wir m' = m, n = n, p' » p nnd q' = q setzen. Den bei- 
den Berührungspnncten entsprechen die Gleichungen (5) nnd (6); doch die CoefBcienten 
in diesen Gleichangen können wir nur durch Differential - Ausdrücke darstellen. Setzen 
wir zn diesem Ende : 

m' «= m+dm, n' = n-f-dn, p' t=s p-f-dp, q' = q+dq, 

so gehen diese Gleichungen in folgende über: 

(dp+dq)w— (dm+dn)v+[(dm4^nXp+q)^(^P+^^(°H-n)] « a, 
(dp— dq)w— (dm— dn)v+[(dm— dn)(p— q^— dp— dq)(m— n)] = o. 

Die drei homologen geraden Linien der beiden gegebenen Curven bestehen 1) ans 
der Berührungs-Ghorde; 2) ans zwei reellen geraden Linien, welche beide durch den 
Durchschnittspunct der beiden gemeinschaftlichen Tangenten gehen. Die Berührungs* 
Chorde ist immer reell, auch wenn der doppelte Contaet ein. imaginärer ist, die Aus- 
drücke (y) geben für die Coordinaten derselben: 

_ (qdm — md q^nd p) dm— (qdn— ndq — mdp)dn 
*" "" dndp— dmdq * 

(ndp — ^pdn— qdm)dp«^(n(lq— qdn — pdm)dq 

dndp— dmdq - * 

Was die beiden Übrigen homologen geraden Linien betrifft, so konnte es, da jede 
derselben durch zwei zusammenfallende Puncte geht, scheinen, als ob ihre Richtang 
jede beliebige sein könnte. Nichts desto weniger aber ist ihre Richtung eine vollkommen 
bestimmte. Aus den zweiten Gleichungen bei (4) nnd (10) erhält man nemlich für den 
vorliegenden Fall^ mit Yemachlässigung der verschwindenden Grossen: 

^ p(ndq — qdn)+q(qdm — ndp) 
"" ndq — qdn * 

y.. ^ npdp-q(ndq^qdn) 
ndp — qdm 
Da wir bisher Über die beiden Coordinaten -Axen durchans keine Bestimmong ge- 
machthaben, so können wir die Richtang derselben nan so bestimmen, dass 

V- =a e^, V =3 o* 

Die erste dieser Bedingungen gibt: 
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ndp— qdm = 0, 
and hiernach die zweite derselben: 

p na 0. 

Bei diesen Yoraassetmingen erhält man : 

V « 0. 

Es ist also die eine homologe gerade Linie (w, v) der BerBhrangs - Chorde (w% v*) pa- 
rallel. Da man ferner» weil p verschwindet, 

T+V « 

erhält, so bilden die beiden gemeinschaftlichen Tangenten der beiden sich doppelt be- 
rührenden Ocrter zweiter Qassen, and diejenigen beiden homologen geraden Linien, de- 
nen wir die Coordinaten-Axen parallel , genommen haben, und die durch den Durch- 
schnilt jener gemeinschaftlichen Tangenten gehen, ein System von vier Harmonicalen 
(I., 36). Da die eine dieser homologen geraden Linien der Berührongs - Chorde parallel 
ist, so geht die andere durch die Mitte dieser Chorde und also durch den Durchschnitt 
der gemeinschaftlichen Tangenten und die Mittelpuncte der beiden Oerten 

617. Zwei H}rpcrbeln mit denselben Asymptoten haben in unendlicher Entfernung 
einen reellen doppelten Contact; zwei ähnliche, ähnlich liegende und concentrische El- 
lipsen haben in unendlicher Entfernung einen imaginären doppelten Contact In bei- 
den Fällen liegen zwei homologe Puncte unendlich weit, und die vier übrigen fallen In 
dem Mittelpuncte der Curve zusammen. Wir wollen dies^ Bemerkungen durch einige 
analytische Entwicklungen unterstützen. 

Zwei Ellipsen, die denselben Punct zum Mittelpuncte haben, können wir Immer 
durch folgende beide Gleichungen darstellen: 

A w^+C v^+F u* = 0, 

AV^+C'v^+Fu^ = o, ('*) 

indem wir diejenigen beiden Durchmesser, die für beide Curven zugeordnete sind, lu 
Coordinaten-Axen nehmen« *) Für den vorliegenden Fall verwandelt sich die Gleichung 
(2) In folgende: 

(Ä+M'XC+/«C')(F+^F') = 0. ^ (.6) 

Die drei Wurzeln dieser Gleichung sind ( — r-, j, ( — /^ h ( — «, j und die Glel- 



*} Um die Richtangen derjenigen beiden Durchmesser, die zugleich für beide darch folgende 
Gleichungen dargestellte Oerter: 

Aw2+Cv«+2Env+Fn» = o, 
AV^+C 'v2+2Euv+F'u^ = o, 
zugeordnete sind, zu bestimmen, erhalten wir nach der 486. Nummer folgende beiden 
Gleichungen : 

CvV+E(v'+v")+F « o, 
CVv"+E'(v+v")+r = o. 
Hiernach sind v und y" Wurzeln folgender quadratischen Gleichung : 

(C;E— CEV+(C'F— Cr)v+(ET— EF) « o, 
und diese Wurzeln sind immer reell , wenn eine der beiden gegebenen Curven, etwa die 
erste, eine Ellipse ist. Denn setzen wir, was erlaubt ist, Esc, so kommt: 

E^F^EF^ F 

CE-CE' ** C' 
und dieser Ausdruck ist nothwendig negativ^ wenn die erste gegebene Curve eine El- 
lipse ist» 

23 * 

/ 
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chnngen der drei entsprechenden Systemen von zwei Pancten: 

(A'C-AC)v^+(A'F-.AF')u* « o, 
(AC'--A'C)w»+(CF-CF)a« = o, (i6) 

(AF-AT)w2+(CF-CF)v» =. o. 
Jede der beiden letzten Gleichungen drückt ein System von zwei Pancten slus, die anf 
einer der Coordinaten -> Axen liegen. Diese beiden Paare homologer Pancte sind die (reel- 
len oder imaginären) Winkelpnncte eines Parallelogrammes ^ die beiden entsprechenden 
homologen geraden Linien die (immer reellen) Diagonalen desselben, mUhin diejenigen 
beiden Durchmesser der beiden gegebenen Ellipsen, die für beide zugeordnete sind. Das 
durch die erste der vorstehenden Gleichungen dargestellte Paar homologer Pnncte Hegt 
nach den Richtungen der Seiten des eben bezeichneten Parallelogrammes unendlich weit. 

Um auszudrücken, dass die beiden Gleichungen (14) ähnliche Ellipsen darstellen, er- 
halten wir die Bedingungs - Gleichung : 

CF = CF, 
wonach die Gleichung (l5) zwei gleiche Wurzeln erhält Alsdann reduciren sich die bei- 
den letzten der Gleichungen (16) auf 

w* = o, («7) 

und die erste dieser Gleichungen reducirt sich auf 

Cv'+Fu^ = o.' (is) 

Die Gleichung (17) zeigt, dass vier homologe Puncte in den gemeinschaftlichen Mittel« 
punct der beiden gegebenen Ellipsen zusammenfallen, und die Gleichung (18), dass die 
beiden übrigen unendlich weit liegen und imaginär sind. 

Da je zwei zugeordnete Durchmesser einer der beiden zuletzt betrachteten Ellipsen 
auch zugeordnete Durchmesser der andern sind, so kann man jedes System solcher zu- 
geordneter Durchmesser als das System zweier homologer gerader Linien der beiden Cnr- 
ven betrachten, und jeden beliebigen Durchmesser als einzelne homologe gerade Linien. 
Die dritte homologe gerade Linie liegt unendlich weit und ihre Richtung ist hiernach eine 
durchaus unbestimmte. 

618. Wir haben bis jetzt denjenigen Fall ganz unberücksichtigt gelassen, dass die 
gegebenen Oerter zweiter Classe beide Parabeln sind. Indem wir dieselben als Ueber- 
gangs-Curven von Ellipsen zu Hyperbeln betrachten, können wir die nachstehenden Re- 
sultate unmittelbar aus den vorhergehenden herleiten, wenn wir annehmen, dass zwei 
Parabeln nur drei gemeinschaftliche Tangenten haben, weil die vierte unendlich 
weit liegt. Diese Annahme rechtfertigt sich sogleich, wenn wir, indem wir w &= 1 
setzen, von folgenden beiden allgemeinen Gleichungen ausgehen: 

A +2B v+C vH-2D U+2E uv+F u« « o, 

A4-2B'v+C v^+2D u+2E'uv+Fu« « 0. ^ 
Denn in dem Falle , dass die beiden CoefBcienten A und A' zugleich verschwinden und 
nur in diesem einzigen Falle werden diese beiden Gleichungen befriedigt, wenh wir 
zugleich 

V = 0, n 53 o 

setzen« Eine Tangente liegt also unendlich weit» ihre Richtung ist unbestimmt, denn 



V 



der Ausdruck fiir - erscheint unter der unbestimmten, nicht redncirbaren , Form -. Die 
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Coordinaten-Werthe der drei übrigen gemeinscbafdichen Tangenten sind darch Glei- 
cbangcn des dritten Grades gegeben; eine gemeinscbaftlicbe Tangente irgend zweier ge^ 
gebener Parabeln ist also notb wendig reell, die beiden übrigen sind entweder beide reell 
oder beide imaginär« 

In dem^ Falle dreier reeller gemeinscbaftlicber Tangenten crbält man drei reelle Sy- 
steme zweier bomologer Poncte, von denen jedesmal einer der Dotcbscbnittspanct zweier 
gemeinscbaftlicber Tangenten ist nnd der andere, nacb der Richtung der dritten gemein- 
schaftlicben Tangente bin, nnendlicb weit liegt Indem wir von den unendlich weit lie- 
genden Pancten abstrahiren, sind also die Winkelpnncte des von den drei gemcinscbaft- 
li(;ben Tangenten gebildeten Dreiecks die drei homologen Pancte. Die drei homologen 
geraden Linien der beiden Parabeln sind in dem vorliegenden Falle ebenfalls reell, nnd 
jede derselben geht durch einen Winkelpanct des von den gemeinschaitlichen Tangenten 
gebildeten Dreiecks nnd ist der diesem Winkelpnncte gegenüberliegenden Seite dieses 
Dreiecks parallcL 

In dem Falle zweier imaginärer Tangenten der beiden gegebenen Parabeln gibt es 
nur einen einzigen reellen homologen Ponct: den Darchschnittspnnct dieser beiden ima- 
ginären Tangenten f nnd nur eine einzige reelle homologe gerade Linie: diejenige gerade 
Linie, welche durch diesen homologen Ponct geht, und der einzigen reellen gemein- 
schaftlichen Tangente parallel ist 

6l9> Durch Verbindung der Gleichungen zweier gegebener Parabeln: 

2B vw-hC v*-f-2D nw+2E uv+F u^ = o, 
2B'vw+Cv^+2Duw-h2E'uv+FV = o, ^'^ 

erhalten wir folgende allgemeine Gleichung des zweiten Grades : 

2(B+^B>w+(OiuC)v«+2(D-f.AtD')uw+2(E+^E')nv+(F-f-iuF)u2 = o. («) 
Diese Gleichung stellt, wie wir auch den unbestimmten CoefGcienten ^ bestimmen mögen, 
nur Parabeln dar, diejenigen besondern Fälle bloss abgerechnet, wo dieselben ein Sy- 
stem von zwei Puncten darstellt, von denen alsdann einer unendlich weit liegt Um aus- 
zudrücken, dass die letzte Gleichung ein solches Puncten -System (System homologer 
Puncte) darstelle, erbalten wir, nach der 466. Nummer, folgende Bedingungs - Glei- 
chung ^ die in Beziehung auf [i bis zum dritten Grade steigt: 

((>h;iC)(D4-//D')2--2(BH-iuB')(DH-ttD0(E+//E')+(FH-A/F)(B-h//B'^ « o. 
Auf dieselbe Gleichung reducirt sich die Gleichung (3) der 611. Nummer, wenn wir in 
derselben A und A' gleich Null setzen« 

Wenn wir für fi eine Wurzel der letzten Gleichung nehmen, so stellt die Gleichung 
(2)9 nach der eben angezogenen Nummer, das System solcher zwei Puncte dar, von de- 
nen einer folgender ist: 

und der andere nach derjenigen Richtung hin unendlich weit liegt, die durch folgende 
Gleichung gegeben ist: 

(B+iuB')v+(D+/iD> = o. 

620. Um die Coordinaten der drei homologen Puncte irgend zweier gegebener Pa* 
rabcln (l) zu bestimmen, können wir auch auf eine ähnliche Weise, wie in der 6l2. 
Nummer verfahren. Wenn wir die Bezeichnungs weise dieser Nummer beibehalten, nnd 
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bloss A SS A' SS d setzen y nnd den Anfangspnnct der Coordinaten in einen homologen 
Panct der beiden Parabeln verlegen, so erhalten wir 

e _ e' c e' 

das heisstj wenn wir sabstitoiren nnd die Coordinaten jenes homologen Panctes j und z 
nennen : 

E-Dx-By E-Dx-By 



C-2Bx C-2B'x ' 

E-Dx-By _ E^Dx-By ^^^ 

r-.2Dy F-2D'y * 

Wenn wir entwickeln, so kommt: 

2(DB'-D'B)x2-((DC-D'C)+2(EB'-E'B))x-(BC-B'C)y+(EC-E'C) = o, 

2(BD'— B'D)y2-((BF'-BT)+2(ED'— E'D))y-(DF-DT)x+(EF'-ET) = o, ^*^ 
und wenn wir diese beiden Gleichungen von einander abziehen, so ergibt sich: 
2(BD'-B'D)[y^+x^]-(B(F-C )— B (F-C)+2(ED'-E'D))y-(D(F-C VD'(F-C)H. 

2(EB-E'B))x+(E(F-C)-E'(F-C)) = o. (s) 

Wenn wir zwischen den beiden Gleichungen (4) nach einander x und y eliminiren, 
so erhalten wir zwei Gl^eichungen, die in Beziehung auf die Übrigbleibende unbekannte 
Grösse bis zum vierten Grade steigen. Drei Wurzelpaare beziehen sich auf die drei 
homologen Puncte der beiden gegebenen Parabeln, das vierte Paar enthält fremde 
Wurzeln. Die geometrische Bedeutung dieser fremden Wurzeln ergibt sich leicht. 
Die Gleichungen (3) werden nemlich beide befriedigt, wenn wir zugleich: 

e « E-Dx— By = 0, 
e' = E-D'x^B'y = o, 
setzen. Die durch diese beiden Gleichungen bestimmten, immer reellen, Werthe von y 
nnd X beziehen sich offenbar auf keinen der drei homologen Puncte, sondern auf denje- 
nigen Punct, in welchen wir den Anfangspnnct der Coordinaten verlegen müssen, wenn 
aus den Gleichungen beider Parabeln, ohne dass wir die Richtung der Coordinaten- 
Axen ändern, die mit uv behafteten Glieder ausfallen sollen. Wenn wir rechtwinklige 
Coordinaten voraussetzen, so bilden (47i) die beiden Tangenten, die sich, von diesem 
Puncte aus, an die eine Parabel legen lassen, mit den beiden durch denselben Punct ge- 
henden Tangenten der andern Parabel gleiche Winkel. Bei dieser Voraussetzung stellt 
die Gleichung (5) , wenn wir y und x als veränderliche Grossen betrachten , einen Kreis 
dar und dieser Kreis ist der geometrische Ort aller solcher entsprechender Puncte, die 
wir erhalten, wenn wir das rechtwinklige Coordinaten- System beliebig drehen. 

Da es hiernach nothwendig ein Paar reeller zusammengehöriger Werthe von y und 
X gibt, welche den beiden Gleichungen (4) Genüge leisten, so gibt es ausserdem auch 
noch ein zweites Paar solcher reeller Werthe und diese sind die Coordinaten eines ho- 
mologen Pnnctes der beiden gegebenen Parabeln, der also immer reell bleibt, während 
die beiden übrigen imaginär werden können* 

Der durch die drei Durchschnittspuncte je zweier der drei gemeinschaftlichen Tan- 
genten der beiden gegebenen Parabeln gehende, nnd durch diese drei Puncte vollkom- 
men bestimmte Kreis geht durch den Brennpunct jeder der beiden Parabeln. Wenn wir, 
um diess zu zeigen, den Brennpunct einer derselben, etwa der ersten^ zum Anfangs- 
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pancte rechtwinkliger Coordinaten nehmen, so erhalten wir (476): 

E « O, C = F; 

und hiernach fallt aas der Gleichung (S), die den in Rede stehenden Kreis darstellt, das 
von y nnd x unabhängige Glied aus, und der bezügliche Kreis geht also durch den An* 
fangspunet der Coordinaten. Hiemach ergibt sich folgender bekannter Satz (S4i): 

Die Brennpuncte aller derjenigen Parabeln , welche die drei Seiten eines gegebe- 
nen Dreiecks berühren^ liegen auf dem Urnfange eines Kreises, der durch die drei 
Winkelpuncte des Dreiecks geht. *) 

Zugleich erhält man hier folgenden Satz: 

JVenn irgend ein Dreieck gegeben ist und man legt Qon irgend einem Puncte des 
Umfanges des diesem Dreiecke umschriebenen Kreises Tangenten - Paare an solche Pa^ 
rabeln, fpelche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks berühren^ so bilden je zwei 
solcher Tangenten- Paare mit einander gleiche Winkel. ' . 

Wenn wir berücksichtigen, dass mit den Parabeln, welche die drei Seiten des ge- 
gebenen Dreiecks berühren, auch drei Systeme homologer Pancte, deren einer unendlich 
weit liegt, zusammengehören, und den letzten Satz auf zwei jener drei Systeme anwen- 
den, 80 begegnen wir dem bekannten Satze, „^ass Peripherie -Winkel, die auf demsel- 
ben Bogen stehen, einander gleich sind/^ 

Aus der ZusammensteUnng einer Parabel mit einem der drei Systeme homologer 
Pancte ergibt sich eine Construction beliebig vieler Tangenten einer Parabel, wenn vier 
Tangenten derselben gegeben sind« 

s. 9. 

Verbindung der Gleichungen zweier Oerter zweiter CltMge zu der Gleichung 
irgend eines neuen Ortes derselben Classe. Theorie der Transversalen. 

621. Wenn irgend zwei gegebene Oerter zweiter Classe durch folgende beiden Glei- 
chungen dai|;esteUt werden : 

A w^+2B vw+C vH-2D UW+2E uv+F u« = o, 
A'wM-2B'vw+CVM-2D'uw+2E'av+Fu* « 0, ^'^ 

so erhalten wir {är die allgemeine Gleichung aller derjenigen Oerter derselben Classe, 
welche mit den beiden gegebenen dieselben vier gememschaftliche Tangenten haben, 
folgende : 

(A+M')w^2(B+iMB')vw+(C+iMC)v^+2{lHttD>w+2(E+A«E>v+(F+A^^^ « 0. (a) 



*) Zu demselben Resultate kommen wir Mcb, nach der 538« Nummer | wenn wir zwischen den 
beiden Gleichungen der 480» Nummer. 

2BE--D(C— F> 

2DE+B(C->F) 

* ** 2(B«+D2) * 
B oder 'D elimioircn« 
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Wenn also : 

A"w«+2B"vwC+V+2D"aw+2E"u7+FV « o, (3) 

die Glcichnng irgend eines solchen Ortes ist, so ergeben sich, bei gehöriger Beitimmang 
des nnbestimmten Coefficientcn fi, folgende Gleichungen : 

B-b^w b;; 

A+A/t' "• A"* 

h±i^ d;; 

A+fiA! '^ A"' 
. E+/uE^ e;' 

A+;iA' ^ A"' 

Ä+/tA' ^ A"' 
ans denen sich noch 10 andere herleiten lassen » indem wir je zwei derselben in einander 
dividircn. 

622. Ans dem blossen Anblick der 15 Gleichungen, die anf diese Weise sich erge- 
ben , lassen sich eine Reihe von Sätzen herleiten« Wir wollen zuerst einige dieser Glei- 
chungen, einzeln für sich, betrachten. 

Jede der beiden Gleichungen: 

x+j:^ ^ A"' Ä+jiiX ^ A' 

gibt folgenden bekannten Satz: 

Die Mittelpuncte aller Oerter ztpeiter Classe, welche vier gegebene gerade Linien 
berühren , insbesondere die Mitten der drei Diagonalen der , von diesen geraden Li- 
nien gebildeten i vollständigen vierseitigen Figur, liegen in gerader Linie. 

Wenn wir nemlich die erste oder zweite Coordinaten • Axe durch die Mittelpuncte 
der beiden Cnrvcn (1) legen, so ist 

D s D' =: o, B « B' » o, 

und mithin auch 

D" = o, B" « o. 

623. Auf gleiche Weise gibt die Gleichung : 

E+^g _ E" ■ . 

folgenden Satz (469): 

Wenn man von irgend einem Puncte aus an jeden von drei, demselben Viereck 
eingeschriebenen y Oerter zfveiter Classe Zfvei Tangenten legt, so bilden diese drei 
Tangenten - Paare eine Involution von sechs geraden Linien. *) 



k" 



"> 



^) I. Solche Sjsteme von sechs geraden Linien und von sechs Pancten» die Involutionen bilden, 
verdienen ganz die besondere Aufmerksamkeit, welche einige Geometer denselben geschenkt 
haben. Ich erlaube mir hier einige Bemerkongea über die Art, wie man bei der Betrach- 
lang derselben verfahren kann. 
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Dieser Satz enthält als besondern Fall den bereits schon in der A40» Nammer 
hergeleiteten Satz von einer Tollständigen Tierseidgen Fignr. Wenn wir eine Curve mit 
zwei Poncten - Systemen zasammenstellen, so erhalten wir einen Satz vom umschriebenen 
Viereck und nach diesem Satze können wir, wenn fünf Tangenten einer Carve zweiter 

Die nachstehenden Definitionen scheinen mir die xweckmässigsten : 

Drei Paare pon geraden Linien, i^n denen jedes mit '%%*fei gegebenen geraden Linien 
vier Harmonicalen hUdet^ bilden unter sich eine Lnpobuion t^on eeche geraden Linien. 

Drei Paare i^on Punctcn^ pon denen jedes mit %wei gegebenen Puncten tder harmoni* 
seile TfieHungspuncte bildet y bilden unter sich eine Involution fon sechs Puncien, 

Es folgt unmittelbar ans den Torstehenden Definitionen, dass jede Transversale eine In* 
volation von sechs geraden Linien in solchen Pnncten schneidet, die eine Involution von 
sechs Puncten bilden , nnd , andererseits , dass man eine Involution von sechs geraden Li« 
nien erhält, wenn man, von einem beliebigen Puncte aus, sechs gerade Linien nach einer 
Involution von sechs Pnncten zieht« Zugleich ist ersichtlich , dass , wenn wir eine Involution 
von sechs Puncten oder von sechs geraaen Linien projiciren, gleichviel ob orthographbch 
oder perspectivisch, wir in der Projection wiederum eine Involntion von sechs Puncten oder 
von sechs geraden Linien erhalten. Und endlich ist klar, dass, da die Pole von vier Har* 
monicalen, in Beziehung auf irgend einen gegebenen Kegelschnitt, vier harmonische Thei- 
lun^spuncte, und die Polaren von vier harmonischen Theilungspuncten vier Harmonicalen 
sind, auch die Pole einer Involution von sechs geraden Linien eine Involution von sechs 
Puncten und die Polaren einer Involntion von seois Puncten eine Involution von sechs ge- 
raden Linien bilden. 

Da von vier harmonischen Theilungspuncten zwei imaginär sein können, so können 
auch die Puncte einer Involution , paarweise genommen , imaginär werden. Wenn die bei- 
den Puncte eines Puncten - Paaresr der Involution zusammenfallen , so geschieht diess in ei- 
nem derjenigen beiden Puncte f die mit jedem Paar^^er Involution vier harmonische Thei- 
lungspuncte oilden. (Auch diese beiden Puncte können imaginär sein)« Mit diesen beiden 
Puncten können zwei Puncten - Paare zusammenfallen. Alsdann erhalten wir also, statt der 
Involution, bloss vier harmonische Thellungspuncte. 

Beziehungen, welche den letzten ganz analog sind, ergeben sich fiir eine Involntion 
von sechs geraden Linien. «— 

11. Nach der ersten Definition ei^ibt sich sogleich folgender Satz: 

JVenn eine Involution Pon sechs geraden Linien gegeben iät j so kann man, im jili^ 
gemeinen y eine TY-anspersale at^ doppelte Weise so Tiehen, dass zwischen Je zwei. Linien'- 
Paaren der InuoliUion gleiche Stücke derselben liegen. 

Aus der zweiten Definition geht folgender Satz hervor (192): 

JVenn eine InpoUuion pon sechs Puncten gegeben ist, so schneiden sich diejenigen 
drei Kreise j welche man über den Abständen der Puncte jedes .Paares dieser sechs Puncte, 
als Durchmesser^ beschreiben kann, in denselben beiden (reellen oder imaginären) Puncten» 
Diese DUrchschnittspuncte sind %wei solche Puncte j die die Eigenschaßen besitzen ^ dasSf 
u^enn man von einem derselben zwei gerade Linien nach jedem Puncten^ Paare der Invo* 
Union zieht ^ je zwei solcher drei Linien ' Paare mit einander gleic/ie Winkel bilden. 

Es sind die beiden in Rede stehenden Durchschhittspuncte reell oder imaginär, je 
nachdem diejenigen beiden Puncte, welche mit den beiden Puncten jedes Paares der Invo- 
lution vier harmonische Thellungspuncte bilden, umgekehrt, imaginär oder reell sind. Die 
gemeinschaftliche Chorde jener drei Kreise halbirt diejenige gerade Linie, welche die letzt- 
genannten beiden Puncte verbindet nnd steht auf derselben senkrecht Diese beiden Puncte 
selbst sind zugeordnete Pole in Beziehung auf jeden der ^''ei Kreise (309); sie sind die 
Chordalpuncte (363) je zweier derselben. 

Eine unmittelbare Anwendung des letzten Satzes gibt folgenden Satz: 

JVenn drei Paare pon Kreisen, die dieselben beiden Mittelpuncte haben^ gegeben sind, 
so liahen diejenigen drei Kreise j welche über denjfbständen der Durchschnittspuncte der in* 
turn und der äussern gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Kreise der drei Paare, 
als Durchmesser f beschrieben werden können, eine gemeinschaftliche {ideale} Chorde» 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich direct, wenn wir nach der Gleichung (6) der 186. 
Nummer die Gleichungen zweier solcher Kreise bilden. Anf diese Weise ergibt sich, indem 

II. • 24 
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CUsse gelben sindj eine sechste Tangente constmirra, indem vir zn -fiinf gegebenen 
geraden Linien einer Inrolotion die sechste bestimmen« 

Alle Resultate dieser Nummer gelten auch, ffir solche Parabeln, welche die drei 
Seiten eines gegebenen Dräeeks berühren. 



wir b SS /J 88 o und a+a as o setzen: 

Q *— r • 
mithin | wenn wir tbnehen , und durch den constanten Factor des ersten Gliedes dividlren : 

X « o, 
eine Gleichung, die von der Grösse der Radien der rerschledenen Kreise nnabhängig ist. 
Man kann diesen Beweis auch als den Beweis des- letzten Satzes ansehen. 

Ans dem Torletzten Satze ergibt sich eine leichte Constraction des sechsten Ponctes ei- 

' ner Inyolntion, wenn fünf Pnncte derselben gegeben sind; nnd hiernach also auch der 

sechsten geraden Linie einer Inrokition, wenn fünf gerade Linien derselben gegeben sind. — 

HL Ds die Samme der reciproken Abstände zweier znsanmiengehöriger harmonischer Theilungs- 

Suncte von einem der beiden übrigen Theilnngspnncte dem doppelten reciproken Abstände 
er beiden letztgenannten Puncte von einander gleich i&t» (Seite 100 ^ Note) so ergibt sich 
femer der folgende Satz: 

fFerm sechs Punds einer geraden Linie, die eine Inpdution bä.den^ gegeben sind^ 
so gibt es, im Allgemeinen ^ zwei solche Puncte derselben geraden Unie, für deren jeden 
die Summe der beiden reciproken Abstände pon den beiden Puncten jedes Paares der In* 
ffobuion derselben Grösse gleich ist, 

IT. Das Prodnct der Abstände zweier znsammenfeh^riger harmonischer Thellnnfi^spnncte von der 
Mitte der beiden übrigen TheilBnfi;spancte ist gleich dem Quadrate des halben Abstandes 
dieser letztgenannten Pancte von einander. 

Dieser Satz ergibt sich sogleich. Denn nennt man jene beiden Abs&ide p und q , nnd 
diesen halben Abstand b» so gibt die harmonische Proportion: 

b+p : b— p =» b+q i q— b, 
nnd folglich kommt : 

pq = b\ 
Wenn die beiden ersten harmonischen Theilangspnncte reell sind, so ist auch b reell; 
wenn jene Pancte imaginär sind, nimmt b die Form ßV/ — 1 an und b^ ist negativ. Im er- 
stem Falle sind (( nndq reell und haben dasselbe Zeichen, oder sind imaginär; im zwei- 
ten Falle sind p und q nothwendig reell und von entgegengesetztem Zeichen. So lange nur 
die beiden letzten Theilungspuncte reell sind, sind auch p und q reell. 

Nach der zweiten Definition ergibt sich hiernach folgender Satz: 

TVenn eine InuohUion fK>n sechs Puncten gegeben istf so gibt es immer einen sieben^ 
ten leinet derselben geraden Unie, u^elcher die Eigenschaft besitzt, dass das Product 
der Abstände desselben pon den beiden Puncten jedes Paares der Involution ein und der- 
selben Grösse gleich ist* 

Diesen siebenten Panct kann man den Mittelpunct der Involution nennen. 
Wenn ein Punct einer Involution unendlich weit liegt ,^ «o ist der zugehörige Punct der 
Mittelpunct derselben* 

Y. Wenn man einen der Scheltelwinkel (= 2^), welche zwei gegebene gerade Linien mlt*ein- 
ander bilden, durch eine gerade Linie halbirt und irgend zwei andere gerade Linien zieht, 
welche als Harmonicalen zu den beiden gegebenen gdören, und mit der Halbirungs - Linie 
Winkel bilden, die man tj und | nennt, so ist: 

tangij • tangl^ a=s tang'^9. 
Es folgt dieser Satz unmittelbar aus dem letzten Satze von vier harmonischen Theilungs- 
puncten , wenn man eine Transversale zieht , die auf jener Halbirungs - Linie senkrecht 
steht, und die Durchschnitte derselben mit den vier Harmonicalen betrachtet. Hiernach gibt 
die erste Definition folgenden Satz : 
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Weilfi wir atinehmen/ dass die beiden gegebenen Cnrren einen MIttelpnnci ba* 

ben, und ^ ,. ,. ^ 

B a B' « o, O » D' tt 

setzen, so baben alle in Rede siebenden Coryen denselben Mittelpnnct nnd sind 



PFerm iine Inpokuion pon sechs geraden Linien gegeben ist, so gibt es immer %wei 
auf einander senkrecht stehende geraae Linien^ deren jede die Eigenschaft besitzt y dass^ 
wenn man die Winkel, welche aie drei Linien» Paare der JnpobUion mit derselben bilden, 
jy und 5, 7jf und §*, 37" und 5" nennt: , 

tangrjtangl^ =s tang^j'tang'^ = tangfj'tangX'» 
Diese beiden geraden Linien kann man die Axen der gegebenen Involution von sechs 
geraden Linien nennen« Die beiden A&en bilden mit je swei Linien -Paaren der Involution 
eine neue Involufion. 

Die letzte Gleichung gibt, in Uebereinstimmung mit II., insbesondere auch folgen-» 
^ den Satt: ^ 

/ Die Schenkel dreier rechter Winkel , die einen gemeinschcftlichen Scheitelpunct habend 

<~ "^ bilden eine Int^lution i^on sechs geraden Linien. — 

VI, Wenn die beiden Gleichungen 

w-H>n «3 o, w— >bu =s o, 

irgend xwei Puncte darstellen, die auf der sweiten Axe zu beiden Seiten des Anfangspunctes 
gleich weit von demselben entfernt liegen, so stellen nach der 410. Nummer und der swei- 
ten Definition, wenn fi, fi und fi" irgend drei beliebige Coefficienten bedeuten, folgende 
drei Gleichungen - Paare s 

(1+A*)w+(1— iu)bu = o, (l+/)w+(l— iu')bu « o, (H-^")w+(l— /i')bu == o, 
(l-.^Ow+(H-/i)bu = o, (1— iu')w+(l+^')bn = o, (1— ;i")w+(l+/u")bu = Oj 
eine Involution von sechs Puncten dar, bezogen auf ihren Mittelpnnct, als Anfangspnnct 
der Coordinaten. Diese Gleichungen zeigen wiederum, dass das Product der Abstände ei- 
nes beliebigen Puncten - Paares der Involution vom Mittelpuncte derselben gleich b^ ist. 
Ferner erhält man, wenn man die drei Puncten -Paare, wie sie den vorstehenden drei 
Gleichungen - Paaren entsprechen, V nnd U, Y und U', Y' ond U" nennt: 

v'iT - (m:+m;xi-m)* 

Vir cu^+;t^xi-Ai ) 
vir Oi-+iu)(i->^-) 

Vü" * Ou"+^0(1-A*')\. 
und indem man diese drei Gleichungen in einander multiplicirt, kommt, wenn man zugleich 

auf die Vorzeichen Riicksicht nimmt: 

ruvu'.vir , , ^ 

Mw^ ^^f (aj 

IT'V.Ü V .üV 
Da m%n V mit ü, Y mit U nnd V" mit 0" beliebig vertauschen kann, so ergeben sieb 
aus der vorstehenden Gleichuns: noch folgende drei: 
. VV,VÜ".DÜ' 7^ Y'V.VV'.VY _ irv.YY.V U ^ _^ ^ 

ü"ü.ü'v".vv' ^ * ü^v.v'V'.üü' ^ ■" * vv.inr'.üv " 

Wenn wir nach einander die Gleichung (a) in jede der Gleichungen (b) dividiren, so ge- 
langen wir zu folgenden drei Gileichungen : _ ^, , 

\Y'.\u' _ üjr.ur' vv .vu _ uvstv ty.yv ^ v^jt'y 
V V' .vir "" üiT-üV* vY'.Yir "" iro".üV * vv .yv ** w -u'v • ^ ^ 

Die sieben Gleichungen (a), (b) und (c) enteprechen den schon in der 438. Nummer er- 
wähnten, vonH. Bbianchon aufgestellten , Grleichungen. •— 

VU. Wenn die beiden Gleichungen: 

y = tanga.Zf 7 » — /wo^x, . l -1 • 

irgend zwei durch den Anfangspnnct der Coordinaten (von denen wir annetimen , dass sie 
rechtwinklige seien) gehende gerade Linien darstellen , welche zn beiden Seiten der er»*«" 
Axe liegen nnd mit derselben gleiche Winkel bilden, so erhalten, nach der erste« Defini- 

24* 
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demselben Parallelogramm eingeschrieben. Unter dieser YoraosseUang enthält die Glci- 
chong (4) folgenden Satz: (497) 

Alle CurQen Zfpetter Classe, die demselben Parallelogramm eingeschrieben sind^ 
haben beide dieselben zwei geraden Linien zu zugeordneten Durchmessern. 

Diese beiden zugeordneten Durchmesser sind offenbar die beiden Diagonalen des 
Parallel ogranmis. Denn wenn wir von einer Carve zn einem Systeme von zwei Pancten 
übergehen, so fallt yoi\^ irgend zweien zageordneten Dmrchmessem einer immer in die, 
diese beiden Pancte verbindende, gerade Linie. Es folgt hieraas femer folgender Satz: 

Von allen in ein gegebenes Perallelogramm beschriebenen Bliesen nähert sich die- 
jenige dem Kreise am meisten^ deren gleiche zugeordnete Durchmesser die beiden Dia- 
gonalen des gegebenen Parallelogramms sind und deren Axen also die von diesen Dia- 
gonalen gebildeten Scheitelwinkel halbiren. — • 

&t&. Etwas allgemeiner, als die Beweisfiihmng in den letxten beiden Nummern , ist 

die nachstehende Betrachongsweise : 

Die Gleichnng 

. ^ B+juB^ B" 

S+^' "" ff' ' 

die wir beispielsweise nehmen wollen » redacirt sich^ wenn wir 

B B' 

A "" A' 
setzen, auf folgende; _ 

B B' B" 

Wir kommen also zu folgendem allgemeinem Resulsate: 

Wenn in der Gleichung einer gegebenen Curve zweiter Classe der Quotient irgend 
zweier Coefficienten gleich ist dem, Quotienten der entsprechenden Coejficienten in der 
Gleichung einer zweiten solchen gegebenen Curve^ so erhält man denselben Quotienten 
auch dann, wenn man, statt einer der beiden gegebenen Cun^en, irgend eine dritte be- 
trachtet, welche mit diesen dieselben vier gemeinschafilichen Tangenten hoL 

Es ergeben sich hier 15 verschiedene Fälle» von denen wir einige besonders hervor« 
heben wollen. 

tion und nach IV., wenn ju, li und /u" beliebig zu bestimmende Coefficienten sind, für 
irgend eine beliebige Involution von sechs geraden Linien » Ov und Ou, Ov' und On, Ov" 
und Ott", deren Axen die beiden Coordinaten - Axen sind, folgende Gleichungen: 

(H-/^)y = (1— A*)«x, (1+M J7 = (1— A*)»x, a-l-Ai> = (1— /u")ax, 

Hiernach erhält man» nach leichten Reductionen: 

tangv' On^ Qi+fi)(l^fifi) * 
taug? Qu ijA +fi)il^^fifi") 

und, indem man diese drei Gleiconngen mit einander naitiplicirt, kommt: 

tangY" OuJangy'Ou\tangyOu , 

tangn'ÖY.tangnOY''jangnÖY' 
Aus dieser Gleichung ergeben sich unmittelbar noch sechs andere, die den Gleichungen 
(b) und (c) entsprechen« — 
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626. Aqs jeder von folgenden drei Gleichangen: 

ergibt sicti hiemach der Satz der 623. Nnmmer. 

Anf ähnliche Weise folgt aas jeder yon folgenden sechs Gleichungen: 

C+^C C E+fiE ET B^fiE E" 

B+AiB' "" W Wh^' "* B"* C+jüC " C» . 

E+//g E" F-f/^F F' F+AfF F" ^^^ 

I5+;aF*lF' Dh^^'ü"'' E+JiE^W 

nachstehender bekannter Satz: (525) 

Der geometrische OrtßLr die Pole einer beliebigen Transversalen^ in Beziehung 
auf alle Ellipsen oder Hyperbeln ^ welche demselben Viereck eingeschrieben sind^ oder 
in Beziehung auf alle Parabeln, tpelche die drei Seifen desselben Dreiecks berühren, 
ist eine gerade Linie, 

Ans diesem Satze folgt der za Anfang dieser Nammer angezogene (dorch Gränz- Be- 
trachtangen in der Constraction) indem man die beliebigt Transversale sich nnendlich 
weit entfernt denkt In der analytischen Entwicklung vertauschen sich, beim Uebergang 
von einem Satze zam andern ^ bloss die zusammen zu stellenden Coefficienten der allge- 
meinen Gleichung. 

Wenn man, statt drei Gurveni die drei Paare gegenüberstehender Winkelponcte ei- 
ner vollständigen vierseitigen Figur znsammensteUt, so erhält man den Satz der 435. 
Nummer (526). Die in diesem Satze bestimmte gerade Linie geht also durch den Pol 
der beliebigen Transversalen, in Beziehung auf jede der vierseitigen Figur eingeschriebene 
Curve zweiter Classe. Wenn fiinf gerade Linien gegeben sind, so erhält man 
fänf gegebene vierseitige Figuren und mithin auch, einer beliebigen Transversalen entspre- 
chend, fiinf gerade Linien, welche durch ein und denselben Punct gehen, durch den 
Pol dieser Transversalen, in Beziehung auf diejenige Curve zweiter Classe, welche von 
den fünf gegebenen geraden Linien berührt wird. Diesen Pol können wir also, ohne 
dass die Curve selbst gegeben ist, durch den Durchschnitt ii^end zweier von jenen fiinf 
durch denselben Punct gehenden geraden Linien construiren* 

627. Den Satz der 624. Nununer erhalten wir unmittelbar ans folgenden beiden Glei- 
chungen, welche schon unter den Gleichungen (5) vorkommen: 

E^fiE E" E+fiE E" 

und femer aach aus folgender: « •* «, 

F+juF _ F^ . . 

Ch^ • CV ^^^ 

Wenn wir nemlich, was die letzte Gleichung anbetrifft, vom Anfangspuncte der Coor- 

dinaten, für den wir ijeden beliebigen Punct nehmen konneii, zwei Tangenten an jede 

der beiden gegebenen Curven legen, femer der zweiten Aze, der wir eine beliebige 

Richtung geben können , irgend eine gerade Linie parallel ziehen , die den an die erste 

Curve gelegten Tangenten in den beiden Puncten n und v , und den an die zweite Curve 

gelegten Tangenten in n' und v begegnet, und dann die erste Axe durch eineq solchen 

Punct P dieser geraden Linie legen, der dadurch, nnd zwar auf einzige Weisei bestimmt 

ist, dass 
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PuJ»v = Po'.Pv, 



F F 

F F' F" 
C ** (7 * Cf ' 



so ist ofifenbar: 
und also nach (7) : 

■ 

und mithin auch: 

PuPv =. Pa.Pv' = Pu .Pv , (s) 

wenn wir die entsprechenden Dnrchschnitte der darch den Anfangspnnct an die dritte Corve 
gelegten Tangenten n ' nnd V nennen. Es führt also die Gleichung (7) wieder zu dem Satze 
der 624* Nummer, indem wit die in der Note zu dieser Nummer unter Y« entwickejte Eigen- 
schaft einer Involution yon sechs geraden Linien berü(:ksichtigen« Ein besonderer Fall 
ist derjenige, wo, bei der Yoranssetzang rechtwinkliger Coordinaten - Axen : 

F F _ F " 

C "^ C "" C "^ . 

Diess führt zu Resultaten, bei denen wir später ausführlicher verweilen werden. 

fr28. Der Satz der 62Z». Nummer, und namentlich die Umschreibung desselben in der 
Gleichang (8) der vorigen Nummer, besteht auch dann noch, wenn wir annehmen, dass 
alle Tangenten, statt darch denselben Punct zu gehen, unter einander parallel sind. Es 
folgt diess einerseits aus Gränz« Betrachtungen in der Construotlon, und andrerseits, wenn 
wir eine der beiden Gleichungen: 

behandelii, wie in der vorigen Nummer die Gleichung (7)« 

Die Discussion des in Rede stehenden Falles führt zu mchrern spcciellcn Sätzen, 
Fig. 17. von denen wir einige hervorheben wollen. VYir wollen zu diesem Ende, wie in der 17. 
Figur, eine Curve mit zwei Puncten- Paaren, A und C, B und D, zusammenstellen, 
und eine beliebige Transversale MN betrachten, welche von den sechs Parallelen in den 
Puncten u nnd v, u und v, u" und v" geschnitten werde* Es ist alsdann, nach der 
Gleichung (a) der Note zur 624t Nnmmer; 

V':U YIJ U'Y" 
Yü" * YTTTHT* 

und hi/eraus folgt: ^ 

^ Y"ü HB EC 

Der erste Theil dieser Gleichung ist das Yerhältniss der beiden Yierecksseilen BC und 
AD, wenn man dieselben auf die Transversale MN nach der Richtung der parallelen 
Tangenten EG und FH projicirt; er ist also das Yerhältniss dieser Seiten selbst, wenn 
dieselben parallel sind« 

Die zweite der Gleichnngen (c) gibt: 

FD HB GB ED 
FÜ'HÄ '^ G5EÜ- 
Wenn die gegebene Curve eine Parabel ist, so liegt eine der beiden parallelen Tan- 
genten, etwa FH, unendlich weit Alsdann ist, nach der Note zur 624. Nnmmer (lY), 
U' der IVIittelpunct der Involution und also: 

UXJ.UT = U'U".Ü'V": 
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Die Producte der Abstände Je zweier gegenüberliegender Winkelpuncte einer belie* 
bigeny um eine gegebene Parabel beschriebenen, (vierseitigen Higur von einer beliebigen 
festen Tangente sind einander gleich. 

Ia4em man einer Seite des nmschrielenen Vierecks andere Lagen gibt, nnd die drei 
übrigen Seiten unverändert lässt, ergibt sich sogleich folgender Satz: 

Das Verhältnsss der Abstände der beiden Durchschnittspuncte einer befveglichen 
Tangente mit ztvei festen Tangenten einer gegebenen Parabel i^on einer dritten Jesten 
Tangente ist constant. 

Hiemach lassen sich leicht, wenn Tier Tangenten einer Parabel gegeben sind, belie- 
big viele Tangenten derselben bestimmen. — - 

639. Man sieht anf den ersten Blick , wie alle die vorstehenden Resultate unter ein- 
ander in der genauesten Beziehung stehen, nnd alle auf eine einfache Weise aus einem 
derselben, dem Satze der 624« Nummer, werden hervorgehen mfissen. 

Zu denselben Resultaten kommen wir auch noch durch Elimination voü fi. Wenn 
wir z« B. A SS A' SS A'^ « l setzen, nnd dann zwischen den beiden Gleichungen: 

(jL eliminiren, so kommt: 

B"(D .-D)+B'(D-D>hB(D '-D') ^ o. 
Diese Gleichung ist, in Beziehung auf B" und D", vom ersten Grade und stellt also» 
wenn wir diese Grössen als veränderlich, als x und y, betrachten, eine gerade Linie 
dar und diese gerade Linie geht durch ^e beiden Puncte (D', B') und (D, B). Auf 
diese Weise erhalten wir al&o den Satz der 6^. Nummer. 

In die tibrigen analogen Entwicklungen gehen wir hier nicht ein, sondern thun gleich 
einen Schritt weiter. 

630. Wenn in der allgemeinen Gleichung zweiten Grades ($), welche aus der Ver- 
bindung der beiden Gleichungen zweier gegebener Oerter zweiter Classe (1) hervorgeht, 
zwischen zweien Quotienten irgend zweier CocHicienten- Paare irgend eine Bediugungs- 
Gleichung gegeben ist, so haben diese bjeiden Quotienten bestimmte, zusammengehörige 
Werthe. Die Anzahl dieser Werthe ist im Allgemeinen gleich dem Grade der Bedin- 
gungs- Gleichung y oder doppelt so gross. 

Diese Behauptungen ergeben sich nnmittelbar.^ So haben wir zum Beispiel : 

B+juB^ _ B;; D+AiD D' 

A+iSS' A"' A+M' " A' 

und wenn wir so diesen beiden Gleichungen noch irgend eine Bedingongs - Gleichung, 

B" D" 

von irgend einem n. Grade , in Beziehung auf — und -j;, , die wir allgemein durch 

/D' B'\ 

D" B" 

bezeichnen wollen, hinzufügen, so sind rp und -p? vollkommen bestimmt, nnd zwar 

erhalten wir fiir diese beiden Grossen im Allgemeinen n Paare von Werthen. Es 
sind diess die Coordinaten- Werthe der Durchschnittspuncte derjenigen geraden Linie^ 
welche der geometrische Ort fiir die Mittelpuncte aller derjenigen Oerter zweiter Classe 
ist, die mit den beiden gegebenen (1) dieselben gemeinschaftlichen , Tangenten haben. 



Vit 



n9 
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mit der darcL (9) (wenn wir y, und ^^ als veränderlich, als y nnd x, betrachten) dar- 
gcstelltea Carve n» Ordnung. Ganz analoge Fälle ergeben sich offenbar 

• .^=20. 
1.2.3 

Wir haben femer aacb: 

B+juB' B" F+/«F' _ F" 

A+fiA! "" S""* D+/.D' 



"> 



nnd wenn wir zwischen diesen beiden Gleichungen fi climiniren, so kommt: 

eine Gleichung, die nicht mehr, wie in den yorigen 20 Fällen > sich, in Beziehung auf 
die Quotienten -n nnd jTr,y auf den ersten Grad reducirt Wenn also zwischen densel- 
ben beiden Quotienten noch eine Bedingungs • Gleichung irgend eines n. Grades gegeben 
ist, so erhalten wir für diese Quotienten eine anfache Bestimmung. Es Ist gut, zu be- 
merken, dass in dem vorliegenden Falle eine Bedingungs -Gleichung des m. Grades, in 

Beziehunfi: auf t?, und des m'. Grades, in Beziehung auf 777:, bis zum (m+m'). Grade, in 

A x" "R" n" F" u 

Beziehung (etwa) auf ^„ , ^„ , q„ nnd ^, , ansteigt« 

Auf ähnliche Weise ergibt sich, dasSy wenn zwischen drei/ vier oder fünf Quo- 
tienten beliebiger Coeffienten- Paare der allgemeinen resultirenden Gleichung (2) eine ge- 
gebene Bedingnngs- Gleichung Statt findet, diese drei, vier oder fQnf Quotienten voll- 
kommenbestimmt sind. Die Zahl der möglichen verschiedenen Bestimmungen ist, wenn 
ein nnd derselbe CeefiBcient als Nenner in allen Quotienten vorkommt (ein Fall, auf den 
wir uns hier beschränken wollen) gleich dem Grade der gegebenen Bedingungs-Gleichung. 

Es ist zum Beispiel: 

^ _ 4 [(A"E"-B"D'^MAX"-B^^)(AT'^-D'^^)]5/W^^ 

tang^ - |-(^'^Q''_B"2j^2(A"E"-B"D'>^^iH-(A"F '^0"^)]^ ' 
eine Bcdinfirnngs- Gleich uns: des vierten Grades (etwa) zwischen den fünf Coefficicnlen 

W r*" fr r " F" 

A^' A^" TT" X" ^"^^ V* ^* ^* daher im Allgemeinen (490) vier verschiedene Hyper- 
beln, deren Asymptoten einen gegebenen Winkel 9 mit einander bilden nnd mit zwei 
gegebenen Gurven zweiter Classe dieselben vier (reellen oder imaginären) geuieinschaftli- 
chen Tangenten haben, das beisst, demselben Viereck eingeschrieben sind. Es gibt aber 
insbesondere nur zwei gleichseitige Hyperbeln, die vier gegebene gerade Linien berühren, 
weil die vorstehende Bedingungs - Gleichung für diesen Fall auf folgtode sich reducirt : 

(A'C'--B''>f-2(A''E''---B''D'>(>5d+(A''F'..-D''2) = 0. 
Diese Gleichung redndrt sich wiederum , wenn wir B" s D" » o setzen , anf folgende .* 

C'+2E''cos9+r = 0, 

F" F" 

auf eine Gleichnng des ersten -Grades in Beziehung auf die beiden Quotienten ^„ nnd js>; 

£s gibt also nur eine einzige gleichseitige Hyperbel, welche die vier Seiten eines 
Parallelogramms bertthrt» 

Um noch ein Beispiel zn haben. Wollen wir folgende Bedingungs - Gleichung nehmen : 

£"2 Q"^' D"a 
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welche, bei der Yoranssetzong rechtwmlcliclier Coordmaten-Axen, ansdrückt» dass der 
dnrch den Anfangspnnct der Coordinaten gehende Darchmesser der resnltirenden Cnrve 
mit der ersten Coordinaten • Aze einen Winkel bildet» der demjenigen gleich ist, wel« 
eben die darch den Anfangspnnct gehenden Tangenten der Cnnre mit einander bilden. 
Da diese Bedingnngs - Gleichang bis zum vierten Grade steigt, so gibt es im Allgemeinen 
vier Carven, welche > von einem gegebenen Pnncte ans, unter einem Winkel gesehen 
werden, der demjenigen gleich ist, welchen der darch den gegebenen Panct gehende 
Dmchmesser der Corve mit einer gegebenen geraden Linie bildet 

Auf ähnliche Weise ergibt sich (490), dass es im Allgemeinen sechs Carven zweiter 
Classe gibt, die von einem gegebenen Pnncte aas nnter einem solchen Winkel gesehen 
werden, der dem Asymptoten ^ Winkel der Carve oder dessen Nebenwinkel gleich ist. 

631. Wenn wir auf das zu Anfange der vorigen Nammer angeführte Beispiel noch- 

mals zarUckblicken, so finden wir, dass -irn and -n nnabhangig sind von den Coefficien- 

ten C, £, F und C, £', P der beiden Gleichangen (l). ^ Statt der dnrch diese beiden 
Gleichungen dargestellten Carven hätten wir also aach irgend zwei andere Carven neh- 
men können, in deren Gleichangen die entsprechenden sechs CoefEcienten beliebige an- 
dere Werthe haben« Indem wir diese Bemerknng aaf alle Fälle aasdehnen ^ erhalten wir 
folgenden Satz: 

fVenn zfpischen zipeif drei oder vier Quotienten beliebiger Coefficienten der resnl- 
tirenden Gleichung (2) eine gegebene Bedingujigs - Gleichung Statt findet ^ so bestimmen 
sich diese Quotienten auf dieselbe Weise, fpie mr aueh^ die Werthe derjenigen Coeffi- 
cienten der beiden Gleichungen (1), welche den in jenen Quotienten nicht i^orkommenden 
Coejjßcienteu der resultirenden Gleichung (2) entsprechen ^ anders bestimmen mögen. 

Einzelne Fälle diesea Satzes wollefi wir beispielsweise hervorheben und geometrisch 
denten. 

632« Die beiden Gleichangen (1) stellen, wenn wir in denselben nnr die sechs Coef* 
ficienteQ C, E, F nnd C, E', F' als gegeben betrachten, die übrigen sechs Coefficien- 
ten aber nnbestimmt lassen, .solche zwei beliebige Oerter zweiter Classe dar, die zwei 
Paare fester, dnrch den Anfangspnnct der Coordinaten gehender gerader Linien berüh- 
ren. Für solche Oerter zweiter C)a$se können wir insbesondere apch zwei beliebige Sy* 
steme von zw^i Panctcn nehmen , die anf vier festen, darch den Anfangspnnct gebenden, 
geraden Linien liegen« Di^ di^rcb die resQltiren4e Qleichang (3) darstellbaren Cprven 
sind also solchen beliebigen Vierecken eingeschrieben, deren Winkelonncte anf ]>n^n vier 
festen geraden Liniep sich be^ndefi. 

Die Gleichang 

^ E"«— C*P « o 

drücke ans, dass die bezügliche Cnrve dnrch den Anfangspnnct der Coordinaten geht, nnd 
zeigt zugleich, d^ss es, im Allgpa^eincn , zwei Cnrven zweiter Classe gibt» die vipr gege- 
bene gerade Linien berühren nnd überdiess dnrch eipen gegebenen Pqnct gehci|. Hier* 
nach ergibt sich folgender Satz: 

4lle Curven zweiter Clßs^e, melche durch einen gegebenen Pun^ gehen, und sol' 
0fhen beliebigen Vierecken eingeschrieben sind, deren i^ier Winkelpuncie auf vier g^e* 
(fcnen, durch dßn gfgebenen Punct gehei^den, geraden I4nim H^gfn, berühren in dfm 

gegebenen Pun^fe eine von ^i^eißsttn gfradet^ Zinicn^ 
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Bei der Yoraasseizang recbtwmkliger Coordinatcn-Azen erhält man ohne M^he: 

wdnn C derjenige Wmkel ist, unter welchem die bezügliche resoltirende Corve tom An« 
fangspancte der Coordinaten aos gesehen wird« Es gibt alsa im Allgemeinen zwei dem-* 
selben Yiereck eingeschriebene Carven, welche, von einem gegebenen Poncte aas, un- 
ter einem gegebenen Winkel gesehen werden. Es gibt nur eine solche Carve, wenn der 
gegebene Winkel ein rechter ist, denn^ wenn ^ » y^n^ gibt die letzte Gleichungt 
C-f-F t=3 0. Hiernach erhalten wir folgenden Satz: 

Alle Curi^en zppeiter Classe^ f^elche von einem gegebenen Bunde aus unter einem 
gegebenen Winkel {oder dessen Nebenmnkel) gesehen werden^ und solchen beliebigen 
Vierecken eingeschrieben sind^ deren vier Winkelpuncte auf vier gegebenen^ durch den 
gegebenen Punct gehenden ^ geraden Linien liegen^ berühren zwei feste ^ durch densel' 
ben Punct gehende ^ gerade Linien. 

Wenn der gegebene Winkel kein rechter ist> so erhalten wir für diese beiden fe« 
sten geraden Linien eine zwiefache Bcstimmong. 

633. Bei der Yoraassetznng rechtwinkliger Coordinaten ist der Aasdnick 

gleich dem doppelten Qoadrate der Hälfte einer der beiden gleichen zugeordneten Durch* 
messer der, durch die resultirende Gleichung dargestellten, Curve zweiter Classe (EUipse) 
(512). Wenn wirf daher den vorstehenden Ausdruck einer gegebenen Constanten K^ gleich 
setzen, so ist die Grosse der gleichen zugeordneten Durchmesser der durch die resulti* 
rende Gleichung dargestellten Curve gegeben, und zwar durch eine Gleichung des zweiten 

Grades zwischen den vier Coefficienten j-,, , ^^ , n# nnd —„ • Die Bestimmung dieser Quo- 

titoten ist von E und E' durchaus nnabhängig. Hiemach ergibt sich folgender Satz (534) : 

Wenn irgend zwei Rechtecke mit parallelen Seiten gegeben sind und man be- 
schreibt in jedes derselben irgend eine beliebige Curve zweiter Classe^ so sind diejeni- 
gen Ellipsen y welche mit solchen zwei Curven zweiter Classe dieselben gemeinschaftli- 
chen Tangenten haben und deren gleiche zugeordnete Durchmesser^ der Grösse nach^ 
gegeben sind, alle einem von zwei vollkommen bestimmten Rechtecken eingeschrieben, 
deren Seiten den Seiten der beiden gegebenen parallel und deren Diagonalen den, der 
Grösse nach , gegebenen gleichen zugeordneten Durchmessern gleich sind. 

Wenn wir K' = o setzen, so sind alle resultirende Curven gleichseitige Hyperbeln; 
in dem vorstehenden Satze ändert sich alsdann weiter nichts, als dass zwei Seiten der 
denselben umschriebenen Rechlecke imaginär werden. 

684« Wir haben (511), um noch ein letztes Beispiel zu betrachten: 

C" En 

"^ "* A" • A"»' 
wenn wir den Inhalt der resultirenden Curve Qn nennen, und annehmen, dass die bei- 
den gegebenen Curven die erste Coordinaten • Aze im Anfangspuncte heriihren, wonach 
F, E, P, E' » o und also auch F", E" » o. (Yergl. die 65a. Nummer). Betrachten 
wir jenen lohalt als gegeben, so ist die vorstehende Gleichnng eineBedingungs^Gleichoog 
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d«s dritten Grades zwiscben den beiden Quotienten -r» nnd ^„. Die Bestimmung dieser 

Quotienten ist von den Cocfftcienten B nnd B' in den beiden Gleicbnngen (l) unabhän- 
gig, Hieraacb ergibt sich auf dieselbe Weise, als bisher, folgender Satz: 

Wenn ztpei Curven zweiter Classe eine gegebene gerade Linie in einem gegebenen 
Puncte berühren f so gibt es ein, beiden Curven umschriebenes ^ Dreieck und in dieses 
Dreieck kann man im Allgemeinen drei Curven zweiter Classe von gegebenem Inhalte 
beschreiben^ welche die eine Seitß desselben ^ die gegebene gerade Linie ^ in dem gege- 
benen Puncte berühren. Wenn man^ statt jeder der beiden ersten Curven^ irgend eine 
andere nimmt ^ welche dieselbe im gegebenen Puncte ospulirty und mit ihr eine zweite 
gemeinschaftliche Tangente hat^ die der gegebenen parallel ist (581), so erhält man 
ein neues umschriebenes Dreieck und drei neue diesem Dreieck eingeschriebene Curven 
zweiter Classe von dem gegebenen Inhalte. Auf diesem Wege kommt man zu drei 
Gruppen sich osculir ender Curven , welchen Parallel- Trapezen eingeschrieben sind, de- 
ren beide parallele Seiten^ von welchen die eine überdiess in demselben Puncte berührt 
fvird^ in diesellten beiden geraden Linien fallen. 

635. An das Vorstehende schliessen ß^ch unmittelbar auch noch die nachstehenden 
Entwicklungen an* 

Wenn wir folgende lineare Bedingungs - Gleichung : 

C'z ^^2E'Y+F" =. o, ^ (i) 

in der z' irgend eine gegebene Grösse bedeutet > zu Grunde legen 9 so e[jbt es ausser der 

gegebenen Grosse z' noch eine zweite Grösse z", welche, wenn wir j^, und -t^;, als be- 

Icanot ansehen, fdr z^ substituirt, die letzte Gleichung befriedigt, und man erhält alsdann: 

E" F* 

7-T, ^ z -nz f j^„ B3 z z • 

Es ist durch die Gleichung (l) eine, durch den Anfangspunct gehende, eine fbnftej Tan- 
gente der resultirenden Cnnre gegeben und aus der linearen form der obigen Bcdin- 
gqngs - Gleichung folgt, dass es nur eine einzige solche resultirende Cnrve gibt Die 
zweite durch den Anfangspunct gehende Tangente, deren Richtung z entspricht, ist eine 
einzige und vollkommen bestimmte. 

Auf ähnliche Weise, wie bisher, ergibt sich, dass diese zweite durch den Anfangs- 
punct der Coordinaten gehende Tangente für alle resultirenden Curven dieselbe bleibt, 
wenn wir die beiden gegebenen Curven mit andern vertauschen , welche dieselben, durch 
den Anfangspunct gehenden, geraden {jinien berühren. £s folgt dieser Satz auch unmit- 
telbar ans dem Satze der 623. Nummer und, umgekehrt, dieser Salz ergibt sich sogleich 
aus jenem. 

Wenn wir insbesondere voraussetzen, dass die resultirende Gleichung ein System 

von zwei Puncten, (y', x') und (y", x"), darstelle, so erhält dieselbe folgende Form: 

wHKx'4-x")vwHrxVV^|-(y'+y')uw+(xy'+xY)uv+yy'u^ = 0, 
und man hat : 

w — n> Z — "7 

\ X 

Wenn wir femer annehmen, dass die erste gegebene Curve unveränderlich dieselbe bleibt, 

an die 3telle der zweiten aber wiederum gel^Srig bestimmte Puncten • Systeme treten ^ %o 

gelangen wir zu folgendem Satze ; 

25 * 
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di^' Wir erhalten , wenn wir die letzten drei Glcicbongcn addireni nacbdem wir saror flie 
erste mit w'» die xweite mit y' and die dritte mit n maltiplicirt haben» 

F. 19. 18. 639. Wenn wir wicdemm von der Gleichang (l) der 637, Nnmmer ausgehen , so 

stellt > bei der Yoraassetzang rechtwinkliger Coordinatcn^Azcn, nach der 483. Plummer 

folgende Gleichang: 

A(f +x^)-2Dy-2Bx+(F+C) = o, (t) 

djen geometrischen Ort derjenigen Poncte dar, von welchen aus die darch (1) dargestellte 

Gürve zweiter Classe unter rechten Winkeln gesehen wird« Dieser Ort ist derjenige 

Kreis» dessen Mittelpunct der Mittelpnnct der Carye ist und dessen Radius gleich ist der 

Quadrat - Wurzel aus der Qaadrat- Summe der beiden halben Azen der Curvei ^Iso für 

den Fall der £llipse, gleich derjenigen Chorde, welche die Endpnncte der beiden Azen 

derselben verbindet« Da in der Gleichung (^) die CocfBcienten der Gleichang (1) nu? 

^u£ lineare Weise vorkommen, und zwei Kreise sich im Allgemeinen in zwei Puncten 

schneiden, so ergibt sich folgender Satz: 

Alle Oerter zweiter Glosse ^ welche einer gegebenen (vierseitigen Figur eingeschris* 
ben sindy wer den ^ im Allgemeinen ^ von zwei festen Puncten aus 9 unter rechten Win^ 
kein gesehen. 

Wenn« wir die drei Puncten • Systeme , die zu diesen Oertem gehören» betrachten, 
so folgt: 

J)iejcnig€n drei Kreise , die man über den drei Diagonalen einer gegebenen poll' 
ständigen i^ierseitigen Figur y als Durchmessery beschreiben kann^ gehen durch dieseU 
ben beiden Puncie^ 

Hiemach können wir jene beiden festen Poncte, die wir Q und Q' nennen wollen, 
leicht cpnstruiren« Sie liegen zu beiden Seiten der geraden Linie (LN), welche die Mit« 
Celpancte aller eingeschriebenen Curven zweiter Classe enlhält, gjeicbweit von ihr entfernt 
qnd auf einer solchen geraden Linie, welche auf LN senkrecht steht. Wenn die Avt\ 
letztbezeichnefen Kreise sich picht i^. reellen Puncten schneiden, so haben sie wenigstens 
eine reelle gerade Linie zur (idealen) gemeinschaftliche^ Chorde. 

Die Constructton folgender Aofgabe: 

In eme gegebene vierseitige Figur eine C\irQe zweiter Classe zu beschreiben., die 
^on einem gegebenen Puncte, P, ßu^ unter einem rechten Winkel gesehen wirdj 
kommt, wenn wir zuerst den Mittelpunct der Curve bestimmen, darauf hinaus, den 
Mittelpnnct desjenigen Kreises zu finden, der durch den gegebenen Punct P und durch 
die beiden festen Puncte Q und Q' geh^ Wir können diesen Mittelpunct auch dann b^* 
stimmen, wenn die beiden Puncte Q und Q' imaginär werden (120). 

In eine gegebene vierseitige Figur eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben. 

Pa fcir den Fall einer gleichseitigen Hjrperbel der Kreis (2) auf emen Punct, den 
Mittelpunct derselben, sich reducirt, so erhalten wir die Mittelpuncte derjenigen beiden 
Hyperbeln, welche, im Allgemeinen, d^r Au%abe Genüge leisten, wenn wir die Chor- 
dal-Puncte (363, 124) derjenigen beiden Kreise suchen, welche Ober irgend zwei Diago? 
nalen der gegebenen vierseitigen Figur, als Durchmesser, beschrieben werden konneUt 
Wenn jene Hyperbeln reell sein sollen, so müssen die Durc|isbhnittspuncte dieser bei-^ 
den Kreise imaginär sein« 

640. Wenn wir, wie in der vorigen Nummer, Corven zweiter Qasse, die vier gege^ 
bene gerade Linien berühren, dadurch bestimmen, dass wir die Mittelpuncte depclben 
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consiroiren, so tritt ans die Frage entgegen > was flir eine Art von Carven zweiter Claise 
den gegebenen oder durch Constroction gcfandenen Mlttelpnncten entspricht Ich nehme 
um so lieber Erörterungen hierüber mit einiger Ausführlichkeit auf, als wir aach noch 
in dem folgenden Paragraphen öfter auf dieselben zarnckzukommen Veranlassung finden 
werden. 

In der 18. Figur seien die viel' starker gezogenen geraden Linien irgend vier gege- Fig, 18. 
benC) welche eine vollständige vierseitige Figur bilden , in der die Mitten der drei Dia«> 
gonalen M, M' nnd M" sind« Durch diese drei Mitten geht diejenige gerade Linie LN, 
welche der geometrische Ort für die ft'Cttelpnncte derjenigen Oerter zweiter Classe ist, 
welche von den vher gegebenen geraden Linien berührt werden. Da keine dieser Cnrvcn, 
so lange die gegebenen geraden Linien reell bleiben, imaginär werden kann, so ist jeder 
Punct der geraden Linie LN nothwendig . der Miltelpnnct eines reellen Ortes zweiter 
Classe (nicht der reelle Mittelpnnct einer imaginären Cnrve). Aber ist die Cnrve, die 
einem beliebig anf LN angenommenen Poncle entspricht i eine Ellipse oder Hyperbel, 
mid welche Lage hat dieselbe in Beziehung auf die vier gegebenen geraden Linien? 

Ans der 52U Nummer folgt zunächst, dass die Puncte M, M' nnd M" jedesmal Ue- 
bergänge von Ellipsen zu Hyperbeln anzeigen. 

IVIan überzeugt sich sogleich aus dem Anblick der 18. Figur » dass vom Pnncte M"t 
der Mitte der dritten Diagonalen, ans, nach N hin, die Mittelpuncte solcher Ellipsen 
liegen 9 welche die beiden Seiten FD nnd FE selbst, die beiden Selten AD nnd A£ aber 
in ihren Verlängerungen berühren, nnd dass diese Ellipsen sich einer, nach N hin sich 
ofFnenden^, Parabel immer mehr nähern, je weiter der Mittelpnnct sich von M" entfernt. 
Zwischen M'' und M' liegen die Mittelpuncte eingeschriebener Hyperbeln. Von M' bis M 
erstrecken sich die Mittelpuncte solcher Ellipsen, die dem Vierecke ABFC (im engern 
Sinne des Wortes) eingeschrieben sind. Von M nach L hin endlich liegen wiedemm 
die Mittelpuncte von eingeschriebenen Hyperbeln. 

Wir wollen ferner die Dnrchschnittspuncte von LN mit den vier gegebenen geraden 
Linien durch G, H, I nnd K beaäi^ichnen, and zunächst Pnncte von G aus nach L hin 
za Mittelpuncten nehmen. Man sieht leicht ein, dass alsdann ein und derselbe Zweig je- 
der der bezüglichen Hyperbeln von den vier gegebenen geraden Linien berührt wird, ond 
zwar von FD und FE selbst, von AD nnd AE in ihren Verlängerungen. Dieser Zweig 
nähert sich der von den vier gegebenen geraden Linien berührten Parabel immer mehr, 
während der Mittelpnnct, von G aus, immer weiter räckt, nnd also auch der andere 
Zweig, der innerhalb des Winkels RAG fallt, sich immer weiter entfernt Wenn wir 
den Miltelpnnct im Puncte G annehmen, so ist die eine gegebene gerade Linie AB 
Asymptote der bezüglichen Hyperbel. Wenn der Mittelpnnct von G ans nach H hin 
fortrückt, so berührt ein Zweig der bezüglichen Hyperbel die drei gegebenen geraden Li- 
nien FE, FT nnd ES, ähnlich wie ebenr nnd der andere Zweig die vierte gegebene ge« 
radc Linie AU anf derselben Seite, nach welcher hin der Punct H liegt Wenn wir den 
Mittelpnnct im PnnAe H annehmen, so ist AE Asymptote. Wenn der Mittelpnnct zwi« 
sehen H nnd M fallt, so fallen die beiden Zweige der bezüglichen Hyperbel in die bei' 
den Winkel RAU und DFE nnd berühren die Schenkel dieser Winkel. 

Wir sehen femer leicht ein, dass, wenn wir den Mittelpnnct zwischen M" nnd K 
annehmen, AD nnd FD den einen, AE nnd FE den andern Zweig der bezüglichen Hj* 
perbel berühren, nnd zwar ^o, dass jener Zweig innerhalb des Winkels ADT^ und 



200 Zur Theorie der 

dieser innerhalb ie& Winkels AEY Hegt Wenn wir den Ponct K zom Mittelpnnet 
nehmen, so wird DC Asjrmptotc. Wenn der Mittelpanct zwischen K and I angenom« 
men wird, so berührt ein Zweig der bezüglichen Hyperbel die drei Seiten F£, FT nnd 
ES 9 der andere berührt AD aaf derjenigen Seiten nach welcher hin der Pnnct R liegt. 
Wenn der Mittelpanct mit I zasammenfällt, so ist'BE Asymptote. Wenn endh*ch der 
Mittelpanct zwischen I and M' fallt » so berührt ein Zweig der bezüglichen Hjperbcl FT 
und ES and liegt innerhalb des Winkels TCS» der andere Zweig berührt AD and BF 
and liegt innerhalb des Winkels ABW. 

Wir erhalten also, indem wir zasammenfassen : 

1) ein nach einer Seite hin anbegränztes Segment, GL, für den Ort der Mittelpnnctc 
solcher Hyperbeln, deren ein and derselbe Zweig von den vier gegebenen geraden 
Linien berührt wird; 

_ * 

2) zwei Segmente, GH and IK, welche die Mittelpancte solcher Hyperbelp enthalten, 
deren ein Zweig eine bestimmte gegebene gerade Linie, nemlich diejenige, welche 
das eben genannte Segment GL begränzt, berührt, nnd deren anderer Zweig die 
drei übrigenf gegebenen geraden Linien berührt ; 

3) drei Segmente , HM , M'I and KM", welche . die Mittelpancte solcher Hyperbeln 
* enthalten, deren ein Zweig irgend zwei der vier gegebenen geraden Linien nnd deren 

anderer Zweig die beiden übrigen berührt $ (Die drei Segmente beziehen sich aaf die 
drei möglichen Gombinationen von vier geraden Linien za zwei and zwei.) 

4) ein Segment, MM', Ort der Mittelpancte derjenigen Ellipsen, welche dem von den 
gegebenen geraden Linien gebildeten Viereck, ohne eiaspringende Winkel, im jcn« 
gern Sinne des Wortes, eingeschrieben sind; 

5) endlich ein nach einer Seite hin nnbegränztes Segment, M"N, Ort (Ür die Mittel* 
pancte derjenigen Ellipsen, welche die Seiten jenes Vierecks in ihren Yerlängeran- 
gen berühren. 

Wir bemerken bellaafig, dass immer daroh ein Pancten- System hindarcb eine Ellipse 
ia eine solche Hyperbel übergeht, deren beide Zweige die vier gegebenen geraden Li- 
tuen, paarweise genommen, berühren* 

Die letzten Resultate erhalten nnr leichte Modificationen in dem Falle, dass eine 
Diagonale der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten vierseitigen Figur von 
einer zweiten Diagonalen halbirt wird. Diese zweite Diagonale halbirt alsdann aach die 
dritte Diagonale and ist der geometrische Ort fclr die Mittelpancte der eingeschriebenen 
Oerter zweiter Classe. Die onter 2) bezeichneten beiden Segmente verschwinden also, 
oder redaciren sich vielmehr aaf zwei Pancte. Jeder dieser beiden Papcte ist der Mittel« 
pnnct eiper solchen Carve zweiter Classp, welche die beiden in 'demselben sich schnei- 
denden gegebenen geraden Linien za Asymptoten hat nnd die beiden übrigen berührt 

Fig. 19f . ^^* Wenn zwei Seiten eines einer Carve isweiter Classe nmscfariebenen Vierecks In 
ein nnd dieselbe gerade Linie zasammenfallen , so erhalten wir, statt des Vierecks, jein 
omschriebenes Dreieck nnd aaf einer Seite desselben den Berührangspnnct Wenn ein 
solches Dreieck ADC npd aaf einer Seite desselben der Berührnngsponct F gegeben is^ 
. 80 erhält man den geometrischen Ort Dir die Mittelpancte aller eingeschriebenen Cprvim 
iweiter Classe, wenn man AF' sieht nnd die beiden Mitten von AF und CI)# die Pancte 
M and M', darch eine gerade Linie LN verbindet« Wenn man sich die 19. Fignr ans 
der 18. dadarch entstanden denkt, dass B£ am den Pnnct F so lange sich dreht» kis B 
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and D, C rnid E zosammenfallen , so sieht man^ wie alsdann die drei Se|;mente M'I, 
IK nnd KAI" verschwinden. Den äbrig bleibenden fünf Segmeuten entsprechen » wenn 
wir von L nach N vorwärts gehen» der Ordnung nach, die Mittelpnncte 1« von Hyper- 
beln» deren ein Zweig AD nnd AC» in ihren Yerlängemngen , und DC in F berührt; 
2«. von Hyperbeln, deren ein Zweig DC in F nnd CS und deren anderer Zweig AD be- 
rührt; 3. von Hyperbeln, deren ein Zweig die Schenket des Winkels RAG, nnd deren 
anderer Zweig DC in F berührt; 4. von Ellipsen, die dem Dreiecke eingeschrieben sind 
nnd 5. endlich von Ellipsen , welche DC in F und AD und AC in ihren Verlängerungen 
berühren. 

Wenn alle Cnrven zweiter Classe die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks ADC, 
nnd zwar die eine derselben , AC , in einem gegebenen Pnncte £ ihrer Yerlängcrang, be« 
rühren, so erhalten wir, ähnh'ch wie eben, den geometrischen Ort für die Miltelpuncte 
solcher Cnrven, indem wir durch die beiden Mitten von AC nnd DE, durch die Puncte 
M' und M", die gerade Linie LN legen. Wir können uns die bezügliche 20. Figur aus 
der 18. dadurch* ents tan deq denken, dass die gerade Lfinie EB ip der letztgenannten Figur 
sich so lange um den Punct E dreht, bis sie mit EA zusammenfällt. Alsdann vereinigen 
sich die vier Puncte H, M, M' und I in dem Puqcte M der 20. Figur. Wir erhalten 
also hier wiederum, indem wir vom Pnncte L zum Puncte N fortschreiten, fünf Seg- 
mente. Diesen entsprechen, der Ordnung nach^ die Idittelpuncte 1. von Hyperbeln, de- 
ren ein und derselbe Zweig die drei gegebenen Seiten des Dreiecks, nnd zwar CD selbst, 
die beiden übrigen aber in ihren Verlängerungen berührt, und deren anderer Zweig in* 
ncrhalb des Winkels RAG liegt; 2.^ von Hyperbeln, deren ein Zweig die Seite DA in 
ihrer Verlängerung, über A hinaus, berührt, und deren anderer Zweig innerhalb des 
Winkels DCE liegt und die Schenkel desselben berührt; 3. von Hyperbeln, deren ein 
Zweig die Seite AD selbst, und deren anderer Zweig die Seiten AC und DC in ihren 
Verlängerungen, über C hinaus, berührt; 4- von Hyperbeln, deren ein Zweig innerhalb 
des Winkels ADT liegt nnd die Schenkel desselben berührt , und deren anderer Zweig 
AE in E berührt und unterhalb dieser geraden Linie sich erstreckt; 5. von Ellipsen, wel- 
che die Seite DC selbst und die beiden Seiten AD und AC in ihren Verlängerungen be- 
rühren» 

Wenn wir zu Cnrven übergehen, welche sich in demselben Pnncte dreipunctig 
üsculiren, nnd überdiess eine gegebene gerade Linie berühren, so reduciren sich jene 
fünf Segmente auf dre,i. (Indem wir ^. B. in der 19. Figur AC und DC zusammenfallen 
lassen, verschwinden die beiden Segmente HM und MM'). Zweien dieser drei Segmente 
entsprechen immer Hyperbeln und einem Ellipsen« 

Wen/n endlich alle Cnrven sich in demselben Puncte vierpnnctig osculireq, 
so liegen auf der einen Seite dieses Punctes die Mittelpnncte der Ellipsen , auf der aar 
dem Seite die Mittelpnncte der Hyperbeln« Von den ursprünglichen acht Segmenten sind 
• Qur die beiden Shsserstcn geblieben. 

642. Die Resultate der 639. Nnmmer bestehen auch, nur mit Mpdificationen, die 
sich von selbst darbieten, wpnn die vier gegebeiien gers^en Linien alle oder zum Theil 
«psammenfaU^o* Wir wollen hier beispielsweise die Constrp^tioQ folgender ^^fg^lie 
geben ; 

iL • 86 
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Eine gleichseitige Hyperbel zu beschreiben ^ welche irgend eine gegebene Ellipse 
oder Hyperbel in einem gegebenen Puncte vierpunctig osculirL 

Die drei Kreise, welche, in dem Falle der 18. Figar, sich in Q and Q' schneiden, 
redaciren sich im vorliegenden Falle offenbar aaf den gegebenen Oscolationspanct Be- 
schreibt man daher aas dem Mittelpäncte der gegebenen Carve, als Mittelponcte, 
und mit einem Radius, dessen Quadrat der Summe der Quadrate der beiden halben 
Axen der Curve gleich ist, einen Kreis , so ist der Mittelpunct der verlangten Hyperbel 
der zugeordnete Pol des gegebenen Osculationspunctes, in Beziehung auf den eben be- 
stimmten Kreis. Die Aufgabe gestattet nur eine, immer reelle, Auflösung und auch in 
dem Falle, dass dieser Kreis imaginär wird, wenn nemlich die gegebene Cprve eine Hy« 
perbel und ihr Asymptoten -Winkel grösser als ^^n ist, bietet sich sogleich eine Con- 
struction jenes zugeordneten Poles dar (124, 130). Wenn die gegebene Curve selbst eine 
gleichseitige Hyperbel ist, so fallt mit derselben die gesuchte gleichseitige Hyperbel zu- 
sammen. — * 

643. Wenn f)inf gerade Linien gegeben sind, so bestimmen dieselben. fünf verschie- 
dene vierseitige Figuren, und da nur eine einzige Curve zweiter Classc von fünf gegebe- 
nen geraden Linien berührt wird, so erhält man unmittelbar fünf Puncten- Paare, die 
auf dem Umfange ein und desselben Kreises liegen, desjenigen Kteises nemlich, auf wel- 
chem sich irgend zwei, auf einander senkrechte, Tangenten jener Curve schneiden. 
Wenn die gegebenen geraden Linien theilweise zusammenfallen, so ergeben sich einfache 
Modificationen» Wir erhalten zum Beispiel folgenden Satz, wenn wir zugleich auf den 
letzten Satz der 292. Nummer Rücksicht nehmen. 

Wenn ein Dreieck ABC und drei gerade Linien AD^ BE und CF^ welche t^on 
den drei Winkelpuncten des Dreiecks nach den gegenüberliegenden Seiten gehen und in 
demselben Puncte sich schneiden y gegeben sind^ und man beschreibt Kreise über den 
Dreiecks - Seiten BC, AC und ABy und über den gegebenen geraden Linien^ so schnei- 
den sich diese Kreise , paarweise genommen ^ in dreimal zwei Puncten , die auf dem 
Umhange eines neuen Kreises liegen. Wenn man ferner über den Seiten^ FE, FD 
und DE, des dem gegebenen Dreieck eingeschriebenen Dreiecks DEF drei neue Kr^se 
beschreibt, so sind die Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks A, B und £ ChordaU 
puncte dieser drei Kreise und desjenigen Kreises y auf welchem jene dreimal zwei 
Durchschnittspuncte liegen, 

644. Für den Fall der Parabel reducirt sich die Gleichung (2) der ^39. Nummer auf: 

2Dy-(-2Bx « F+C, (3) 

und stellt die Directrix derselben dar (483). Also : 

Die Directricen aller Parabeln y welche drei gegebene gerade Linien berühren y ge- 
hen durch einen festen Punct. 

Alit den Parabeln, welche die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, gehö- 
ren auch drei Systeme von zwei Puncten, von welchen einer ein Winkelpunct des gege- 
benen Dreiecks ist, nnd der andere, nach der Richtung der gegenüberstehenden Seite 
hin, nnendlich weit liegt, zusammen. Die Directrix eines solchen Puncten -Systems ist 
das vom Winkelpuncte des Dreiecks auf die gegenüberliegende Seite gefällte Perpendikel. 
Es folgt diess aus Gränz -Betrachtungen in der Constmction , oder auch ans der Glei- 
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chting (^)» w6nn man dileselbe flETr ein solcbci Pancten - System , bezogen anf ein schick^ 
liebes Coordlnaten - System , umformt Also: 

Die drei von den Winkelpuncten eines gegebenen Dreiecks auf die gegenüberliegen^ 
den Seiten desselben gejällten Perpendikel schneiden sich in ein und demselben Puncte* 
Durch diesen Punct gehen die Directricen aller Parabeln ^ welche die drei Seiten des 
gegebenen Dreiecks berühren. 

Da vier gegebene gerade Linien vier verscbiedene Dreiecke bestimmen, und nar eine 
einzige Parabel berübren i so ergibt sieb folgender Satz : 

Die vier Kreuzungspuncte der Qon den Winkelpuncten auf die gegenüberliegenden 
Seiten gefällten Perpen^kel in solchen vier Dreiecken , welche von vier gegebenen gera- 
den Linien gebildet werden ^ liegen in gerader Linie. Diese gerade Linie ist die Di- 
rectrix derjenigen Parabel ^ welche die vier gegebenen geraden Linien berührt. 

Hiernacb können wir Icicbt die Directrix einer Parabel constrairen, wenn vier Tan- Fig. 18 
genten derselben gegeben sind* Wir erbaltcn dieselbe aber ancb nocb anf einem andern 
Wege. Denn wenn wir ans anf die 18. Figar bezieben , in welcber AD^ A£» DC ond 
BE die vier gegebenen geraden Linien sind, so ist QQ' die in Rede stebende Directrix. 

Wenn die Directrix bekannt ist, so erbalten wir unmittelbar nocb vier neue Tangen- 
ten, welcbe anf den gegebenen in ibren Durcbschnitten mit der Directrix senkrecbt ste- 
ben. Wir erbalten femer ancb vier gerade Linien, welcbe alle dnrcb den Brennpnnct 
geben. Zwei derselben sind in der 18. Figur Zf und Wf, welcbe 'dadurch bestimmt sind, 
dass die Winkel 

Q'ZC = fZC, QWB « fWB. 

Eine Parabel zu beschreiben ^ die eine gegebene Curve zweiter Classe in einem ge- 
gebenen Puncte vierpunctig osculirt. 

Man erbätt die Directrix der verlangten Parabel, wenn man einen Kreis bescbreibt, 
dessen Mittelpunct der Mittelpnnc^ der gegebenen Curve ist, und dessen Radius einer 
solcben Cborde dieser Curve gleich ist, welcbe einen Scheitel ihrer grossen Axe mit ei- 
nem Scheitel ihrer kleinen Axe verbindet, und dann die Chordale dieses Kreises und des 
gegebenen Oscnlationspnnctes sucht (102). Wenn man die beiden halben Axen der ge^ 
gebenen Curve A und B, und denjenigen halben Durchmesser derselben ^ der durch den 
Oscnlationspunct geht, C nennt, so erhält man fclr den Abstand der Directrix von dem 
Mittelpuncte der gegebenen Curve sogleich folgenden Ausdruck: 

' äC" 
Es reducirt sich dieser Ausdruck fiir den Fall der gleichseitigen Hyperbel auf V2C. Die 
Directrix derjenigen Parabel also , welche eine gegebene gleichseitige Hyperbel in einem 
gegebenen Puncte vierpunctig osculirt, halbirt den durch diesen Punct gehenden Halb^ 
dnrchmesser und steht anf demselben senkrecbt Diernach ergibt sich auch die Constrnc- 
tion folgender Aufgabe: 

Eine gl^hseitige Hyperbel zu beschreiben^ die eine gegebene Parabel in einem ge- 
gebenen Puncte vierpunctig osculirt. 

Wenn wir den Mittelpunct der Hyperbel direct suchen, so ergibt sich ebenfalls so- 
gleich, ^ss er eben so weit von der Directrix der gegebenen Parabel entfernt ist, aU 
d^r gegebene Oscnlationspunct, und dass die gerade Linie, welcbe diese beiden Puncte 
verbindet, auf der Directrix senkrecht steht« Denn diese Pirectrix is( die Ct^ordal« 

2ö* 
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9oIclier Kreise, deren beide Chordalponcte jene beiden Poncte iind. Zagleicb ergibt sieb 
folgender Salz: 

Die Mittelpuncte aller gleichseitigen Hyperbeln^ (velche eine gegebene Parabel be- 
rühren ^ liegen auf einer zweiten Parabel ^ die mit der gegebenen denselben Parameter 
und dieselbe Directrix hat^ sich aber nach entgegengesetzter Seite hin öffnet 

645. Nach der tSu Nammer stellt die Gleicbong: 

By+Dx-E =a o, . (♦^ , . 

wenn wir wiedemm annehmen , dass die bezügliche Carve eine Parabel ist, diejenige ge- 
rade Linie dar, welche die Berühmngspancte auf den beiden, den Coordinaten* Azen 
parallelen , Tangenten verbindet Diese gerade Linie geht, bei der Voraussetzung recht- 
winkliger Coordinaten, durch den Brennpunct der Parabel, nnd ist also durch diesen 
Brennpnnct und den Berübrungspunct auf der, einer Axe, etwa der ersten, parallelen 
Tangente vollkommen bestimmt Folgende Gleichung: 

2(Dy^Bx)+C-F = o, ' (6) 

stellt unter denselben Voraussetzungen eine andere gerade Linie dar, welche auf der 
bestimmten im Brennpnncte senkrecht steht (482). Da, die Richtung der ersten Axc jede 
beliebige sein kann und in den vorstehenden beiden Gleichungen (4) und (5) die Coeifi* 
cienten aus der Gleichung der bezüglichen Parabel nur auf lineare Weise vorkommen, 
so gelangen wir zu folgenden Sätzen : 

Wenn man an solche Parabeln ^ welche die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks 
berühren f Tangenten legt, die einer gegebenen geraden Linie parallel sind, so gehen 
diejenigen geraden Linien, welche in den (verschiedenen Parabeln den Berührungspunct 
auf der, jener gegebenen geraden Linie parallelen , Tangente mit dem Brennpnncte 
verbinden , durch ein und denselben Punct. Ferner gehen auch diejenigen geraden Id- 
nien, welche auf den eben bezeichneten in den bezüglichen Brennpuncten senkrecht ste- 
hen ^ durch ein und denselben Punct. 

Um die beiden festen Puncte, in welchen sich die geraden Linien (4) und (5) schnei- 
den, nnd die wir Q und Q' nennen wollen, zu construiren, wollen wir das System eines 
Winkelpunctes des gegebenen Dreiecks und eines nach der Richtung der gegenüberliegen- 
den Seite hin unendlich weit liegenden Punctes durch die Gleichung: 

w(Bv-|-Dn) = o, 
darstellen und dieses Puncten • System , als mit jenen Parabeln zusammengehörend, be- 
trachten« Der Gleichung (4) entspricht alsdann folgende: 

By+Dx = Oj 
woraus man sieht , dass die bezügliche gerade Linie durch jenen Winkelpunct des gege- 
benen Dreiecks geht und mit der ersten Coordinaten -Axe dieselben Winkel, als die ge- 
genüberliegende Seite des Dreiecks, bildet, ohne derselben parallel za sein. Die bezüg- 
liche gerade Linie (5): 

Dy — ^Bx ==0, 

steht auf der eben bestimmten geraden Linie senkrecht im Anfangspuncte der Coordina- 
ten. Also : 

Wenn irgend ein Dreieck gegeben ist, und überdiess eine gerade Linie {der Aich- 
tung nach) und man legt durch Jeden Winkelpunct des Dreiecks eirie solche gerade Li* 
nie, die von der gegebenen unter denselben Winkeln geschnitten wird, ais die dem 
Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks gegenüberliegende Seite, so erhält man drei 
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gerade Linien^ welche durch ein und denselben Punct R gehen. Man erhält' noch drei 
andere ^ durch denselben Punct R gehende gerade Idnien^ wenn man auf den drei 
eben bezeichneten in den drei Winkelpuncten des gegebenen Dreiecks drei Perpendikel 
errichtet. 

Wenn die gegebene gerade Linie senkrecht auf derjenigen stebt, welche den Schei- 
tel-Winkel eines gegebehen, einer Parabel umschriebenen; Dreiecks faalbirt» so ist of* 
fenbar dcr'Scheitelpnnct dieses Winkels derPnnct R. Wenn also das gegebene Dreieck 
ein gleichschenkliges ist, so ist jene gerade Linie der Basis desselben parallel. Der Be-' 
rtihrangspnnct auf der Basis i der gegenttberliegende Winkelpnnct und der Brcnnpnnnt 
der Parabel liegen also in gerader Linie. Betrachten wir» statt des gleichschenkligen 
Dreiecks, ein gleichseitiges / so erhalten wir insbesondere den nachstehenden bekannten 

Satz : 

Wenn irgend eine Parabel die drei Seiten eines gleichseitigen Dreiecks berührt^ 
so schneiden sich diejenigen drei geraden Linien^ welche die Winkelpuncte des Dreiecks 
mit den Berührungspuncten auf den gegenüberliegenden Seiten desselben verbinden^ in 
dem Brennpuncte der Parabel. 

Wenn wir die Richtung der gegebenen geraden Jjinie nm einen rechten Winkel ver- 
ändern, so vcrtaoschen sich offenbar die beiden Pancte R nnd R' unter einander* Der 
geometrische Ort für die Pnncte R nnd R', wenn wir der gegebenen geraden Linie nach 
einander alle möglichen Richtungen geben, ist also ein und derselbe, er enthält die drei 
Winkelpuncte des umschriebenen Dreiecks nnd ist k^in anderer als der diesem Drei- 
ecke umschriebene Kreis.. Wenn man nemlich von irgend einem Pnncte S des in 
Rede stehenden Ortes drei gerade Linien nach den drei Winkelpuncten des Dreiecks 
zieht, so resultirt ein Tiereck mit seinen beiden Diagonalen, und 'wenn man die Winkel, 
welche die gegenüberliegenden Seiten des Yierecks, gehörig verlängert, und die beiden 
Diagonalen desselben mit einander bilden, durch gerade Linien halbirt, so erhält man 
sechs solcher Linien, von denen drei auf den drei übrigen senkrecht stehen und unter 
einander parallel sind. Dorch diese zwei mal drei Parallcllinicn sind solche Richtungen 
bestimmt , zu welchen der Punct S als Punct R und R' gehört. Die eben erwähnte Ei- 
genschaft des Punctes S kommt demselben aber nur dann zu, wenn derselbe, mit den 
drei Winkelpuncten des Dreiecks, auf dem Umfange ein und desselben Kreises liegt: 
eine Folgerung, welche sich unmittelbar aus der 293«, Nummet ergibt 

Der geometrische Ort für die Pnncte R und R' ist zugleich also *auch der geometri- 
sche Ort für die Brennpuncte aller eingeschriebenen Parabeln (620). Wenn der 
Brennpunct einer Parabel und zwei Tangenten derselben gegeben sind, so kann man hier- 
nach leicht beliebig viele Tangenten derselben bestimmen. Man begegnet hierbei folgen- 
dem Satze: ' . 

Wenn zwei gerade Linien und ein Punct gegeben sind^ und man beschreibt belie- 
bige Kreise^ welche durch diesen Punct und durch den Durchschnitt jener beiden ge- 
raden Linien gehen ^ und dieselben äberdiess also noch in irgend zwei Puncten schnei- 
den ^ so umhüllen diejenigen geraden Linien ^ die durch diese jedesmaligen beiden 
Durchschnitte gehen 9 ein und dieselbe Parabel ^ welche die beiden gegebenen garaden 
Linien berührt und den gegebenen Punct zum Brennpuncte hat. 

Wir würden nns zu weil von nnserm eigentlichen Gegenstande entfernen, wenn wir 
die vorstehenden £rörtemngen hier nicht abbrächen. — 
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§.10. 

Construction verschiedener Aufgaben^. 

646. In ein gegebenes Parallelogramm eine Ellipse zu beschreiben , welche mit ei- 
nem gegebenen Kreise gleichen Inhalt hat. 

Nach der 534. Nammer können wir, indem wir die Coordinalen-Axen den Seiten des 
gegebenen Parallelogramms parallel nehmen , alle diesem Parallelogramme eingeschrie- 
bene Corven zweiler Classe darch folgende Gleichung darstellen: 

Aw^+2Bvw+Cv^+2Daw+2Eav+Fa^ = 0, (i) . 

wenn wir in dieser Gleichung den Coefficienten E unbestimmt lassen. Wir können fer- 
ner A «= 1 and, indem wir den Mittelpnnct des gegebenen Parallelogramms zum An- 
fangspuncte der Coordinaten nehmen, B = D s o setzen. Alsdann ist C gleich dem, 
mit negativem Zeichen genommenen, Quadrate der Hälfte einer derjenigen beiden Seiten 
des Parallelogrammes , welche der ersten Coordinaten -Axe parallel sind und F gleich 
dem, mit negativem Zeichen genommenen^ Qaadrate der Hälfte eiaer der beiden übri- 
gen Seiten. 

Die Grösse der, der ersten und zweiten (Koordinaten • Aze parallelen, Seiten des ge- 
gebenen Parallel ogrammes wollen wir s und t, die Winkel desselben 9 nnd {n-^d) und 
endlich den Radius desjenigen Kreises, mit welchem die demselben eingeschriebene Carve 
(1) gleichen Inhalt haben soll, r nennen. Alsdann ergibt sich nach der Sil. Mammer: 

. , r* = (CF-E>V^, (,) 

mithm : 

pj _ pp r;i_ ^ sn«5m^^-r» A^-r» <A>f-r^)(A-^r^) 

~ siri^d sin^^ " sin^» ** si^F' ' 

wenn wir den Inhalt des gegebenen Parallelogrammes , der Kürze halber, 4A nennen. 
Wir erhalten also für E zwei gleiche nnd entgegengesetzte Werthe. Diesen beiden Wer- 
then von £ entsprechen zwei verschiedene Ellipsen; in jeder derselben können wir so- 
gleich zwei Paar zugeordneter Durchmesser bestimmen, and wenn diese bekannt sind> 
die beiden Axen derselben. Derjenige Durchmesser nemlich, dessen zugeordneter in die 
zweite Coordinaten - Axe fallt, schneidet in denjenigen Pnnct der auf der positiven Seite 
der X liegenden , jener Axe parallelen , Seite des gegebenen Parallelogramms ein , dessen 

Ordinate gleich ist : 

E E 

Derjenige Durchmesser femer, dessen zugeordneter in die erste Coordinaten • Axe 
fallt, schneidet die nach der positiven Seite der y liegende Seite des gegebenen Paralle- 
logramms in demjenigen Pancte, dessen Abscisse gleich ist: 

E E 

Aos der 498. Nammer endlich und aas der Note zur 6S5* Nammer folgti «dass ir- 
«gend drei Paare zugeordneter Durchmesser einer Curve zweiter Classe, eine - Involntipa 
nvon sechs geraden Linien bilden.^ Die Bestimmung der Richtnng der beiden Axen der 
Corve , wenn zwei Paare zugeordneter Darchmesser derselben der Richtong nach gegeben 
sind, kommt also darauf hinaas, wenn vier durch denselben Ponct gehende gerade Li- 
meh gegeben sind, zwei andere solche gerade Linien zu finden, die aof einander senk- 
recht stehen und mit jenen eine Involution bilden« (Vergl. die oben angezonene Note lY). 



Oerter zweiter Classe. ' 207 

Aus dem Vorstehenden ziehen wir zogicich die Folgerang , dass in den beiden, den 
Bedingungen der Aufgabe entsprechenden Ellipsisn diejenigen beiden Darchmesser, deren 
fcugeordnete einer Seite des gegebenen Parallelogramms parallel sind, diese Seite (wie 
)ede der übrigen Seiten des Parallelogramms) in solchen zwei Pancten schneiden , die 
gleich weit von den auf dieser Seite liegenden Winkelpuncten abstehen. 

Die letzte Angabe hat nur dann reelle Auflösungen 9 wenn 

-r^ < A, 
das faeisst, wenn der Inhalt eines dem gegebenen Kreise umschriebenen Quadrates klei- 
ner ist 9 als der Inhalt des gegebenen Parallelogramms. 

In ein gegebenes Parallelogramm diejenige HlUpse zu beschreiben, welche den 
grösstmögllchsten Inhalt hat 

Dem grössten Werthe von r^, der sich ergibt, wenn wir nach einander für E in (2) 
verschiedene Werthe substituiren, entspricht: 

E = o. 
Zwei zugeordnete Durchmesser der verlangten Ellipse sind den Seiten des gegebenen 
Parallelogramms parallel. Der Inhalt jener grössten Ellipse verhält sich zum Inhalte 
dieses Parallelogramms wie tc : 4. 

647, In ein gegebenes Parallel-Trapez eine Ellipse zu beschreiben^ deren Inhalt 
dem Inhalte eines gegebenen Kreises gleich ist. 

Wenn wir denjenigen Punct, in welchen sich die beiden nicht parallelen Seiten des 
gegebenen Parallel -Trapezes schneiden, zum Anfangspuncte der Coordinaten, und die 
erste Axe parallel mit den beiden übrigen Seiten nehmen, so können wir alle dem Pa- 
rallel - Trapese eingeschriebene Curven zweiter Classe durch folgende Gleichung dar- 
stellen : 

Aw'-l-2Bvw+Cv^2Duw+2Env-J-Fu^ « o, 
indem wir in dieser Gleichung alle Coeßicienten , B ausgenommen, als ein für alle Mal 
gegeben betrachten (534). Wenn der Inhalt einer solchen Cnrvc gleich ist dem Inhalte 
eines Kreise^, dessen Radius gegeben und gleich r ist, so kommt, indem wir, der Kürze 
halber, A == 1 setzen (5t 1): 

r* = [— FB^-+-2EDB+(CF— E^— CD2)]5i/i'^. 

Diese Gleichung ist, in Beziehung anf B, vom zweiten Grade; es gibt also, im All« 
gemeinen, zwei Ellipsen von gegebenem Inhalte, welche die Seiten des gegebenen Pa- 
rallel - Trapezes berühren. Die Bestimmung der beiden Werthe von B können wir noch 
dadurch erleichtern, dass wir E gleich Null setzen, das heisst, die zweite Coordinaten- 
Axe, über deren Richtung durchaus keine Yoranssctzung Statt findet, so legen, dass sie 
zur ersten Axe und den beiden nicht parallelen Seilen des gegebenen Parallel - Trapezes, 
als vierte Harmonieale, gehört, und also die beiden unter sich und mit der ersten Axe 
parallelen Seiten halbirt. Alsdann geht die letzte Gleichung in folgende über: 

r* = — [FB^~C(F— D2)]5W^^, 
und wird also, in Beziehung auf B, eine rein quadratische. Indem wir uns auf die ^1. 
Figur beziehen, und OY" =a y", OY' = y', RS = 2m, PQ == 2n setzen, erhalten wir: 

D = '/.[y'+y"], F ^ yy", 

und mitbm 
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Hiernach ergeben sich leicht die beiden Werthc von B, und somit die Mittelpancte der 
verlangten Ellipsen. Sollen diese Elllipscn reell sein, so moss, wenn, wie in der 21. 
Figar, y' and y' im Zeichen Übereinstimmen , folgende Bedingong Statt findend 

r* < y^yy'(n— m)V/i2^. 
Der Inhalt der grösslmoglichstcn Ellipse ist hiemacli gleich : 

%nVjY.{xi^xa)sin9 « V^nVmn.{y^J")sin9, (7) 

und dieser grössten Ellipse entspricht; 

B SS 0« 

« 

Aaf diese Weise gelangen wir zxx den nachstehenden Sätzen : 

Der Mittelpunct derjenigen Ellipse^ welche einem gegebenen Parallel -Trapez ein- 
geschrieben ist und den grösstmöglichsten Inhalt hat, ist der Durchschnittspunct derje^ 
nigen beiden geraden Linien ^ welche die Mitten der beiden Paare gegenüberliegender 
Seiten verbinden. 

Solche eingeschriebene Ellipsen ^ deren Mittelpuncte gleich weit von dem Mittel" 
puncte dieser grössten Ellipse entfernt liegen ^ haben gleichen Inhalt* 

Aas dem letzten der beiden vorstehenden Sätze folgt 1 da für die beiden Diagona- 
len» als Ocrter zweiter Classe betrachtet, der Aosdrack, den wir gleich r^ gesetzt haben, 
verschwindet 9 dass wir den Mittelpunct der eingeschriebenen Ellipse von grösstmöglich- 
stem Inhalte auch dadurch erhalten 1 dass wir die Mitten der beiden Diagonalen durch 
eine gerade Linie verbinden und diese gerade Linie halbiren. Für die INüttcn dieser Dia- 
gonalen erhalten wir B(= j) s« ±Va(n— m), indem wir in (6) r « o setzen. Ueberschrei- 
tet der Werth von B diese Gränzen, &o wird r^ imaginär > und wir erhalten keine El- 
lipsen mehr, son^pm Hyperbeln. In diesen Hyperbeln ist alsdann r^V^— l gleich dem 
Inhalte irgend eines beliebigen Dreiecks, das durch eine beliebige Tangente von dem 
Asymptoten- Winkel abgeschnitten wird (532). 

Fig. 22. Wann y' und y" nicht dasselbe Zeichen haben ^ so kann das gegebene Parallel- 
Trapez kein gewöhnliches sein, sondern die beiden nicht parallelen Seiten müssen sich, 
wie in der 22. Figur, nothwepdig schneiden. Alsdann wird, für B ^ o, der Inhalt der 
bezüglichen Cnrve zweiter Classe imaginär, diese Curve ist eine Hyperbel und zwar die- 
jenige, in welcher ein, durch eine beliebige Tangente von dem Asymptoten- Winkel 
abgeschnittenes Dreieck den grösstmöglichsten Inhalt hat Der Inhalt dieses Dreiecks 
nimmt ab, bis er für B s ±(n^m) verschwindet. Wenn B diese Gränzen überschrei- 
tet, so sind die entsprechenden Curven Ellipsen, deren Inhalt von.NoU bis* ins Unend- 
liche wachsen kann* 

Flg. 21. * Ö^^ Inhalt des gegebenen Parallel - Trapezes (Fig. 2l) ist gleich (y'— y")(n-l-m)5i/t*, 

and mithin verhält sich derselbe zam Inhalte der grössten eingescj^riebenen Ellipse 

(6) wie * 

2(n-f-m): nVmxL, - 

6/|8. Eine Ellipse zu beschreiben, die irgend vier gßgebene gerade Linien berührt^ 
und mit einem gegebenen Kreise gleichen Inhalt bat. 

Wenn wir den Durchschnittspunct von irgend zwei d^r vier gegebenen geraden Ur 
nien zam Anfangspuncte der . Coordinaten nehmen, die erste Coordinaten*Aze zugleich 
dorcl^ den ^urchschnittspunci^ der beiden übrigen gegebenen geraden Linien , dessen 
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Abstand von dem ersten Darchschnittspancte wir 2a nennen wollen , legen , nnd die Fig. 23. 
Bichtang der zweiten Coordinaten-Axe so bestimmen, dass dieselbe mit derjenigen gera« 
den Linie, welche der geometrische Ort für die Mittelpancte aller, die vier gegebenen 
geraden Linien berührenden, Oerter zweiter Cl^sse ist» so können wir alle diese Cnrven 
durch folgende Gleichung: 

AwM-2Bvw+Cv^+2Daw+2Eav+Fu2 = 0, ' (i) 

darstellen, wenn die beiden, übrigens beliebig anzunehmenden, CoefBcienten^ A undlB, 
folgender Bedingpngs- Gleichung Genüge leisten: 

B == aA, ^ (a) 

nnd die übrigen Coefficienten , oder yielmehr die Quotienten je zweier derselben, ein für 
alle Mal gegeben sind (538). We^i^ wir den Radius des gegebenen Kreises wiederum 
durch r bezeichnen und der Inhalt des Kreises dem Inhalte der Cnrye (t) gleich sein soll, 
so erhalten wir (Sil) ; . 

(CD^+AE^-2EBD-ACF+FB^)5/V^ _ ^ 

oder« indem wir für B seinen W^rth substituircn : 

(CD^-^A(E^— 2DEa— CF>4-A^Fa^)5iV^ 

j^i — — r*. (3) 

Da-7- die Ordinate des Mittelpnnctes der bezüglichen Cnrv^ ist, so bedeutet, wenn 

wir, was erlaubt ist, D = 1 setzen, A der reciproke Werth dieser Ordinate, die wir 
j nennen wollen« Hiernach verwandelt sich die letzte Gleiphung in folgende; 

CyM.(te^-.2Ea-CF)y^+FaV+j^^ = o, (4) 

Wenn wir in dieser Gleichung r == setzen, so kommt; 

Cy'+(E^-^2Ea^CF)y^+Fa2y = o; 
eine Gleichung, deren drei Wurzeln die Ordinatcn - Werihe der Mitten (M, M' und M") 
der drei Diagoqalen der, von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, vollständi- 
gen vierseitigen Figur geben. Bezeichnen wir diese drei Wurzeln, von welchen die eine, 
als Folge unserer besondern Coordinaten-^ Bestimmung, gleich Null ist, durch ?;, ^' ^]i^d 
tj\ so l^jSnnen wir der Gleichung (4) foIge^de Form geben : 

:C(y->7)(y-V)(y-'?")+/,$-^ = o. (5) 

Diese letzte Gleichung bleibt identisch dieselbe, wenn wir die Ordinaten y» 17» V ^^^ 
7j" auf der, die Mittelpuncte aller eingeschriebenen Curvcn zweiter Classe enthaltenden, 
geraden Linie, von irgend einem andern Puncte als ihrem Durchschnitte mit der ersten 
Coordinaten-Axe, etwa vom Puncte N an, rechnen. In dieser Gleichung, darcb deren 
Wurzeln die Mittelpuncte derjenigen Ellipsen, welche den Bedingungen der Aufgabe Ge-r 
nüge leisten, gegeben sind, können wir die Werthc für jy, tj' und ^" unmittelbar aus 
der Construction nehmen und es bleibt nur noch C zu bestimmen übrig, während in der 
Gleichung (4) auch noch E und F zu bestimmen übrig bleiben. Zu diesen Bestimmun- 
gen kommen wir ohne Mühe. Denn nach der 538. Nummer geben folgende beide GleU 

chungent 

Cv^TH2Ev-t-F = 0, 

Cv^-7l-2(E-.2Da)vTf-F « o, 

^ Richtungen der, durch dep Anfungspunct und den Punpt W gcjiepdßn, pcg(:bcne;n 



IL 



27 



210 Zur Theorie der 

geraden Linien. Bezeichnen wir diese Richtnngen durch v' ond v\ V" nnd y"", so ist: 

V+v' E v"+v ' E-2Da 
2~"C' 2~"— C~^ 

folglich : 

^^ t t n itt f tut f\ 

— 2 ' a ^^C 

oder wenn vir ans ataf die Fignr beziehen : 

M"I+M'H+M"K+M"G ^ D 

ond endlich: 

MV ^ * P 
a* a* ^ C 
indem wir den Schwerpnnct gleicher Gewichte , die wir in den Dorchschnittspiincten der 
geraden Linie LN mit den vier gegebenen geraden Linien nns angebracht denken , ^ 
nenoen und Wfi s S setzen. Es ist femer: 

woraus wir beiläafig sehen» dass 

MXM'H « M"K.M''G = #, 

ond endlich : 

C ^ 2 2a "" 2a* 

Wenn wir also , wie in den Gleichangen (4) nnd (5) , O gleich Eins setzen , so kommt ^ 

C-i'. 2E»^, F = i. 



Die letzte der eben genannten beiden Gleichungen rerwandelt sich| indem wir für C den 
Torstehenden Werth substitniren, in folgende: 

• ^ aV/i^^(y-^)(y-^')(y^V>f.r** =. o. , (0 ^ 

Es zeigt diese Gleichung, dass es, im Allgemeinen , drei verschiedene Ellipsen gibt, 
welche den Bedingungen der obigen Au%abe Genüge leisten. Maii sieht sogleich ä priori^ 
dass in dem Falle , dass diese Ellipsen alle drei reell sind, die Mittclpunctc zweier der« 
selben zwischen M' nnd M liegen, und dass der Mittelpunct der dritten von M" ans nach 
N hin liegt« Es folgt diess auch aus der letzten Gleichung, welche, wenn wir V' =^ o 
setzen, in folgende tibergeht: 

Da alsdann nemlich in der Construction der 23. Figur tj^ ti nnd i positiv sind, sa 
ändern sich in dieser Gleichung von einem Gliede zum folgenden zweimal die Zeichen. 
Nach einem bekannten Satze sind also, wenn alle Wurzeln reell sind, zwei derselben 
positiv, und da der Ausdruck: 

BOthwendig negativ ist, so folgt, dass die positiven Werthe von y beide zwischen ij und 
if fallen müssen. Da den beiden Pnncten M' nnd M Ellipsen entsprechen , deren Inhalt 
gleich Null ist, so liegt zwischen M' und M der INIittclpunct einer Ellipse, deren Inhalt 
ein maximum ist Wenn r^ grösser als dieses maximum ist, so werden die beiden po- 
sitiven W^urzeln der letzten Gleichung imaginär und von den verlangtea Ellipsen ist nur 
eine einzige reell, nemlich diejenige, deren Mittelpunct von M' aus nach N hin liegt 
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■ 

Wenn wjür, statt einer Ellipse von gegebenem Inhalte^ eine Hyperbel verlangen , in 
w.elcbcr von dem Asymptoten - Winkel dnrcb irgen.d eine beliebige Tangente ein Dreieck 
von gegebenem Inhalte» A» abgeschnitten wird, so brauchen wir znr Bestimmung des 
Mittelponctes einer solchen Hyperbel in den Gleichungen der vorliegenden Nummer bloss 
(— r^} mit A^ zu vertauschen. Es gibt also auch^ im Allgemeinen , drei solcher Hyper* 
beln. Die Mittclpuncte zweier derselben liegen zwischen M" uid M', der Mittelpunct der 
dritten fallt über M hinaus nach L hin. Diejenige Hyperbel, auf- die sich ein maximum 
von A bezieht, bat einen Punct zwischen M" und M' zu ihrem Mittelpuncte. 

Die Summe der drei Wurzeln ^ der Gleichungen (4) o4er (6) nnd die Summe der 
Prodncte je zweier derselben ist von dem gegebenen Inhalte r^n durchaus unabhängig. 
Die erste dieser beiden Bemerkungen gibt, wenn man zugleich berücksichtigt, dass der 
Schwerpnnct der Fläche efner Ellipse in den Mittelpunct derselben fallt, folgenden Satz. 

Die Schwerpuncte der Flächen dreier Ellipsen^ welche vier gegebene gerade Linien 
berühren y und beliebigen^ aber gleichen Inhalt haben ^ ist ein fester Puncto der zu-' 
gleich auch der Schwerpunct der Mitten der drei Diagonalen der, ifon den vier gege* 
benen geraden Linien gebildeten , vierseitigen ligur isU 

649. In ein gegebenes Viereck diejenige Ellipse zu beschreiben y deren Inhalt der 
grösstmöglichste ist^ *) 

Wenn wir die Gleichung (6), in Beziehung auf (][e Grossen r nnd j, welche sich 
gegenseitig bestimmen, differentilren und dr = setzen, so ergabt sich zur Bestimmung 
^ts Mittelpunctes der verlangten Ellipse folgende Gleichung: 

y^'-VaC^+^W^+yaC^^'+^V'+VV') « o. (7) 

Wenn wir 7]+7jf+f/' «» p setzen, das heisst» die Abstände auf der geraden Linie NL 
von demjenigen Puncte an rechnen, welcher der Schwerpnnct der Mitten der drei DiagOr 
palen ist und von dem am Ende der vorigen Nummer di^ Bede war, so sind die Wur«- 
^eln der letzten Gleichung folgende : 

Der zweite der beiden vorstehenden Apsdrücke für y zeigt, das» diese Wurzeln immer 
reell bleiben, so lange die vier gegebenen geraden Linien, nnd demnach tj, 7/ und 37", 
reell sind. Wenn wir femer annehmen, dass, wie in der 23. Figur, t] ^ t]' and 37' > 7/' 
so folgt, dass der positiye Wcrth von y nothwendig kleiner ist als tj und grösser als »7', 
iUid also auf einea Punct zwischen M' nnd M sich bezieht. Hieraus nnd aus den Bemer- 
kungen der vorigen Nummer ist ersichtlich, dass der posJt[ve Werth von y dem MitteU 
puncte der verlangten Ellipse entspricht, der negative Werth hingegen derjenigen Hy- 

Eerbcl, in welchem von dem Asymptoten - Winkel durch eine beliebige Tangente ßii) 
Dreieck abgeschnitten wird, dessen Inhalt der möglichst grosseste ist. 

*) Drei Behandlangen dieser Aufgabe befinden sipb in von ^Acn's Mon^tlicfiei' Corresr 
p p o d e n z* 

Bestimmung der grössten Ellipse, \9relcbeclie vierSieiten eines ge^ 
gebenen Vierecks berührt Von H. Prot Gaüs$. 1810 August S. 112 tt 121. 
Bestimmung der grösstenip einViereck, so wieaucb in einjjreieck, zi^ 
beschreibenden Ellipse. Von H. Prof. PfAFF in Halle. Sept. S. 223 — 226. 
in ein gegebenes unrege Imä^sig es Viereck ABCD diejeiiige Ellipse zu 
beschreiben, die den mö'glichst grö^stei^ Fläcbeor^uip efitj^ält. Vpp f|^ 
pr, MoiiLWElDE. S. 227— 234. ^ • 
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Wenn wir die Abstände aaf NL von dem Mittelpnncte der eben bestimmten Ellipse 
oder Hyperbel an rechnen, wodurch eine Wnrzel der Gleichung (7) Null wird, so 
kommt: 

oder, indem wir durch firjfl* dividiren: 

-+- H— = OS ^ 

eine Gleichung, welche eine characteristiscbe Eigenschaft dieser Mittelpnncte ausdräckt« 

650. Um die Gleichung (5) zu bilden, brauchen wir bloss die Form des Ausdruckes 
fiir r^ und tiberdiess den CoefBcienten C zu kennen) um die Gleichung (7) zu bilden^ 
brauchen wir auch nicht einmal C zu kennen, sondern es ist hinreichend zu wissen, dass 
i^ durch eine ganze* Function des dritten Grades von j gegeben ist, und dass diese 
Function für drei bekannte Werthe von y, die aus der Figur sich unmittelbar ergeben, 
verschwindet. Wir können überhaupt das maximum oder minimum einer Function einer 
veränderlichen Grösse bestimmen, wenn wir wissen, dass diese Function eine algebrai» 
sehe ist, und alle diejenigen Werthe der veränderlichen Grösse kennen, für welche die 
Function verschwindet und unendlich wird* Wenn die Function, wie im vorliegenden 
Falle, eine ganze ist, so wird dieselbe für keinen endlichen Werth der veränderlichen 
Grösse unendlich, und zur Bestimmung des maximum .oder minimum derselben brauchen 
wir nur diejenigen (reellen oder imaginären) W^crthe der veränderlichen Grösse zu ken* 
nen, für welche die Function verschwindet und die Zahl dieser Werthe wird durch den 
Grad der Function angezeigt. Zugleich ist vorauszusehen, dass, im Allgemeinen, die 
Construction desjenigen Werthcs der veränderlichen Grösse, für welchen die Function 
maximum, oder minimum, wird, sich leichter construiren lassen werde, wenn wir von 
denjenigen Wertben der veränderlichen Grössen, als bekannt, ausgehen, für welche die 
Function verschwindet oder unendlich wird, als von einer Constanten -Bestimmung, die 
nur in einer entfernteren Beziehung zur jedesmaligen Aufgabe steht 

Auf diese Bemerkung gründet sich die, als ein Muster der analytischen Behandlnngs- 
weise gepriesene, oben angeführte GAUSSische Construction der Aufgabe der vorigen 
Nummer. In der neuen Bestimmung der Cnrven durch ihre Tangenten erhalten wir den 
Ausdruck für r^ auf die möglichst einfache Weise, und um darzuthun, dass dieser Aus* 
druck für y = 17, y « ^' nnd y =* 37" verschwindet, bedarf es hier durchaus keiner 
Gränz -Betrachtungen, die nothwendig werden beim Gebrauche von Punct - Coordinaten, 
weil wir durch diese eine EHipse, die auf eine gerade Linie sich reducirt hat, auf keine 
W^eise durch eine Gleichung des zweiten Grades ausdrücken können. 

651. Wenn von den vier gegebenen geraden Linien zwei zusammenfallen^ nnd wir 
also solche Curven zweiter Classe betrachten , welche einem gegebenen Dreiecke einge* 
schrieben sind, nnd eine Seite desselben in einem gegebenen Puncte berühren ^ so kön- 
nen wir alle diese Curven, gerade wie bisher, noch durch die allgemeine Gleichung (l) 
darstellen, indem wir die letztgenannte Seite zur ersten Aze, einen anliegenden Win* 
kelpunct zum Anfangspuncte nehmen, und die zweite Axe derjenigen geraden Linie pa- 
rallel legen, welche durch die Mitte dieser Seite (die wir gleich (2a) setzen) nnd die Mitte 
derjenigen geraden Linie geht, welche den gegebenen Berührungspunct mit dem gegen* 
t^ierliegenden Winkclpuncte des Dreiecks verbindet. Wir erhalten alsdann nach der 
606. Nummer: 
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F = 0, § = X, 

indem wir durch x die Abscisse des Berührangspnnctes bezeichnen, wonach die Gleichung 
(4) in folgende übergeht: 

CyM<x»-2ax)y»+^ = o. (s) 

Wenn der gegebene Bertihrongspnnct aof der Dreiecksseite selbst Hegt, so fallen 
(641) die beiden Pancte M" und M' znsammen , und zwei solcher eingeschriebenen Hy- 
perbeln, in welchen ron dem Asymptoten- Winkel durch eine beliebige Tangente ein 
Dreieck von gegebenem Inhalte abgeschnitten wird, sind offenbar imaginär, und es gibt 
kein maximum dieses Inhaltes, oder, mit andern Worten j dieses maximum wird gleich 
Null, indem die bezügliche Hyperbel in zwei Pnncte, oder, was dasselbe hcisst, in die 
zwiefache Verlängerung derjenigen Seite des Dreiecks übergeht, welche in die erste Axe 
fällt. Wenn hingegen der gegebene Berührungspnnct auf der Verlängerung der Dreiecks- 
seite liegt, so fallen die beiden Puncte M' und M zusammen und von den drei Ellipsen 
▼on gegebenem Inhalte, die, im Allgemeinen, vier gegebene gerade Linie berühren, wer- 
den zwei noth wendig imaginär, so lange der gegebene Inhalt nicht gleich Null ist; es 
gibt kein maximum dieses Inhaltes, 

Dasselbe folgt aus der letzten Gleichung. Wir können derselben, indem wir 

x^— 2ax 

— c~ = '' 

setzen, folgende einfachere Form geben: 

Cy\Y-ri)sin'd^if' = o. (9) 

7j bedeutet hier offenbar den Abstand der Mitte der in die erste Axe fallenden Dreiecks** 
Seite von der Mitte derjenigen geraden Linie, welche den Berührungspunct auf dieser 
Seite mit dem gegenüberliegenden Winkelpnncte verbindet Wenn wir die letzte Glei- 
chung, in Beziehung auf r und y, differcntiiren , nnd dr s» o setzen, so ergibt sich> in 
Uebereinstimmung mit (7): 

Dem Factor y entspricht die in die erste Coordinaten - Axe fallende Dreiecksseite, oder 
ihre zwiefache Verlängerung, dem andern Factor (y— %»/) entspricht eine grösste Ellipse, 
wenn der gegebene Berührungspunct auf dieser Seite selbst liegt, oder eine Hyperbel, 
in welcher von dem Asymptoten- Winkel durch eine beliebige Tangente ein Dreieck, 
dessen Inhalt ein maximum ist, abgeschnitten wird, wenn der gegebene Berührungspunct 
auf der Verlängerung dieser Seite liegt 

Wenn das gegebene Dreieck unverändert dasselbe bleibt, der gegebene Berührungs- 
punct aber auf der Basis desselben oder ihrer Verlängerung (der ersten Coordinaten-Axe) 
fortrückt, so ändert sich tj offenbar so^ dass tisin^ constant und gleich der halben Höhe 
des gegebenen Dreiecks bleibt Nennen wir diese Höhe h, so erhalten wir für das in 

Rede stehende maximum: 

ysin9 = Y^h. 

Der geometrische Ort für den Mittelpnnct der eben bestimmten Ellipse oder Hyperbel, 

für jede verschiedene Lage des Berühmngspnnctcs auf der Basis des gegebenen Dreiecks, 

ist also eine, durch den Schwerpnnct des Dreiecks gehende, der Basis parallele, gerade 

Linie 
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Ans der Gleicbung (9) ci^t sich , wenn wir 

yW/i^^ « %h^ C(y^^) « --%Ci7 « '/a(x^-2ax), 

setzen s 

r* = %7(2ax-x2)h« =5: y27(2a-x>h^ (10) 

0er Inhalt der grossten eingeschriebenen £Hipse hängt also nur von der Höhe des gege- 
benen Dreiecks nn4 dem Prodactc der, durch den gegebenen Beri>hrangspanct auf der 
B^sis desselben bestimmten , beiden Segmenten ab. Wenn man diesen Berührangspunct 
mit dem gegen$iberliegenden Winkclpnnclc verbindet, so erhält man zwei Dreiecke 9 dct 
ren Inhalt V^xh = A' und yj(Qa— x)h = A". Hiernach kommt: 

r* =x %7A'A". 
Der Ausdruck für r^ (lo) ist» als Function von n^ wiederum eines maximum fähig. Dicv 

sem entspricht 

X =s a, 

woraus hervorgeht, dass ^ic grösste Ellipse, welche überhaupt In das gegebene Dreieck 

beschrieben werden kann, die in die erste Axc fallende Seite desselbpn, und folglich auch 

die beiden übrigen Seiten, in ihren Mitten bcrlihrt. Der Mittelpunct dieser Ellipse ist 

also der Schwerpunct des gegebenen Dreiecks. Wenn man den Inhalt dieses Drei? 

ecks A'' nennt, so ist: . 

9\/3.r« « aA". 

Wir hätten auch , uQi die grßsste Ellipse , welche in i^diS gegebene Dreieck sich be? 

schreiben lässt, zu bestimmen, jsin^ s z (wo alsdann z der Abstand des Mittelpunctes 

einer eingeschrie)|enen Ellipse von der ersten Axc bedeutet) setzen^ wonach die Gleichung 

(ft), da 

^ S!ax— X* ^ 2ax— X* . . 
%j s= - = 2#' I — ,sin9f 

7j n 

in folgende übergeht ; 

und dann 4iese Gleichung , zuerst in Beziehung auf x , nnd zuletzt in Beziehung auf z» 
dififerentiiren köpnen. Auf dies^ Weise ergibt sich zuvorderst der §at^, dass von allen 
denjenigen eingeschriebenen Ellipsen, deren Mittelpupcte auf einpr der Q^sis des gegebe- 
nen Dreiecks parallelen geraden Linie liegen , diejenige Ellipse den grossesten Inhalt bat> 
welche die ßasis in ihrer Mitte berührt. 

652. Wir können aus der Gleichung (3) auch noch andere Constmctionen der gross- 
ten Eljipse, welche vier gegebene gerade Linien berührt , ableiten. Denn setzen wir in 

dieser Gleichung «^ as z, nnd nennen diejenigen drei Werthe von z, welche sich auf die 

drei Dijagonalen der von den vier gegebenen geraden Linieif gebildeten vierseitigen Fignr 
beziehen, ^, ^ nnd l^^ so kommt: 

(i)Vö(«-?')(»-n+/ 

Oder wenn wir r » v setzen und die jenen drei Diagonalen ^ntsprecbendf^n Werthe 
von V durch v^ v und v" nnterscheidenr so ist: 

f ( F ) V-^)(v-f X^-^>5^ 

E ... 

und endlich, wenn wir ^ = w setzen, nnd diejenigen Werthe von w» welche sich aof 



sin^^ *" ^ 



0; 
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die drei Diagonalen beziehen i co, m und to' nennen: 

E ( E y ^^"" «^)C^-«')(^-«")+jj^ ^ <>• 

Bei der ßestimmang des marimum fällen ans jeder der drei Torstchcnden Gleichun- 
gen die CoefKcienten der allgemeinen Gleichung der Oerter zweiter Classe aas, ond wir 
sehen, dass, für dieses mc^imumt w dieselbe Function von coy (o und m" ist, als v ron 
T, V und v", als z ron f, f on^ C" ond als y von 77, ?]' und 37". So können wir znm 
Beispiel, wenn wir die grösste Ellipse beslimmcn wollen, welche einem gegebenen Dreie- 
cke eingeschrieben ist und eine Seite desselben, in einem gegebenen Puncte berührt, 
oiT SS eo" =3 0, 2;^ s (;" as o nnd 17' s 17" ss p setzen, und erhalten alsdann für diese 
grosste Ellipse: 

653. Für solche Cnrven zweiter Classe, welche die erste Axe im Anfangspsncte der 
Coordinaten berühren , redncirt sich der Ausdruck: 

(AC--B^)(AF--D^)~(AE--BD)» 

A* ' 

indem wir F sä E =3 o setzen, auf: 

CD» 

— ^ • («0) 

Wenn die Cnrven sich auf der ersten Axe dreipunctig oder vierpunctig osculiren , so ist 
der Quotient «^ constant (58l). Wenn also der Inhalt einer osculirenden Ellipse gegeben 
und gleich r% ist nnd wir jenen constanten Quotienten y nennen, so kommt: 

/Dy ^ r^ 

\A/ ysin^a* 

-jr jf also für die Abscisse des IVLttelpunctes der osculiren«* 

den Ellipse immer nur einen einzigen reellen Werth. Dasselbe findet Statt, wenn wir 
im zweiten Theile dieser Gleichung das Zeichen ändern, und also statt einer Ellipse eine 
Hyperbel erhalten. In beiden Fällen gibt es kein maximunu Dieselben Folgerungen hat-* 
ten wir auch unmittelbar ans der 648. Nummer ziehen können. 

Wir bemerken beiläufig, dass der Ausdruck (10) constant bleibt, so lange die Quo-* 

tienten js und ^ dieselben Werthe behalten unji somit erhalten wir folgende Sätze (681): 

Alle Ellipsen 9 welche dieselben beiden, unter sich parallelen, geraden Linien be^ 
rühren und auf einer derselben sich dreipunctig osculiren y haben gleichen Flächenin- 
halt. In allen Hyperbeln , welche unter sich und mit jenen Ellipsen auf der einen ge* 
roden Linie einen dreipunctigen Contact haben, und die andere gerade Linie berühren, 
wird i^on dem Asymptoten - Winkel, durch eine beliebige Tangente, ein Dreieck von 
constantem Inhalte abgeschnitten und dieser Inhalt ist dem Producte der beiden halben 
Axen einer jener Ellipsen gleich. 

654. Eine Parabel zu beschreiben, welche die drei Seiten eines gegebene/i Dreiecks 
berührt und deren Parameter ein maximum ist. 

Der vierte Theil (P) des Parameters einer durch die allgemeine Gleichung: 

2Bvw+CvM-2Duw+2Env+Fn« = o, (i) 

dargestellten Parabel ist, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten - Axen, durch 
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folgende Gleichung hestimmt (506) ; 

— (BHir^p — " ^^ • ^'^ 

Wenn wir einen Winkclpanct des gegcbeqcn Dreiecks^ znm Anfangspuncte der Coor^ 
dina|,en nehmen nnd die erste Axe der diesem Winkelpuncte gegenüberliegenden Seite 
parallel legen, so kpnoen wir in der allgemeinen Gleichung (l) aller eingeschriebenen 
Parabeln alle Cocfi^cieplen, B ansgenommen, als ein für alle Mal gegeben betr^cU^ 
ita (536). 

Wenn wir In dem Aasdrucke für 4?^ Nenner und Zähler durch C* diyidiren und 

R 1 • 

d^nn ^ s -- setzen, so kommt nach einer einfachen Reduction; 

J DS D E , F )» 

EiS bedeutet hier x dasjenige Segment, wel(:hes von einer der zweiten Axe parallelen 
Tangente auf der ersten Axe abgeschnitten wird; denn wenn wir iß der Gleichung (1) 

u = o setzen, so kommt — - ^ STl '^ ^* ^'** denjenigen Parabeln, welche die Seiten 
des gegebenen Dreiecl^s berühren, ordnen sich drei Puncten<-S7S|;eme zusapimpn (6l8). 
Jedes derselben besteht aus einem Winkelpuncte des Dreiecks und einem Puncte, der, 
nach der Ricbtung der gegenüberliegenden Seite hin , unendlich weit liegt In Reziehung 
auf diese drei Systeme erhalten wir offenbar für x die Abscis^en der drei Winkelpuncte 
des gegebenen Dreiecks, f^ine dieser Abscissen istj bei unserer Coordinaten -Annahme, 
gleich NuU^ die beiden andern wollen wir t ^^d ^' nenne^. Hiemach erhalten wir aus 
der letzten Gleichung folgende : 

Wir haben fe^-ner; r^ w? r^ 

C _ F G ST _ 2 

4ndemwir durch f/ die Ordinate eipes der beiden, nicht in den Anfangspunct fallenden, 
Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks bezeichnen. Hiernach koijimt endlich: 

[x(x^r)(x^r)]? _ p. 

Diese Gleichung zeigt, dass es im Allgemeinen sechs Terschiedene Parabeln gibt, wel- 
che die drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, nnd deren Parameter eine gege* 
bene Grösse hat. Für diejenigen Parabeln, in welchen dieser Parameter ein maximum 
ist, erhalten wir, auf dem bekannten Wege, folgende Gleichung: 

(r-f^)xM<3x»-2rnx^-2x^(r+r)x4-w ^ o. (3) 

Piese Gleichung zeigt, d^ss es, im Allgemeine^, drei verschiedene solcher maxi-- 
fna gibt. 

Der um das gegebene Dreieck, ARG, beschriebene Kre^ ist der geon^etrische Ort 
für die Rrennpnncte aller Parabeln, welche die drei Seiten des Dreiecks berühren. Wenn 
ifir den Brennpnnct in einem Winkelpuncte des gegebenen Dreiecks annehmen, so 
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erhalten vriv, statt der Parabel y ein Panctcn - System » und der bezügliche Parameter ist 
gleich Null. Wenn der Brennpnnct aaf dem umschriebenen Kreise von einem Winkel* 
pnncte des Dreiecks, etwa von B, nach einem andern, C» fortrückt, so wächst anföng« 
lieh der Parameter der bezüglichen Parabel, erreicht dann sein rmiximum, und nimmt 
endlich wieder ab, bis er im Pnncte C wieder ganz verschwindet Wir sehen hieraas, 
dass den drei Wurzeln der letzten Gleichang wirklich drei maxima entsprechen, und 
dass diese m^zjrima noth wendig alle drei reell sind, so lange das gegebene Dreieck reell 
bleibt« Zugleich ist aaf diesem Wege ersichtlich, dass es, im Allgemeinen, sechs ver* 
schicdene Parabeln gibt, welche dem gegebenen Dreiecke eingeschrieben sind und einen Pa« 
rameter von gegebener Länge haben« Jede Seite des Dreiecks ond die Verlängerangen der je« 
desmalig beiden übrigen Seiten werden von zwei Parabeln von gegebenem Parameter, 
' und von einer Parabel, deren Parameter ein maximum ist, berührt* 

Die Wurzeln der Gleichang (3) lassen sich nor in besondern Fällen durch Constroc- 
tionen der Elementar- Geometrie bestimmen. Einem solchen Falle entspricht die Bedin* 
gungs * Gleichung : 

r+r « o, * ' 

welche anzeigt, dass das gegebene Dreieck zwei gleiche Schenkel ha. Alsdann reducirl 
sich die Gleichung (3), indem eine ihrer Wurzeln anendlich wird, aaf folgende: 

[3r+2V']x^ == r\ (4) 

Der unendlich werdende Werth von x zeigt eine Parabel an, deren Axe der zweiten 
Goordinaten-Axc parallel ist, und ipan sieht sogleich > da3s im vorliegenden Falle beide 
Axen zasammenfallen» Die beiden andern Werlbe von x, welche die letzte Gleichung 
gibt, sind leicht zu construiren. 

Die Gleichang (3) redacirt sich femer auch in demjenigen Falle, dass ^wei Seiten des Fig« %i\, 
gegebenen Dreiecks, AG und BC, zusammenfallen, und demnach alle Parabeln 
zwei gerade Linien AN und AC3 und die eine derselben^ AG, in einem gegebenen Pnncte, 
C, berühren. Der Ort für die Brennpancte aller solcher Parabeln ist ein Kreis, der die 
gegebene gerade Linie AN in ihrem Durchschnittspancte A mit AC berührt, und zugleich 
durch den gegebenen Berührungspnnct C auf AC geht. Wir können hieraus leicht a 
priori entnehmen f dass eines der in Rede stehenden maxima von P Null wird, und 
dass diesem maximum x » o entspricht, wenn wir der obigen Coordipaten-ßestimmang 
gemäss den Darchschnittspunct der beiden gegebenen geraden Linien, A, zam Anfangs^ 
pnncte und diejenige gegebene gerade Linie, auf welcher zugleich der Berührongspunct 
gegeben ist, AC, zur ersten Axe nehmen« Hierpach erhält man: 

r 

? « o, V *= o, |- = tangrp, t « AC, \ ^ X'cotg(f, 

Indem man den Winkel, welche die beiden gegebenen geraden Linien mit einander bilr 
den , durch 9 bezeichnet Alsdann geht die Gleichung (3) in folgende leicht zu construU 
rcnde Gleichang des zweiten Grades über: 

j^-^zt cotg^(f:si'^X"^coig'(f = o, (5) 

Wenn der Winkel 9, welchen die beiden gegebenen geraden Linien mit einander 
bilden, ein rechter ist, so sind ike Wurzeln der letzten Gleichung beide gleich Null; 
^as weiter nichts heisst, als dass die zweite Coordinaten-Axe, also die gegebene gerade 
Linie AN, eine Tangente der verlangten Parabel ist. In diesem spcciellen Falle kommen 
wir also auf dem oben eingeschlagenen Wege nicht zpr Bestimmung flieser Parabel. 

IL 23 
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Wir gelangen indess leicht hierza, wenn wir zar Gleichong (2) zoriicjkgehcn und in die- 
ser Gleichung, unserer Coordinaten- Annahme gemäss, F s o und C = o setzen. Auf 
diese Weise kommt: 

und für das maximum von P, als Function von B betrachtet: 

D^-5dS^ = 0, 
wonach wir, wenn wir den Winkel, welche die Durchmesser der verlangten Parabel mit 
d{r ersten Axe bilden, a nennen, folgende Gleichung erhalten: • 

tanga = ±V2. 
Wenn alle in Rede stehenden Parabeln sich dreipunctig oscnliren, so ist 
$" s o und 9 =s 0. Ton den beiden Wurzeln der Gleichung (5) ist alsdann die eine 
Null und die andere unendlich; denn das Prodnct derselben, [= '^(S*cotgq>Y]^ erscheint 
unter der unbestimmten, nicht reducirbaren. Form o.m, während die Summe derselben 
[s=s ^^(^*cotg(f)cotg(f\ unendlich wird. Wir finden diese Behauptung bestätigt, wenn wir 
wiederum zur Gleichung (2) zurückgehen, und in dieser Gleichung F b» o und £ = o 
setzen. Alsdann kommt nemlich: 

und man sieht sogleich , dass B »: o dem maximum von P entspricht. Es stehen also 
die Durchmesser der bezüglichen Parabel auf der ersten Coordinaten -Axe, der Tangente 
im Oscolationspuncte, senkrecht Von allen Parabeln, welche eine gegebene (beliebige) 
Curve in einem gegebenen Puncte osculiren, hat diejenige den grösstcn Parameter, deren 
Axe durch den gegebenen Osculationspunct geht. 

Hierhin gehört auch der Fall, dass alle Parabeln, statt drei gegebene gerade Linien 
zu berühren, einen gegebenen Punct zum Brennpnncte haben und übcrdiess eine gegebene 
gerade Linie berühren. Wenn wir den gegebenen Brennpunct zum Anfangspuncte nch^ 
mcn, und die erste Axe parallel mit der gegebenen geraden Linie legen, so verwandelt 
sich die Gleichung (S), indem wir E = o und F = C nehmen, in folgende: 

C^ 
B^+D^ ''^ ' 
und hiernach kommt, wenn wir, der bisherigen Bezeichnung entsprechend, den Abstand 
des gegebenen Ponctes von der gegebenen geraden Linie ^' nennen : 

Diese Gleichung zeigt, dass es unter den Parabeln, die wir betrachten^ nur zwei von gegebe- 
nem Parameter gibt. Diese sind leicht zu construiren, denn die letzte Gleichung gibt 

±V/(^'VP^)- 
Dem maximum von P entspricht B = o oder x s o), das heisst, diejenige Parabel hat 
den grossten Parameter, deren Durchmesser auf der gegebenen geraden Linie senkrecht 
Stehen. 

655. Wenn wir in dem Ausdrucke für kV^ (2) Nenner und Zähler durch B^ dividi- 

D 
ren, und dann ^ =s — v setzen, so kommt: 



Oerter zweiter Classe. 210 

E F 






.2x» B^ (1+V^)^ 



indem wir die Worzeln der Gleichnng 

CvM-2Ev+F « o 
V und v" neDnen. (— v) bedeutet die trigonometrische Tangente derjenigen Winkel , wel- 
che die Durchmesser der bezüglichen Parabel mit der ersten Axe bilden ; die Seiten des 
gegebenen Dreiecks bilden mit dieser Axe Winkel , deren trigonometrische Tangenten o, 
(— v) und (— v") sind* Für v » o, v = v nnd v = v" verschwindet P; es wird P maxi^ 
mumy wenn wir v darch folgende Gleichung, die der Gleichung (3) ganz analog gebildet 
ist, bestimmen: 

(v'+ü>3-K3-2t;VV-.2(i;'-H;")v+i;V' « o. (6) 

656. Da der geometrische Ort für die Brennpnncte solcher Parabeln, welche die 
drei Seiten eines gegebenen Dreiecks berühren, der diesem Dreieck umschriebene Kreis 
ist, so liegt der Gedanke nahe, zur Bestimmung derjenigen Parabel, deren Parameter 
ein maximum ist, noch einen zweiten geometrischen Ort (ur den Brennpunct zu suchen. 

Wenn wir zu diesem Ende zu der /|80. Nummer zurückgehen und ( -^. j ss w setzen, 

so kommt: 



2BE-D(C->F) ^ gE^-(C.^Fjv 



■2DE+B(C-F) ~ 2Ev-(C~F)' 
nnd hiernach: 

2&4-(C-F)w . 

"" ^ 2Ew-(C~F) • 
Wenn wir diesen Werth für v in die letzte Gleichung der vorigen Nummer substituiren^ 
so erhalten wir eine Gleichung des dritten Grades in w, welche drei durch den Anfangs* 
pnnct der Coordinaten gehende gerade Linien darstellt Diese drei gerade Linien schnei- 
den den, dem gegebenen Dreiecke umschriebenen, Kreis, ausser in dem Anfangspuncte, 
noch in drei Puncten: den Brennpuncten der gesuchten Parabeln. In dem oben schon 
betrachteten Falle, dass das gegebene Dreieck ein gleichschenkliges ist, gibt die letzte 
Gleichung, indem wir 

$dE « -(v'+v") = o, 
setzen % 

das hcisst, wenn man durch die Spitze eines gleichschenklichen Dreiecks, welches einer 
gegebenen Parabel so umschrieben ist, dass diese einen der beiden gleichen Schenkel 
selbst, den andern Schenkel aber und die Basis in ihren Yerlängerungen berührt, zwei 
gerade Linien zieht, von welchen die eine durch den Brennpunct der Parabel geht und 
die andere der Axe derselben parallel ist, so bilden diese beiden geraden Linien mit def 
Basis des gegebenen Dreiecks ein zweites gleichschenkliges Dreieck. Wenn man hier- 
iiach durch den AnfangspuQCt der Coordinaten zwei gerade Linien legt, deren (lichtung 
durch die Wurzeln der Gleishung: 

(a+av'V-t''* = o, (7) 

auf welche im vorliegenden Falle die Gleichung (6) sich redhcirt, gegeben ist, so g^ht 
jede derselben durch den Brennpunct einer der zu construirenden Parabelf^ fm4 4i^ je? 
4e$malig übrigbleibende ist den Durchmessern derselben jParabel parallel. 
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In dem vorliegenden Falle können wir aacb die beiden Brennpnncte der verlangten 
Parabeln durcb die Dorcbscbnitte des dem gegebenen Dreiecke umscbriebenen Kreises 
and einer, der Basis desselben parallelen, geraden Linie constrairen. Für die Gleicbnng 
dieser geraden Linie crbalten wir, wenn wir wieder zar 480. Nammer zoröckgeben: 

- P(C--F) 

nnd wir braueben alsdann nar noch aus dieser Gleichung, vermittelst der Gleichung (4) 
oder (7), B zu eliminiren. Nach einigen Reductionen erhält man: 



-+i r 

V^ 

Hiemach ergibt sich eine sehr leichte Constmction jener beiden Brennpuncte. Der Brenn- 
pnnct der dritten Parabel liegt anf der zweiten Coordinaten-Axe« — 

657. Jn ein gegebenes Parallelogramm diejenige Ellipse zu beschreiben^ welche 
einem, Kreise am meisten sich annähert. 

Wenn wir, wie In der ersten Nummer dieses Paragraphen, den Mittelpunct des 
Parallelogramms zum Anfangspuncte der Coordinaten nehmen und die Axen parallel mit 
den gegenüberliegenden Seiten desselben legen, so ist 

Aw*+Cv2+2Env+Fu* = o (i) 

die allgemeine Gleicbnng aller dem gegebenen Parallelogramme eingeschriebenen Curven 
zweiter Classe. Alle Coefficienten dieser Gleichung sind als gegeben zu betrachten, mit 
Ausnahme des Coefficienten E^ der von einer Curve zur andern sich ändert, und alle 
möglichen Wertbe erhalten kann. 

Wenn wir einen derjenigen Winkel, welche die beiden gleichen zugeordneten Durch* 
messer einer Ellipse mit einander bilden, '% nennen, so ist bekanntlich tang^/^ gleich 
dem Yerbältniss der beiden Axen der Ellipse. Dieses Yerhältniss näbert,sicb um so 
mehr der Einheit, je näher der Winkel % einem recbten kommt, und je grosser also 
sin'^'t wird. Indem wir die allgemeine Gleichung (1) zu Grunde legen und k^o setzen, ist (5l3): 

^^^ ^ - \Cri^OS^^^r /'^ 

Wir sehen hieraus, dass sieb, im Allgemeinen, zwei verschiedene Ellipsen von gegebe- 
nem Axen - Yerbältniss in das gegebene Parallelogramm beschreiben lassen. Für die 
verlangte Ellipse, in welcher das Axen -Yerbältniss der Einheit so nabe kommt als mög- 
lich, ergibt sieb, auf dem bekannten Wege, zur Bestimmung von E folgende Gleicbnng : 

CF 

E = —a,«— p.ro5A (3) 



Wenn wir wie in der 646* Nummer construiren, so erhalten wir ohne Mühe diejenigen 
beiden Durcbmesser^ deren zugeordnete in die beiden Coordinaten -Axen fallen, und 
dann die beiden Axen der gesuchten Ellipse. 

Die Gleichung (2) geht, wenn wir in dieselbe fiir E den eben gefundenen Wertfa 
sobstituiren , nach einigen leicbten Reductionen in folgende über: 
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wenn wir, was den letzten Ansdrock betrifft, den Inhalt des gegebenen Parallelogramms 
4A ond die Seiten desselben (2s) nnd (52t} nennen« Wir sehen hieraus beiläafig, dass 
nnr, wenn das Parallelogramm gleiche Seiten hat, ein Kreis in dasselbe sich beschrei- 
ben Iäs5t. Für das Quadrat der Hälfte eines der beiden gleichen zugeordneten Durch* 
messer ergibt sich (5152) 

2^^ u-r j 2(C+F) 52(s'4-t^) 

nnd für den Inhalt der Ellipse: 

s^+t* ' 

Es ist offenbar, dass derjenige Wcrth, welchen die Gleichung (4) für äV§ gibt, 
ein maximum und kein minimum ist Denn die Gleichung (3) gibt für £ einen einzigen 
Werth , und sin^ kann dadurch , dass die eingeschriebene Ellipse sich immer mehr ei- 
ner der beiden Diagonalen des gegebenen Parallelogramms annähert, auf zwiefache 
Weise beliebig klein werden. Diese Diagonalen bilden den Uebergang von eingeschrie- 
benen Ellipsen zu eingeschriebenen Hyperbeln ; sie sind als solche Ellipsen anzusehen, in 
welchen einer der, von den beiden gleichen zugeordneten Durchmessern gebildeten, Winkel 
gleich Null ist, oder als solche Hyperbeln, in welchem der Asymptoten -Winkel ver- 
schwindet. Nennen wir in irgend einer eingeschriebenen Hyperbel den Asymptoten- Win- 
kel C, so ist (490) 

Es ist dieser Ausdruck weder eines maximum noch eines minimjum fähig, denn einem 
solchen würde wiederum die Gleichung (3) entsprechen , und diese gibt 

PF 

CF^E^ « ^.^L.[(C~F)^+4CF«/2^^] > o, 

wonach die bezügliche Curvc keine Hyperbel sein kann (489). Dieselbe Folgerung hätten 
wir auch aus der Gleichung (4) ziehen können > welche für % immer einen reellen Werth, 
nnd folglich für ^ immer einen imaginären Werth gibt. *) Es existiren also Hyperbeln 
von jedem möglichen Axen- Yerhältniss und insbesondere gibt es also auch eine gleich» 
seitige Hyperbel. Zur Bestimmung dieser gleichseitigen Hyperbel ergibt sich unmittelbar : 

E C+F 

2cos^ * 
Nur in dem einzigen Falle, dass das* gegebene Parallelogramm ein rechtwinkliges ist, 
wird E unendlich, und es gibt, im eigentlichen Verstände, keine gleichseitige Hyperbel, 
sondern nur solche Hyperbeln, die einer gleichseitigen Hyperbel so nahe kommen kön- 
nen, als man nur will, ohne aber ganz in eine solche überzugehen. 



*) Aus der Nebeneinanderstellang der beiden Gleichungen {Z) und (5), oder auch aus den 
allgemeinem Ausdrücken der 490. und 512. Nammer erhalten wir , indem wir den Asympto- 
ten -Winkel Irgend einer Corre zweiter Classe % und den Winkel, welchen die gleichen 
zugeordneten Durchmesser derselben Gurren mit einander bilden , g nennen , die bemer- 
kenswerthe Gleichung: 
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658. Wir wenden nns sogleich za der nachstehenden allgemeinem Aufgabe: 
In irgend ein gegebenes Viereck diejenige Ellipsey welche einem Kreise so nahe als 
möglich kommt und diejenige Hyperbel, deren Asymptoten- Winkel der möglichst gros- 
seste ist, zu beschreiben, 
Fig. 529* Wenn wir die Coordinaten-Axen wiederum wie in der 23. Figar bestimmen and 
OW 33 2a setzen, so ist 

AwV2Bvw-hCv2+2Daw+2Eav+Fa^ « o (i) 

die allgemeine Gleichung aller, die vier gegebenen (in der Figur stärker gehaltenen) ge- 
raden Linien berührenden, Oerler zweiter Classe, wenn wir in dieser Gleichung A und 
B als beliebig zu bestimmende CocfBcienten , zwischen denen bloss die Bedingnngs - Glei- 
chung 

B B aA 

Statt findet, betrachteil. Die vier übrigen Coefficienten, oder vielmehr die Quotienten je 

zweier derselBen, sind durch die vier gegebenen geraden Linien vollkommen bestimmt. 

Den Coordinaten - Winkel bezeichnen wir, wie bisher, durch 9. Wenn wir alsdann ir« 

gend eine durch die Gleichong (l) dargestellte Ellipse betrachten und einen derjenigen 

Winkel, welchen die gleichen zugeordneten Durchmesser derselben mit einander bilden, 

$ nennen, so ist (512): .„ ^ « __ 

«J^ / [(AC -B^)(AF-D^)->(AE~BD)^]5/>i^^ 

^ i**p&=B^>4.2(AE-BD)co5^-KAF-D^)]** ^'^ 

Wenn wir in diesem Ausdrucke für sin^i statt B schreiben aA, dann Nenner und Zähler 
desselben durch A'^ dividiren und endlich D » 1, •? s= y setzen, so kommt: 

•«: ..-.g Cy^-KE"~CF-2Ea)y^-f-FaV ,. 

nnd diese Gletchnng können wir nochmals in folgende nmformen: 

indem wir die Wurzeln der Gleichung: 

Cya-i-(E*— CF-2Ea)y^+FaV « o, (s) 

(von denen eine gleich Null ist) durch 17, 17' nnd r[\ und die Wurzeln der Gleichung: 

y2(c+F— 2(E— a)^oi%-|-a* « o, ($) 

durch ti^ und ^^ bezeichnen. Es bedeutet alsdann y die Ordinate des Mittelpunctes der 
bezüglichen Ellipse, ^, r{ nnd 17" bedeuten die Ordinalen der Mitten (INI, M' nnd M") 
der drei Diagonalen der, von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten, vollständig 
gen vierseitigen Figur, 97^ und ri^^ die (reellen oder imaginären) Ordinalen der Mittelpuncte 
derjenigen beiden gleichseitigen Hyperbeln, welche die vier gegebenen geraden Linien 
berühren. Wir können diese Ordinalen auf der geraden Linie NL selbst nehmen, und 
da in der Gleichung (Z|) nur Differenzen solcher Ordinalen vorkommen, so können wir 
auch, statt diese Ordinalen vom Puncte NF an zn bestimmen, dieselben von irgend ei- 
nem beliebigen Puncte dieser geraden Linie an rechnen. 

Die Gleichung (4) zeigt, dass es, im Allgemeinen, vier verschiedene Ellipsen gibt, 
deren gleiche zugeordnete Durchmesser gegebene Winkel mit einander bilden, oder, mit 
andern Worten, vier Ellipsen, die einer gegebenen Ellipse ähnlich sind. Es ist offen- 
bar, dass die Mittelpuncte zweier dieser Ellipsen zwischen M' nnd M, und die Mittel- 
l^uncte der beiden übrigen von M" aus nach N hin fallen. Jedem Poncle, nemlich der 
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zwischen M' und M, oder über den Punct M" hinans nach IN hin liegt» entspricht eine 
eingeschriebene Elh'pse und dieser ein endlicher Werth für sin^l^. Dieser Werth ver- 
schwindet einerseits filr y = 77' and y = ay, ond andrerseits für y = ^" nnd y « «> (4). 
Er wachst also , indem der Mittelpunct der bezügh'chcn Corve von M' ans nach M hin 
fortrückt, erreicht sein maximum nnd nimmt dann wieder ab, bis er fUr den Ponct INI 
verschwindet. Wenn ferner derMittelponct von M" aus nach N hin fortrückt, so wächst 
der Werth von sih^%^ erreicht wieder ein maxünum nnd nimmt dann wiederum bis zum 
Verschwinden ab , indem die bezügliche EUipse sich einer Parabel imm^r mehr annähert 
Aus der Form des Ausdruckes für sin^% folgt (512) , dass keines jener beiden maxima je 
die Einheit übersteigt. Wenn ein maximiun derselben gleich kommt, so entspricht dem- 
selben ein Kreis. 

Wir erhalten ferner für eine dem gegebenen Viereck eingeschriebene Hyperbel , de* Fig. 25. 
rcn Asymptoten -Winkel wir wiederum ^ nennen wollen: 

Es gibt also, im Allgemeinen, vier Hyperbeln, welche die Seiten eines gegebenen Vier- 
ecks berühren, und deren Asymptoten sich unter gegebenen Winkeln schneiden.. Es 
sind hier zwei verschiedene Fälle zu unterscheiden; es gibt entweder unter den einge-^ 
schricbenen Hyperbeln zwei gleichseitige nnd dann liegen die Mittelpunctc derselben, H 
und H', zwischen M" und M' oder es gibt deren keine. Wenn in dem ersten Falle 
der Mittblpunct der eingeschriebenen Hyperbel von M" nach M' fortrückt, so wächst an- 
fanglich der bezügliche Werth von tang% bis er für den Punct H' unendlich wird, nimmt 
dann wieder ab, erreicht ein minimumy wächst von Neuem, bis er für den Punct H 
wieder unendlich wird, und nimmt dann endlich wieder ab, bis er für den Punct M' ver- 
schwindet. In dem zweiten Falle wächst der Werth von tang^^^ wenn der Mittelpunct 
von M" nach M' hin rückt, erreicht ein maximum und nimmt dann wieder bis zum Ver- 
schwinden ab. In beiden Fällen wächst der Weith von iang^l^^ wenn der Mittelpunct 
von M nach L hin fortrückt, erreicht ein maximum und nimmt dafnn wiederum bis zum 
Verschwinden ab, indem die bezügliche Hyperbel einer Parabel sich immer mehr an- 
nähert. 

In dem ersten Falle gibt es also ein minimum von fang^i^y dem ein Mittelpunct, 
der zwischen M" nnd M' liegt, und ein maximum^ dem ein über M hinaus, nach L hin, 
liegender INlittelpunct entspricht. Dieses maximum ist nothwendig kleiner als jenes mini- 
mum, Ist der Werth von tang^i, gegeben und grosser als das mim'mum^ so liegen die 
Mittelpuncte der bezüglichen Hyperbeln alle vier zwischen M" und M'. Ist tung^Z kleiner 
als das maximum ^ so liegen von den Mittelpuncten der bezüglichen vier Hyperbeln zwei 
zwischen M" und M' und zwei über M hinaus nach L hin. Wenn der Werth von iang^^ 
gegeben ist und zwischen dem maximum und minimum fallt, so gibt es nor zwei einge- 
schriebene Hyperbeln, deren Mittelpuncte zwischer M" und M' liegen. Im zweiten 
Falle gibt es zwei maxima. Wenn tang% gegeben ist, so liegen die Mittelpuncte zweier 
bezüglicher Hyperbeln zwischen M" und M' und die Mittelpuncte der beiden übrigen über 
M hinaus nach L hin, nnd alle vier Hyperbeln können imaginär werden. 

Es bleibt uns jetzt noch die Frage zn beantworten übrig, ob in denjenigen Hyper- 
beln, die einem gegebenen Werthe von tang^ll, entsprechen, der Asymptoten • Winkel 
kleiner oder grosser als ein rechter Winkel ist. Wir sehen sogleich, dass, wenn 
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wir eine Diagonale der von den vier gegebenen geraden Linien gebildeten vollständigen 
vierseitigen Figar als eine Hyperbel^ in der die imaginäre Axe bis zam Verschwinden ab- 
genommen hat) betrachten (521), in Beziehung aaf dieselbe , ^ gleich Null and nicht 
gleich TT ist. Ein Gleiches findet Statt in Beziehang aof die eingeschriebene Parabel> 
wenn wir dieselbe als eine Gränze voy Hyperbeln ansehen. Da ferner nur darch eine 
gleichseitige Hyperbel hindurch der Uebergang von Hyperbeln^ deren Asymptoten- Win» 
kel kleiner als ein rechter ist, za solchen, in welchen der Asymptoten -Winkel grosser 
ist als ein rechter» Stattfinden kann, so ist offenbar, dass in demjenigen Falle, wo es 
keine gleichseitige Hyperbel gibt, welche die vier gegebene gerade Linien bertihrt, der 
Asymptoten -Winkel jeder eingeschriebenen Hyperbel kleiner ist als ein rechter. Den 
beiden maxima entsprechen also Hyperbeln, deren Asymptoten- Winkel rruixima sind, 
aber einen rechten Winkel an Grösse nicht erreichen. Wenn aber antcr den einge- 
schriebenen Hyperbeln sich zwei gleichseitige befinden» so liegen von M ans nach L hin» 
nnd zwischen M' und H, so wie zwischen H' und M" die Mittclpnncte solcher Hyperbeln» 
deren Asymptoten - Winkel kleiner als ein rechter ist und zwischen H und H' die Mittel- 
puncte solcher Hyperbeln» deren Asymptoten- Winkel grösser ist als ein rechter. Dem 
maxtmum sowol als dem ndnimum von tang^X^ entspricht ein maximum des Asymptoten« 
Winkels» der einmal kleiner, das andere Mal grösser als ein rechter ist 

Nach diesen vorläufigen Erörterungen wenden wir uns zu unserer eigentlichen Auf- 
gabe zurück. Wenn wir tj" = o setzen , das heisst alle Abstände auf der geraden Li- 
nie NL vom Pnncte M'' an (nach L hin) rechnen, so kommt: 

und hiemach erhalten wir, nach dem bekannten Yerfahren, zur Bestimmung des maxi" 
mum oder mmimum der Winkel | und ^ folgende Gleichung des vierten Grrades : 

f-[^M)-(fj:^fjJ]y'+Hvv'-^^^^^^ = o. (j) 

In dieser Gleichung können tj^ und tj^^ imaginär werden. Wenn wir alsdann 

setzen , so ist X reell und bedeutet den Abstand M'P der gemeinschaftlichen Chordc der- 
jenigen drei Kreise» welche sich über den drei Diagonalen der» von den vier gegebenen 
geraden Linien gebildeten, vierseitigen Figur, als Durchmesser, beschreiben lassen» von 
der INlitte (M") der dritten Diagonale. (Diese gemeinschaftliche Cborde ist, wenn 97^ uQd 
fj^^ imaginär sind, keine ideale.) Ueberdiess ist (6); 

nnd a bedeutet die Hälfte dieser dritten Diagonale. Hiernach können wir der letzten 
Gleichung folgende Form geben: 

y*-8(7+»,'-i)y»+3(>7,-aV-2t^'77'-a*(»7+7')]y-a^?7' = <>. (,) 

Nach dea vorangeschickten allgemeinen Bemerkungen sind die Wurzeln dieser Glei- 
chung nothwendig alle vier reell und zwei derselben beziehen sich auf Ellipsen» deren 
Annäherung zum Kreise, und die beiden übrigen auf Hyperbeln» deren Asymptoten- 
Winkel ein maximum ist Drei W^urzeln dieser Gleichung sind positiv, und die vierte, 
welche sich auf eine Ellipse bezieht, ist negativ. , 

Da die Gleichung (8) bis zum vierten Grade ansteigt^ so folgt» dass die an die Spitze 
dieser Nummer gestellte Aufgabe keiner elementaren Constmction fähig ist." Wir sehen 
sogleich, dass der Grad dieser Gleichung sich nur dann auf den dritten reduciren kann, 
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wenn tj , 17', 17, oder 17,, yerscliwinden oder anendlich werden. Die beiden letzten dieser 
vier Grössen können nor sagleich mit a Terschwlndcn. Setzen wir eine der beiden ersten 
gleich Null» so fallen von den vier gegebenen geraden Linien zwei in der ersten Axe zu- 
sammen, and wir haben solche Conren zweiter Classe za betrachten, welche die drei 
Seiten eines gegebenen Dreiecks nnd zwar eine derselben in einem gegebenen Poncte be- 
rühren. Wenn wir 7/ gleich NdII setzen nnd den gemeinschaftlichen Factor y fortlassen, 
so verwandelt sich die Gleiching (9) in folgende; 

y»— 2(17— %2_3a^^2a^7 = »• (10) 

Je na^Jidem der gegebene Berührongspanct aof der einen Dreiecksseite selbst oder aaf ih* 
rer Verlängerung liegt , beziehen sich die Wurzeln dieser Gleichung aui zwei Ellipsen 
und eine Hyperbel oder auf zwei Hyperbeln und eine Ellipse. 

Die letzte Gleichung reducirt sich auf den zweiten Grad, wenn w 17 «s setzen, 

nnd also solche Curven zweiter Classe betrachten, welche mit einer gegebenen auf der 

^ ersten Axe einen dreipunctigen Contact und ausserdem noch eine gemeinschaftliche 

Tangente haben, Auf diese Weise kommt, wenn wir den gemeinschaftlichen Factor y 

fortlassen ; 

y^2Ay— 3a* = o. (11) 

Yon den Wurzeln dieser Gleichung, die beide immer reell sind, bezieht sich die eine* 
auf eine Ellipse, die andere auf eine Hyperbel Wir erhalten hiemach eine leichte Con- 
struction folgender Au%abe: 

unter denjenigen Curven zweiter Classe^ welche eine gegebene Curve derselben Classe 
in einem gegebenen Puncte osculiren (oder, was dasselbe heisst, eine gegebene gerade 
Linie in einem gegebenen Puncte berühren und in diesem Puncte einen gegebenen Krüm- 
mungshalbmesser haben) und äberdiess irgend eine gegebene gerade Linie berühren, 
diejenige Ellipse, deren Annäherung zum Kreise und diejenige Hyperbel, deren A^mp-^ 
toten • Winkel ein maximum, ist, zu bestimmen. 

Wenn wir endlich a » o setzen, nnd also solche Curven zweiter Classe betrach- 
ten, welche eine gegebene in einem gegebenen Puncte vierpunctig osculiren, so ver- 
wandelt sich 4ie letzte Gleichung in folgende: 

y+2X =3 0. 
Der durch diese Gleichung bestimmte Werth fär y ist demjenigen gleich, der sich auf 
diejenige gleichseitige Hyperbel bezieht, welche die gegebene Curve {n dem gegebenen 
Puncte vierpunctig osculirt (64s), hat aber das entgegengesetzte Zeichen. Ans dieser 
letzten Bemerkung ist ersichtlich, dass dieser Werth von y einer Ellipse entspricht 

(641)« Also: 

Der Mitte^unct derjenigen Ellipse, welche eine gegebene Cun^e in einem gegebe- 
nen Puncte vierpunctig osculirt und dem Kreise am meisten sich annähert, ist so weit 
pon diesem Puncte entfernt, als der Mittelpunct der dieselbe Curve' in demselben Puncte 
vierpunctig oscuUrenden gleichseitigen Hyperbel. 

Dfese Ellipse ist hiernach leicht zu construiren (642). 

Wenn wir 97' ss n» setzen, so reducirt sich die Gleichunff 0) do4Qrch, dass eine ih- 
rer Wurzeln unendlich wird, auf folgende: 

2y^3i7y^2(Xj7— a*)y+a*;7 » o. (i«) 

Die Curven, die wir im vorliegendien FaUe betrachten, I^erBhren lolche vier gerade 
liinien^ von welchen zwef parallel sind, nn4 je nachdem der Durchschnittipunct der 
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beiden Übrigen geraden Linien zwischen diese beiden parallelen fallt oder nicht, beziehen 
sich die drei Wnrzeln der Gleichnqg (12) aaf zwei Ellipsen nnd eine Hyperbel oder aaf 
zwei Hyperbeln und eine Ellipse« - " . 

Wenn wir in der Gleichong (13) 17 s= o oder aoch, wenn wir in der Gleichung (10) 
^ s N setzen, das heisst, wenn wir solche Curven betrachten, welche zwei gegebene 
parallele gerade Linien nnd überdiess eine dritte gegebene gerade Linie in einem gegebe- 
nen Pnncte berühren, so kommt: 

y^ = a^ 

Die beiden Wurzeln dieser Gleichung bestimmen zwei Ellipsen oder zwei Hyperbeln, 
je nachdem der gegebene Berührungspunct auf der dritten geraden Linie zwischen den 
beiden parallelen liegt oder nicht. Wenn man über demjenigen Segmente jener dritten 
geraden Linie, welches von diesen beiden parallelen geraden Linien begränzt wird, als 
Durchmesser, einen Kreis beschreibt, und in diesem Kreise denjenigen Durchmesser zieht> 
der den letztgenannten geraden Linien parallel ist, so sind die Scheitel dieses Durchmes- 
sers die Alittelpuncte der beiden zu bestimmenden Curven. Und zwar kommt, bei dieser 
Bestimmung, die Lage des gegebenen Bernhrungspunctes auf der dritten gegebenen ge- 
raden Linie auf keine Weise in Betracht. 

%. 11. 
Allgemeine Schemata. 

659. Es seien: 

ü « o, • U' = o, U" = o, (.) 

die Gleichungen irgend dreier Oerter zweiter Classe, welche zwei gemeinschaftliche Tan- 
genten haben, und 

^ W saa 

sei die Gleichung des Durchschnittspunctes dieser beiden Tangenten. Alsdann erhalten 
wir, bei gehöriger Yerbindung der drei Gleichungen (l), Gleichungen von folgender Form : 

U — ^^"ü' s= w.u" = o, 

U— iu'ü" = W.u' = 0, (a) 

U' — AtU" s=^ w.u =s 0. 
Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichungen von einander abziehen, so kommt: 

lilS — iu'U" = w(u' — xl\ 
eine Gleichung, die, was ihre Form zeigt, mit der dritten der Gleichungen (2) identisch 
sein muss, wonach wir 

/u n CS u— n ^ 

erhalten. Es liegen also die drei, durch folgende Gleichungen: 

u" = 0, n = o, u s» o, 

dargestellten, Puncte'in gerader Linie. Hiemach erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn irgend drei Oerter zweiter Classe zwei (reelle oder imaginäre) gemeinschaft- 
liche Tangenten haben, so liegen die Durchschniitspuncte der noch übrigen dreimal 
zwei {reellen oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten in gerader Linie. 

Wenn die drei in Rede stehenden Oerter zweiter Classe eine gegebene gerade Linie 
in einem gegebenen Puncte berühren, so haben je zwei derselben einerseits zwei znsam«* 
menüadlende Durchschnittspuncte nnd andrerseits zwei zusammenfallende gemeinschaftliche 
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Tangenten. Es geben iJso za gleicher Zeit die drei gemeinschaftlichen Chorden je zweier 
Oerter dorch denselben Panct (383), und die drei Dorcbschnittspancte der drei Paare 
gememschaftlicher Tangenten liegen in gerader Linie. 

Wenn die drei Oerter zweiter Classe Parabeln sind, so liegt eine gemeinschaftlicbe 
Tangente je zweier derselben nnendlich weit. Da alle unendlich weit entfernt liegenden 
geraden Linien derselben Ebene als zasamme^fallcnd za betrachten sind, so geschieht 
den Yoraussctznngen des vorstehenden Satzes Genüge, wenn alle drei Parabeln eine ein- 
zige gegebene gerade Linie berühren, oder (wenn diese gerade Linie, indem sie parallel 
mit sich selbst bleibt, immer wei(er for^rijckt) wenn die Durchmesser derselben parallel 
sind (585). 

Endlich können wir auch für die drei in Rede stehenden Oerter drei solche nehmen, 
welche einen gemeinschaftlichen Brennpnnct haben« 

660. Wenn wir mit zwei Carven zweiter Classe ein System von zwei Punc-Fig. 26. 
ten zusammenstellen wollen, so können wir diese Pnncte auf zwei gemeinschaftlichen 
Tangenten jener Curven beliebig annehmen. Hiernach erhält man sogleich ans dem obi- 
gen Satze den nachstehenden. 

Wenn man (^on irgencf zwei Punkten (C, C) zfveier gemeinschaflUcher Tangenten 
zweier gegebener Cun^en zweiter Classe noch vier Tangenten an die beiden Curven 
legty so bilden diese Tangenten ein Viereck ^ dessen eine Diagonale (SS) durch einen 
festen Punct (P) geht , der unveränderlich derselbe bleibt , wie auch Jene beiden Puncte 
{Cy C) auf den gemeinschaßlichen Tangenten fortrücken mögen. 

Nach dem vorstehenden Satze ergibt sich, wenn zwei gemeinschaftliche Tangenten 
zweier gegebener Curven zweiter Classe gegeben sind, eine leichte Constmclion des 
Dnrchschnittspnnctes der beiden übrigen gemeinschaftlichen Tangenten und also können 
wir auch diese Tangenten selbig t, in dem Falle, dass dieselben reell sind, constrniren. 

Wbnn die beiden gegebenen Cnrven Parabeln sind, so können wir auf eine doppelte 
Weise den leta^ten Satz aqf dieselben tibertragea. Einmal können wir nemlich die beiden 
Puncte C und C auf zweien der dref gemeinschaftlichen l^angenten dieser Parabeln auT 
fiehmen; alsdann liegen die beiden Constructions - Pnncte S und S' auf ei^er sich immer 
parallel bleibenden geraden Linie« Das andere ]V|al können wir einen Punct, C; auf ei* 
lier beliebigen gemeinschaftlichen Tangente und den andern Punct, C« auf der unend- 
Kch weit entfernten vierten gemeinschaftlichen Tangente annehmen, das heisst, nach be- 
liebiger Richtung zwei parallele Tangenten an die beiden gegebenen Parabeln ziehen. 
Der feste Punct, P, ist alsdann der Durchschnitt derjenigen beiden gemejnschaftlichci) 
Tangenten, auf denen ^ nicht angenommen worden ist 

661. Der S^lz der vorigen Nummer erleidet mancherlei Modificationen, wenii |wi* 
sehen den beiden gegebenen (^urven beson(|cre Beziehungen (Statt finden. Wif wollen 
sogleich zwei siph dreipunctigosculirende Curvpn l^etrachten. Alsdaqn fallen drej 
genieinschaftliclie Tangenten in der Tangente im Oscu)a^onspunct4} zusammen und es 

gibt ausserdem nur noch eine einzige gemeinschaftliche Tapgente. Nehmpf^ wir ^Iso di^ f Jg« 27. 
beiden Pnncte C und C auf dpr Tangente im Oj^cplationspunctp bplipbig an , sp \^% dpi^ 
feste Puncto P , der Dnrchschni^ dieser Tafigentfi pijj der pinjKipf Rqcl} fi})ri^^i) |0fnpi)}f 
schaftlichen Tangente. Also; 

?9^ 
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fVenn man pon irgend zwei beliebigen Puncten der Tangente im Oseulationspuncte 
zweier oder mehrerer sich dreipunctig oscuUrender und überdiess dieselfie gerade Linie 
berührender Cur Pen zweiter Classe an Jede derselben noch zwei Tangenten zieht, so Uegt 
der Durchschnittspunct dieser beiden Tangenten auf einer festen geraden Linien und diese 
feste gerade tinie geht durch den Durchschnitt der gemeinschaftlichen Tangente mit 
der Tangente im Oseulationspuncte. 

.\n diesen Satz knüpft sich die Conslrnction folgender Anfgabe r 

IZine Curpe zweiter Classe zu beschreiben ^ die eine gegebene in' einem gegebenen 
Puncte osculirt, und überdiess irgend zwei gegebene gerade Linien berührt. 

Es sei (Fig^ 27) O der gegebene Ponct, in welchem die gegebene Carve OM oscnlirt 
werden soll, die Tangente in diesem Poncte werde von den beiden gegebenen > in S sich 
schneidenden, geraden Linien in den beiden Poncten C nnd C geschnitten, Yon diesen 
beiden Fanden lege man an die gegebene Carve die beiden Tangenten CS' and CS', de- 
ren Darchschnittspanct S' ist. Endlich ziehe man die gerade Linie SS', welche der Tan- 
gente in O in demjenigen Pancte, P, begegnet, darch welchen zugleich die gemein- 
schaftliche Tangente der gegebenen and der gesachten Cnrve geht. Wenn diese gemein«» 
schaftliche Tangente gegeben oder darch Constraction gefanden worden ist, so gibt eine 
einfache Constraction, welche sich sogleich darbietet, beliebig viele Tangenten der zn 
constrai^e&den Carve. 

Eine Parabel zu beschreiben ^ welche eine gegebene Curpe zweiter Classe in einem 
gegebenen Puncte osculirt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt 

9.27,28. Diese Aafgabe ist nar eine Modification der vorigen; wir braachen nar anzonchmen, 
' dass eine der beiden vorhin gegebenen geraden Linien, «twa CS, and also aach die beiden 
Paacte S nnd C anendlich weit entfernt liegen, wie in der 28. Figar. 

Fig. 28. Eine Parabel zu beschreiben ^ die eine gegebene Curpe zweiter Classe in einem gt- 
gebenen Puncte osculirt und deren Durchmesser einer gegebenen geraden Linie parat- 
lel sind. 

Diese Aufgabe ist wiederum eine Modification der vorigen. Wenn die gerade Linie 
CS die gegebene ist nnd, parallel mit sich selbst, immer weiter fortrückt, so nähert 
sich die Tangente CS' immer mehr der Tangente CS', der Panct S' immer mehr dem 
Bertthrongspancte a aaf der letztgenannten Tangente. Wenn wir daher an parallel mit 
der gegebenen geraden Linie ziehen, so erhalten wir denjenigen Panct, tt, durch welchen 
die gemeinschaftliche Tangente der gegebenen und der gesuchten Curve geht. 

Fig« 27. 5^. Wenn wir annehmen, dass der Pnnct C mit dem Puncte C zusammcnföllt, so 
erhalten wir die Beriihrungspnncte a und a statt der Puncte S und S'. Also : 

Wenn man Pon irgend einem Puncte der Tangente im Oseulationspuncte zweier 
Curpen zweiter Classe zwei Tangenten an dieselben legt, so liegen die beiden Beruh* 
' rungspuncte auf diesen Tangenten mit dem Durchschnitte der gemeinschqßüchen Ttm- 
gente beider Curpen und jener Tangente im Oseulationspuncte in gerader Linie. ^ 

Nach diesem Satze können wir sogleich in den Au%aben der vorigen Nummer auf 
jeder Tangente den Bcrührungspunct finden. Wir erhalten zum Beispiel den Bertthrungs- 
punct a aoi CS, wenn wir durch P und den Berührungspunct a\ der auf der gegebenen 
Curve liegt, eine gerade Linie legen. 

Wir können «hiernach femer auch folgende Au%abe construiren : 
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Eine Curpc zweiter Ctasse zu beschreiben^ welche eine gegebene in einem gegebenen 
, Puncte oseulirt^ eine gegebene gerade Linie berührt und durch einen gegebenen 
Punct geht. 

Wir wollen zavörderst voraassetzcn , dass die gegebene gerade Linie die gegebene 
Carve berühre. Demnach sei OM die gegebene Curve, O der Oscplalionspnnct, a der 
gegebene Ponct nnd PT die gegebene gerade Linie, welche der Tangente im Oscula* 
tionspnnctc in P begegne. Man ziehe die gerade Linie aV ^ von welcher die gegebene 
Carve in a nnd a^ geschnitten werde« In diesen beiden Poncten constrnire man die Tan- 
genten , welche der Tangente in O in zwei P.uncten begegnen. Wenn man diese Dorch- 
schnittspnncte (von welchen C der eine ist) mit dem Pancte a verbindet, so erhält man 
zwei Tangenten derjenigen beiden Carven, welche den Fordernngen der Aufgabe Genüge 
leisten. 

Wenn die gegebene gerade Linie keine Tangente der gegebenien Corve ist, so können 
wir leicht irgend eine andere Curve zweiter Classe constroiren, welche die gegebene in 
dem gegebenen Puncte oscnlirt nnd die gegebene gerade Linie berührt: und diese Curve 
alsdann statt der gegebenen betrachten. Es bieten sich in dieser Construction mehrere 
Vereinfachungen dar. 

Als Modifieation der letzten Angabe können wir folgende ansehen : 

Eine Parabel zu beschreiben^ welche eine gegebene Parabel (beliebige Curve zweiter 
Classe 9 beliebige Curve) in einem gegebenen Puncte osculirt und durch einen zweiten 
gegebenen Punct geht. 

663. Wenn man , statt die Puncte C nnd C beide auf der Tangente im Oscula- ^'g* ^9^ 
Uonspuncte zweier Curven zweiter Classe anzunehmen, einen derselben auf der gemein- 
schaftlichen Tangente annimmt, so ergibt sich folgender Satz : 

Wenn man von irgend zwei Puncten der Tangente im Osculationspuncte und der 
gemeinschaftlichen Tangente zweier sich drcipunctig osculirender Curven zweiter Classe 
an jede Curve noch zwei Tangenten zieht , so schneiden sich solche zwei Tangenten- 
Paare in solchen zwei Puncten^ die mit dem Osculationspuncte in gerader Linie liegen. 

Hiernach ergibt sich eine neue Construction der ersten Aufgabe der 66l. Nummer, 
die auch dann unmittelbar ihre Anwendbarkeit behält, wenn der Durchschnitt der Tan* 
gente im Osculationspuncte und der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen und der 
ra construirenden Curve sehr t«rcit entfernt liegt Es sei wiederum OM die gegebene 
Curve, die in O osculirt werden soll, es seien SC nnd SC die beiden zu berührenden 
ßeraden Linien. Den Durchschnitt dieser beiden geraden Linien, S, verbinde man mit Q, 
lege ron C, dem Durchschnitte einer (beliebigen) derselben mit der Tangente in O die 
Tan<'ente CS' an die gegebene Curve, von welcher OS in S' geschnitten werde, und 
endlich von S' die Tangente ^'G an die gegebene Curve, von welcher SC in C geschnit- 
ten werde. C ist alsdann ein Punct der gemeinschaftlichen Tangente der gegebenen nnd 
der zu construirenden Curve. 

Um (etwa) auf der gegebenen geraden Linie CD den Bcrührongspunct zu bestimmen, 
legen wir vom Puncte D aus, in welchem diese gerade Linie der gemeinschaftlichen Tan- 
gente DC begegnet, die Tangente Da an die gegebene Curve, nnd verbinden dann den 
Punct a, in welchem diese Tangente nnd die Tangente CS' sich schneiden, mit dem 
Osculationspuncte O durch eine gerade Linie. Diese gerade Linie bestimmt alsdann anf 
CS den gesuchten Berührungspnnct o. 
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Man erbalt eben£atlls aas dem Yorstebenden andere Constmctioncn flir die übrigen 
Angaben der beiden vorigen Nammern. 

664. Wenn wir swei sieb doppelt berilbrende Corven mit einem Systeme ron 
zwei Poncten zasammmenstellen 9 so erbalten wir folgende beiden Sätze: 

fVenn man von irgend zwei Puncten der beiden gemeinschaßlichen Tangenten zfveier 
sich doppelt berührender Curven zweiter Classe noch zwei Tangenten an jede derselben 
legtj so schneiden sich diese zweimal zwei Tangenten in solchen zwei Puncten ^ die mit 
dem Durchschnittspuncte der gemeinschaßlichen Tangenten in gerader Linie liegen. 

Wenn man von irgend zwei Puncten einer der beiden gemeinschaßUchen Tangenten 
zweier sich doppelt berührender Cun^en zweiter Classe noch zwei Tangenten an Jedg 
derselben legt^ so schneiden ^ich diese zweimal zwei Tangenten in solchen zwei Puncten^ 
die mit dem Berührungspuncte auf der andern gßnüsimchßßUchen Tangente in gerader 
Linie liegen, 

leb übergebe alle einzelnen Constraetionen , die sieb an diese beiden Sätze anknä« 
pfen. Wenn die beiden Cnrven unter einander, statt des doppelten Contaetes, einen 
vierpuqctigen baben 9 so erbalten wir den Satz der 587* Nammer« leb besebränke mich 
bier ebenfalls darauf, bloss zu erinnern, dass die beiden Corven aueb Hyperbeln oder 
Parabeln sein können , die sieb in unendlieber Entfernung oseulircn. Wir kommen als- 
dann zu Sätzen und Construetionen, von denen wir einige direct scbon in der 595. Num- 
mer bergelcitet baben. 

Fig, 8Ö. 665. Wenn wir mit einer Curve zweiter Classe zwei Systeme von zwei 
Puneten zusammenstellen , so müssen , naeb den Yoraussetzungen der 659« Nummer, 
die Punete dieser beiden Systeme ß und B', C und C, wie in der 30. Figur, auf zwei 
Tangenten BC und P'C der Curve angenommen werden. Die drei Punete, welehe in 
gerader Linie liegen, sind alsdann S> der Durdbscbnitt der von B und 3' an die Curve 
gelegten Tangenten BS und B'S, ferner S' der Durebsebnitt der beiden Tangenten CS' 
und CS' und endlieb P , uätet Durebsebnitt von BC und 3'C» Der hiennit bewiesene 
Satz ist also der bekannte ßRIANCHONsebe. 

Die drei Diagonalen eines um eine Curve zweiter Classe beschriebenen Sechsecks 
gehen durch ein und denselben Puncto 

Fig. 31 . 666. Wir können endlieb noeb (Fig. 31) drei Systeme von s^wei Puneten: 
A qnd A', B und B', C und C zusammenstellen, die auf zwei geraden Linien vertbeilt 
liegen. Die drei in gerader Linie liegenden Durebsebnitt^punete sind alsdann folgende: 

(AB' AB), (AC, A'C), (BC, BC), 

oder S , S' und S". Da wir die beiden Punete jedes Systems mit einander vertauscben 
können, so eirbaUep wir scebsmal drei soleber Durebsebnittspunete und biernaeb folgen- 
den Satz. 

Wenn man auf jeder vqn zwei gegebenen geraden Unißn drei Punete beliebig an- 
nimmt und diese Puncto durch ne\in gerade Linien verbindet ^ so -erhält man sechsmal 
drei Durchschnittspuncte , die in gerader LUme liegen. (427) 

667. Wir sind in den letzten Nummern zu versebiedenen einzelnen Fällen des Satzes 
der 659. Nummer gekommen, indem wir besondere Yoraussetzungen über die Natur der 
drei zusammengestellten Oerter zweiter Classe , und über die beiden , ibnen allen dreien 
gemeinsebaftlieben , Tangenten gemaebt baben« Wir gelangen noeb zu andern speeiellen 
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Sätzen, wenn wir Über die übrigen gemeinschaftlichen Tangenten je zweier der drei Ocr- 
ter besondere Bestimmungen machen, und namentlich annehmen , dass dieselben paar- 
weise zusammenfallen. Auf diese Weise ergibt sich unter andern Sätzen auch der nach* 
stehende; 

, Wenn von solchen Curi^en^ wekhe alle zwei gegebene gerade Linien berühren^ zwei 
von jeder der übrigen berührt werden, so gehen diejenigen geraden Linien ^ welche die 
jedesmaligen beiden Berührungspuncte auf jenen beiden Curven verbinden, durch einen 
festen Punct. 

Dieser feste Punct ist ein homologer Punct jener beiden Cnrven , die wir durch K 
und K' bezeichnen wollen, und zwar derjenige, welcher mit dem gemeinschaftlichen ho- 
mologen Puncte aller Curven zusammengehört. Wenn man statt der beiden Curven K 
und K' zwei Puncten- Systeme B und B', C und C, oder, was dasselbe bedeutet^ zwei 
(begränzte) gerade Linien BB' und CC nimmt, so sind alle berührendi^n Cnrven dem- 
selben "Viereck BCCB' eingeschrieben und wir erhalten folgenden bekannten Satz: 

Diejenige gerade Linie, welche die Berührungspuncte auf zwei gegenüberliegenden 
Seiten eines einer gegebenen Curve zweiter Classe umschriebenen Vierecks verbindet, 
geht durch den Durchschnitt der Diagonalen desselben. 

Wenn einer von solchen vier Oertern zweiter Classe, welche zwei gegebene gerade 
Linien bdrnhrcn, die drei übrigen Oerter ebenfalls berührt, so bilden die drei Berührungs- 
puncte ein Dreieck, dessen Seiten durch die drei (659) *^^ gerader Linie liegenden homo- 
logen Puncte je zweier der letztgenannten drei Curven gehen. Die Bestimmung der drei 
Berührungspuncte, wenn wir diese drei Curven als gegeben betrachten, kommt also 
darauf hinaus, ein Dreieck zu beschreiben, dessen Winkelpuncte auf drei gegebenen 
Cnrven liegen und dessen Seiten durch drei bekannte , in gerader Linie liegende Puncte 
gehen. Diese Au%abe, von der noch bei einer späteren Gelegenheit die Rede sein wird, 
gestattet, im Allgemeinen, acht verschiedene Auflösungen, und die Constrnction dersel- 
ben lässt sich, im vorliegenden Falle^ auf elementarem Wege ausführen. Hier beschränke Fig* ^l* 
ich mich auf den Fall, dass, statt der drei Curven, drei Pnncten - Systeme A und A', 
B und B', C und G gegeben sind , wo wir alsdann folgender Aufgabe begegnen : 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben, die ßlnf gegebene gerade Linien berührt. 

Zwei dieser fünf geraden Linien sind JVlN und M'N'. Die Bestimmung der Berüh- 
rungspancte auf den drei übrigen^ auf AA', BB' und CC, kommt darauf hinaus, dem 
von diesen geraden Linien gebildeten Dreieck -ein anderes einzuschreiben, dessen Seiten, 
durch die drei Puncte S, S' und S" gehen. Diese Constrnction ergibt sich sogleich aus 
dem bekannten Satze, dass der geometrische Ort für die dritten Winkelpuncte solcher 
Dreiecke, deren beide ersten Winkelpuncte auf zwei gegebenen geraden Linien liegen 
und deren Winkelpuncte durch drei in gerader Linie liegende Puncte gehen, eine neue 
gerade Linie ist. '^) 



*) Wenn fünf Tangenten einer Curve zweiter Classe gegeben sind, so können wir die Be- 
riihrangspnncte auf denselben aoch nach dem BaiANCHON'schen Satze (665) bestimmen, 
wenn wir annehmen, dass zwei Seilen des umschriebenen Sechsecks zusammenfallen und 
wir also statt desselben ein Fünfeck und auf einer Seite desselben den Beruhmngspnnct er* 
halten« Wir brauchen alsdann nur auf ganz ähnliche Weise, wie in der 31d* Nummer, zu 
constmiren. 
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668« *E4 sei , indem wir tu einem zweiten Schema iibei|;eben9 

ü = o 

die Gleichimg irgend eines Ortes zweiter Classe, der von zweien andern, deren Gieichan« 

ffen folgende seien: 

» U «= 0, ü «5 o, 

doppelt berührt wird. Alsdann erhalten wir, bei gehöriger Bestimmung von /i' und f$\ 

folirende identische Gleichungen: 

indem wir durch 

p « 0, q « 0, (f) 

die Gleichongen des Darchschnittsponctes der gemeinschaftlichen Tangenten des ersten 

und zweiten nnd des ersten nnd dritten Ortes darstellen nnd in den zweiten Theilen 

der Gleichungen (l) das gehörige Zeichen nehmen. Wenn wir die beiden Gleichungen 

(1) von einander abziehen, so kommt: 

nV-^"V - ±(p«±q»). (3) 

Wenn in der Klammer dieser Gleichung das pntere Zeichen genommen werden 
muss, so stellt die Gleichung 

/tV-zt-ü- « ±(p«-q') = ±(p-Hl)(p-q) = 
ein System zweier Puncte dar, die, was der erste Theil dieser Gleichung zeigt, zwei 
xusammengehörige homologe Puncte des zweiten und dritten gegebenen Ortes sind. Die 
Gleichungen dieser beiden Puncte sind; 

>+q = 0, p— q "=0; 

die Puncte selbst liegen also mit den Puncten (3) in gerader Linie und bilden mit densel«- 
ben ein System von vier harmonischen Theilungspuncten. (410} ' * 

Wenn in der Klammer der Gleichung (3) das obere Zeichen gilt, so stellt die Glei^ 

chung 

? >f'ü'-M"U" - ±(p«+q') = o 

zwei imaginäre Puncte > oder, mit andern Worten, eine gerade Linie dar, die, was der 
erste Theil dieser Gleichung zeigt, eine homologe gerade Linie der zweiten und dritten 
gegebenen Gurve ist Diese gerade Linie enthält die beiden Puncte (2), denn die letzte 
Gleichung wird befriedigt^ wenn die Gleichungen dieser Puncte beide zugleich befriedigt 
werden. Also : 

Wenn ein Ort zweiter Classe ztpei andere Oerter derselben Ctasse beide doppelt 
berührt, sq liegen die beiden Durchschnittspuncte der {reellen oder imaginären) ge» 
meinscha/tlichen Tangenten des ersten und jedes- der beiden übrigen Oerter, und zfpei 
(reelle oder imaginäre) homologe Puncte der letztgenannten Oerter in gerader Linie 
und sind ^i^r harmonische Theilungspuncte. 

Statt der doppelten Berührung können wir in den rorstehenden Entwicklungen insbe« 
sondere auch eine vierpunctige Osculation nahmen; an die ßtelle des Durchschnittes der 
beiden gemeinschaftlichen Tangenten tritt alsdann der Osculationspunct * 

Wenn wir mit einer Cnrve ein System von zwei Pnncten zusammenstellen wollen» 
so mttssen wir, we^n von einer doppelten Berührung die Rede ist, ^i^^e Pupcte ;|pf Atsqk 
Umfange der Curve annehmen« Will man zwei Systeme von zwei Puncten zusammenstel- 
len , so mttssen , nnter gleicher Voraussetzung , alle rier Puncte in gerader Lin^ liegen. 
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Hiernach ergeben sich mancherlei einzelne Sätze ^ von denen wir beispielsweise nar ei- 
nige hervorheben wollen. 

« 

669. Wenn wir für den ersten Ort irgend eine Cnnre nnd für die beiden andern 
Oerter zwei Poncten-^ Systeme nehmen^ so dass also eine Curve nnd vier Pnncte auf dem 
Umfange derselben gegeben sind, so begegnen ¥rir folgendem Satze: 

Wenn man in eine Cun^e zweiter Classe ein Viereck beschreibt ^ dessen Winkel- 
puncte die Berührungspuncte auf den Seiten eines derselben umschriebenen Vierecks 
smdy so liegen die Durchschnittspuncte der beiden Paare nicht an einander anstossender 
Seiten Jedes der beiden Vierecke alle vier in gerader Linie und bilden vier harmonische 
Theilungspuncte. - ' 

Dieser Satz nmfasst alle verschiedenen Fälle, wenn wir die Definition des Yierccks 
ganz allgemein nehmen. 

670. Wir wollen ferner für den ersten Ort eine Corve nehmen und mit derselben . 
eine zweite dieselbe doppelt berührende Carve und ein System von zwei auf dem Um- 
fange derselben liegenden Ponctcn zusammenstellen , und zuvörderst voraussetzen, dass 

die beiden Curven sich vierpunctig osculiren. £s sei (Fig. 32) OMN die erste, Fig. 32. 
OPQ die zweite Curve und M und N seien die beiden gegebenen Puncte. Wenn wir, 
alsdann von M und N vier Tangenten an die gegebene Curve legen, so bilden diese vier 
'J'angenten eine vollständige vierseilige Figur^ deren eine Diagonale (In der Figur SS') 
durch den Oscolationspunct geht« Hiernach ergibt sich eine X^lonstruction fplgcndcr Auf- 
gabe : 

Eine Qurve zweiter Clas$e zu beschreiben y die eine gegebene vierpunctig osculirt 
und überdiess durch irgend z,(pei gegebene Puncte geht. 

Die gegebene Cprve sei OPQ, die gegebenen Puncle M und N und zunächst werde 
der Osculationspunct gesucht* Man lege zu diesem Ende von jedem der beiden gcgpbe- 
nep Pupcte zwei Tangenten an die gegebene Curve. Diese beiden Tangenten - Paare 
schneiden sich in deQ vier Puncten S nnd S', S" und S", durch welche sich noch zwei gp- 
rade Linien SS' und S"S'" legen lassen. Diese beiden geraden Linien schneiden die ge- 
gebene Curve, im Allgemeinen, in vier Puncten O, O', O" und O'", und diese Puncte 
sind diejenigen, in welchen die gegebene Curve von denjenigen Curven, die den Forde- 
rungen der Aufgabe Genüge leisten, und deri^n es also, im Allgemeipen, vier gibt, qs« 
f:ulirtwird. 

Wir können hiernach ferner sogleich die Tangenten (etwa) derjenigen Curve, welche 
die gegebene in O oscpllrt, in den beiden gegebenen Puncten M nnd N construiren, da 
P, der Durchschnittspunct derselben, der yierte harmonische Theilungspunct zu dei^ 
drei Puncten O, S ijnd S' ist (669^ 

Wir wollen femer folgende Aufgabe eonstrniren: 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben ^ die eine gegebene doppelt berührt und 
überdiess durch drei gegebene Puncte geht. 

Wenn wir die gegebene Curve nach einander mit irgend zweimal zwei der drei gege- 
benen Pnncte zusammenstellen, so erhalten wir zweimal zwei Linien -Paare, die dem 
Linien - Paare SS' qnd S"S'" der 32. Figur entsprechen. Diese beiden Linien - Paare 
schneiden sich in vier Puncten nnd diese vier Pnncte sind die Durchschnittspuncte der 
(reellen oder ipiagiAären) gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Cnrvc qnd derjc- 

n. 30 
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mgen vier, welche den Bedingnngen der Aafgabe Genüge leisten. Die Tangenten dieser 
Canren in den drei gegebenen Ponclcn lassen sich wiederooi leicht constmiren. 

Da drei gegebene Pancte sich anf dreifache Art za zwei combinircn lassen, so erhalten 
wir dreimal zwei gerade Linien, die nothwendig darch dieselben vier festen Pancte gehen 
müssen. Diese vier Pancte sind diejenigen, in wejchen sich die drei Diagonalen von 
solchen der gegebenen Carve amschriebenen Sechsecken schneiden» deren Seiten, paar- 
weise genommen, durch die drei gegebenen Pancte gehen. Wir sind also auf indircctem 
Wege za dem BRIANCHON'schcn Satze vom umschriebenen Sechsecke (666) gelangt nnd 
haben zugleich eine geometrische ßedeatong des Durchschnittspanctcs der drei Diagona- 
len nachgewiesen. Es ist ncmlich dieser Panct der Dnrchschnittspunct der (reellen oder 
imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten der gegebenen Carve und einer andern, welche 
dieselbe doppelt berührt nnd ausserdem durch die drei Durchschnitte der gegenüberlie- 
genden Seiten des amschriebenen Sechsecks geht* 

671. Wenn wir drei Oerter betrachten, von welchen jeder den ersten gegebenen 
Ort doppelt berührt nnd 

fbr die Gleichung des nea hinzugekommenen Ortes nehm<!ti, so erhalten wir nach dem 

Schema der 668. Nummer, wenn 

r Ä o 

die Gleichung des Durchschnittes der gemeinschaftlichen Tangenten des ersten Ortes 

nnd des nea hinzugekommenen ist and wir den Coefficienten fi" gehörig bestimmen: 

^'Ü'-A^^U" = ±(p^-q^) - o, 
^'U'-A^'TJ'" - ±(p^-r^) « 0, (4) 

^'Xr'-At'"ü"' « ±(q*-r^) = 0. 

Wenn wir die beiden ersten dieser drei Gleichungen von einander abziehen^ so kommen 

wir za der dritten Gleichung. Hierin ist folgender Satz enthalten : 

Wenn ein gegebener Ort zweiter Classe pon dreien andern Oertern derselben 
Glosse doppelt berührt fpird, so sind diejenigen drei Paare homologer Puncte Je zweier 
der letztgenannten Oerter ^ welche mit den bezüglichen Durchschnittspujy;ten der {reel- 
len oder imaginären) gemeinschaftlichen Tangenten jedes dieser Oerter und , des ersige^ 
nannten in gerader Linie liegen , die gegenüberstehenden Winkelpuncte einer vollstän- 
digen vierseitigen Figur. 

Die vorstehenden Gleichungen (4) beziehen sich ansschliesslich aaf denjenigen Fall, 
wo die bezüglichen homologen Puncte je zweier derjenigen drei Carven, welche die erste 
gegebene doppelt berühren, reell sind. Es können auch vier dieser drei Puncte ima- 
ginär sein, alsdann müssen wir in jenen Gleichungen entweder das Zeichen von p^ oder 
von q^ oder von r^ ändern. In diesem Falle gestattet der letzte Satz unmittelbar keine 
geometrische Construction. 

Ich kann auch hier einige besondere Fälle des letzten Satzes, den vollständig za dis- 
catiren der Raum verbietet > nicht unerwähnt lassen. 

fr0L Wenn wir (lir den ersten gegebenen Ort eine Girve nnd für die drei übrigen 
drei Systeme von zwei Pnncten, die alsdann auf dem Umfange der Carve liegen müssen nnd 
die aach theilweise zusammenfallen und anch beliebig mit einander verwechselt werden kön- 
■en, nehmen, so erhalten wir den PASCAL'schen Satz vom eingeschriebenen Sechseck, 
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der nns eben so oft pnd ongesacht begegnet, als er eine ^osse Rolle in dieser Art von 
Untersachongen spielt. 

Ö78. Wenn wir {i^t den ersten gegebenen Ort zweiter Classe ein System von zwei 
(reellen oder imaginären) Panctcn , und für die übrigen drei Oerter Cnrven nehmen, nnd 
diese Corven also eine gemeinschaftliche Chorde haben, so liegen Tiermal drei Dorch- 
schnitte der gemeinschaftlichciL Tangenten je zweier Corven in gerader Linie. Und dieser 
Satz besteht endlich auch dann, wenn jene gemeinschaftliche Chorde anendlich weit 
liegt, das heisst, wenn die Corven irgend drei ähnliche and ähnlich liegende, insbcson* 
dcre drei Kreise, sind. Er erhält alsdann folgende Aassage : 

Die Durchschnittspuncie der äussern und innere {reellen oder imoßinären) gemein^ 
$chaßlichen Tangentef^ je zfpeier irgend dreier gegebener Kreise 9 sind solche sechs 
Punctet von denen viermal drei in gerßder Linie liegen (l64), ^ 

674* Wenn wir für den ersten gegebenen Ort ein Pancten - System and ftir die drei 
übrigen Oerter ein zweites Pancten - System nnd zwei Corven nehmen , so müssen , den 
Yoranssetzungen gemäss, diese beiden Corven sich in den beiden Pancten des ersten 
Systems schneiden and mit denselben Pancten müssen die Pancte des zweiten Systems 
in gerader Linie liegen, ifieroach erhalten wir folgenden Satz: 

Wenn mßn von irgend zfPei Puncten einer gemeinschaftlichen Chorde irgend zuveier 
Curven zweiter Classe vier Tangenten an jede derselben legt^ so erhält man zwei voll- 
ständige vierseitige Hguren^ die den Curven beiden zugleich umschrieben sind, und in 
jeder Figur also , ausser den beiden Puncten der gemeinschaßlichen Chorde noch zwei 
Paare gegenüberliegender ffinkelpui}cte. Zwei homologe Puncte und zwei, auf zwie- 
fache Art zu wählende, Paare gegenüberliegender IVinkelpuficte ßer beiden umschrie* 
penen f*iguren bilden die Winkelpuncte einer neuen vollständigen vierseitigen Figur ^ 

Wenn wir annehmen, dass die beidpn auf der gemeinschaftlichen Chorde der beiden 
Corven liegendei^ Pancte zusammenfallen, so erhalten wir, statt des letzten Satzes, den ' 
nachstehenden } 

Wenn man von irgend einem Puncte einer gemeinschajf\ichen Chorde irgend zweier 
Curven zweiter Classe zwei Tangenten on Jede derselben' legt, so schneiden ^ich die j er 
jiigen vier geraden Linien, welche die beiden Berührungspuncfe auf der einen Curve 
mit den beiderf, Berührungspuncten auf der andern Curve verb'nden, in jfwei zu'sam- 
inengehörigen hqmologen Punpten der beiden Qnrven (387). 

Wir können die beiden Sätze dieser Nommer zqr Constroction der gemcinschaftlicbcq Pig* 3?i 
Tangenten zweier gegebener Cnrven zweiter Classp anwenden, ifenn wir zifei Durch« 
schnittspancte dieser Corven l^enpen. Hipr wollen wif* Beispielsweise denjenigen Fa|l nlf^ 
|icr betrachten, wq die beiden gegebenen Corven eine Hyperbel and ein Kreis siqd, di^ 
sich in vier reellen Pancten A, ß, C nnd D schneiden and keine gen^ejascliaftlichei) 
Tangenten haben; and wollen die beiden reellen homologen ^onctp derselben construi-r 
ren. Wenn wir zq diesem Elndp von irgend einpm Pancte Pder gemei^sphafttichei) 
Chorde BD ^os zwei Tangenten an jec|c Corvo legen, so ffehen, weni^ ^| uifd N> M' 
nnd N' die vier BerQhrangsponpte ^ind, die beiden gpr^^^^ Lin|en MM* and ^[^|' dprcf^ 
den einen homologen Punct U nnd ^ie beiden gera^^n Linien il\^ pnd M'^ 4prp|^ i^Pf^ 
9n4em homologen Punct H'. 
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Wir können hierbei aach nach dem ersten Satze dieser Nammer constrairen and von 
zwei Poncicn P und P der Chorde BD ans Tangenten an die beiden Carven legen. 
- Ziehen wir zum Beispiel ^ die Tangenten PS nnd PS', P'S und PS', so geht die gerade 
Linie, welche sich darch die beiden Pancte S nnd S' legen lässt, zugleich dnrch den 
homologen Pnnct H. Nehmen wir statt der beiden Tangenten P'S und PS die beiden 
Tangenten PS^ und PS, so erhalten wir die beiden Pancte S und S,, welche mit dem 
Punctc H' in gerader Linie liegen. 

Wir würden dieselben homologen Puncte H und H' erhalten, wenn wir von Puncten 
der gemeinschaftlichen Chorde AC Tangenten an die beiden Carven legen. Aber yon 
keinem Puncte der vier übrigen Chorden AB und CD , BC und DA lassen sich reelle 
Tangenten an beide (Kurven zugleich legen, die entsprechenden homologen Puncte sind 
imagii^är. Die beiden durch diese vier, imaginären homologen Puncte gehenden homologen 
geraden Linien (6lO) erhält man auf der Stelle. Man braucht zu diesem Ende bloss die 
beiden Chordalpuncte (303) der beiden gegebenen Curven Q und Q' mit dem dritten 
Chordalpnncte Q" dnrch zwei gerade Linien zu verbinden. Auf ähnliche W^eise liegen 
die beiden reellen homologen Puncte H und H' auf der geraden Linie» welche die beiden 
Chordalpnncte Q und Q' mit einander verbindet. 

Die drei Chordalpuncte zweier Kegelschnitte sind die Winkelpuncte desjenigen 
Dreiecks y dessen Seiten die drei homologen geraden Linien derselben beiden KegeU 
schnitte sind. In Beziehung auf jeden derselben sind die drei Chordalpuncte die Pole 
der drei homologen geraden Linien^ und^ umgekehrt^ diese sind die Polaren i^on Jenen. 

(Vergl. die 310, Nummer nnd die Schlussbemerkung der 38z». Nummer.) — " 

675. Es seien, indem wir zu einem neuen Schema übergehen, 

U == o, ü' = o, ü" = o, \i) 

die Gleichungen irgend dreier gegebener Oerter zweiter Classe; alsdann stellen, wenn 
fi und /u" irgend zwei unbestimmte CoefiScienten bedeuten, die Gleichungen: 

U+A*'U' = o, UV'U" == O, (a) 

die wir, der Kürze halber, durch 

T = o, V" = 0, 

bezeichnen wollen, irgend zwei solche neue Oerter derselben Classe dar, welche respective 
mit dem ersten und zweiten, und mit dem ersten und dritten gegebenen dieselben vier 
gemeinschaftlichen Tangenten haben. Wenn wir die beiden Gleichungen (2) von einan- 
der abziehen , so erhalten wir 

(x'u^fiV" « y—T' = w = o, 

indem wir zugleich jeden der beiden ersten, vollkommen identischen Ausdrücke (juXJ'— /i'XJ'^ 
und (V'— V")^ der Kürze halber, dnrch W bezeichnen. Die letzte Gleichung zeigt, dass 
die Curve W = o einerseits mit den beiden gegebenen Oertern U' = o und U" = o 
und andrerseits mit den beiden Oertern V = o und Y" = o dieselben vier gemeinschaft- 
lichen Tangenten hat. 

Die vier gemeinschaftlichen Tangenten irgend zweier gegebener Oerter zweiter , 
Classe und die vier gemeinschaftlichen Tangenten irgend zweier anderer Oerter der- 
selben Classe, welche mit jenen beiden gegebenen und irgend einem dritten gegebenen 
dieselben gemeinschaftlichen Tangenten haben, berühren alle acht ein und denselben 
neuen Ort zweiter Classe. 
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676« Zn demselben Resultate kommen wir anch nach folgendem Schema, in welchem 

ich die Bezeichnung mit der Bezeichnung in der vorigen Mummer tibereinstimmend wähle. 

Es stellt nemlich die Gleichung 

^ -V'-ü-A^-U" « W = o 

irgend einen Ort zweiter Classe dar« Um diese Gleichung zn constmiren , setzen vnt 

znsrleich: 
"^ V-U = fiU = o und U" «0, 

U^'U" = "V" = o ^ V = o. 

Wir sehen hieraus, dass, wie oben, die beiden Curvcn U' =; o und U" = o, so wie 

,dic Curven "V' = o und V" =s o mit der Curvie W = o dieselben vier gemeinschaftli« 

eben Tangenten haben. Betrachten wir dre drei Curven U « o , U" *= o und V = o 

als gegeben, so erhält der letzte Satz folgende Aussage: 

Wenn irgend drei Oerter zweiter Classe gegeben sind, so hat jeder der beiden 

letzt ern mit einem beliebigen Orte , der mit dem andern derselben und dem ersten ge- 

• gebenen dieselben gemeinschaftlichen Tangenten hcU^ vier gemeinschaßliche Tangenten; 

die acht gemeinschaftlichen Tangenten , die man auf diese Weise erhält , berühren ein 

und denselben neuen Ort zweiter Classe. 

6Tt* Wir wollen hier nur einige ganz specielle Fälle der Sätze der beiden letzten Fig. 84. 
Nummern hervorheben , nnd zwar zuerst für die drei Oerter 

ü = 0, U' = 0, \' = o, • 

die drei Puncten- Systeme Q und Q'« R und R', S und S' nnd demnächst, ftir die bei- 
den Oerter: 

U' = o, V" = o, 

die beiden Puncten- Systeme N nnd N'i M und M' nehmen. A^^^^n berühren die acht 
geraden Linien SM, SM', STNI, STM', RN, RN', R'N und R'N' dieselbe Curve zweiler 

Classe, welche durch die Gleichung: 

W = o 

dargestellt wird nnd die Hyperbel der 34*. Figur ist. 

An das Vorstehende schliessen sich zierliche Constructionen einer Curve zweiter 
Classe an, wenn fiini Tangenten derselben gegeben sind. Diese fünf gegebenen Tangen- 
ten können wir beliebig unter den letztgenannten acht geraden Linien auswählen und er- 
halten alsdann verschiedene Constructionen der drei übrigen. 

Es seien zum Beispiel SM, SM', S'M, S'M' und RN die fünf gegebenen zu berüh- 
renden geraden Lmien* Die ersten vier dieser geraden Linien bilden ein Viereck, (das 
wir auf doppelte Weise nehmen können), dessen gegenüberliegende Winkelpuncte S 
und S', M und M' seien. Auf der fünften gegebenen geraden Linie nehme man zwei 
Puncte R und N beliebig an, ziehe RAI nnd SN, die sich in Q, und RM' und S'N, 
die sich in Q' schneiden. Femer ziehe man Q'M und QM', die sich in R', und Q'S 
und QS', die sich in N' schneiden. RN', R'N und R'M' sind alsdann drei, neue Tangen- 
ten der zu constmirenden Curve. 

Um ein zweites Beispiel zu nehmen, seien S'M, S'M', R'N, R'N' und SM die ftipf 
gegebenen geraden Linien, wodurch die Durchschnittspuncte S', R' und M bestimmt 
sind. Man nehme einen Punct Q beliebig an, ziehe QM und nehme auf dieser geraden 
Linie den Punct R wiederum beliebig an. Man ziehe QS', wodurch auf R'N' der Punct 
N', QR', wodurch auf S'M' der Punct M' bestimmt wird , ziehe RM' und R'M, die sich 
in Q' schneiden, Q'S', welche R'N in N begegnet und endlich SM', KN und RN'. 
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Fig* 55. ^8* ^^^ CurPe zweiter Classe zu beschreiben^ welche, mit einer gegebenen zut^ 
sammengestellt f zwei gegebene Puncte zu homologen Puncten hat, und überdiess eins 
gegebene gerade Linie berührt. 

Es -sei RN die gegebene gerade Linie und M and INI' seien die beiden gegebenen 
Puncle. Wenn diese Pancte beide ausserhalb der gegebenen Gurre liegen , so künnea 
wir die vorstehende Aufgabe nnmitU^lbar auf die Aufgabe der Torigen Nummer zurück« 
führen y indem wir von den beiden gegebenen Puncten Tangenten an die gegebene Curvo 
legen. Diese Tangenten werden aber paarweise imaginär, wenn M und M' innerhalb 
der gegebenen Curve liegen. In diesem Falle kommt die vorstehende Aufgabe darauf 
hinaus y eine Curve zweiter Classe zu beschreiben» welche fünf gegebene gerade Linieii» 
von welchen zwei und zwei imaginär sind, berührt. Diese im;iginären geraden Linien 
lassen sich allgemein als die imaginären gemeinschaftlichen Tangenten zweier gegebener 
Curvcn zweiter Classe geometrisch bestimmen, oder auch, wie in dem vorliegenden 
Falle, durch die eine dieser Curven und durch zwei innerhalb derselben liegende Puncto 
M und ISr, die reellen Dnrchschnittspunctc der beiden Paare imaginärer gemeinschaft- 
lichen Tangenten. 

Die Construction dieser Aufgabe stimmt buchstäblich mit der ersten Construction 
der vorigen Nummer überein, wenn wir nur die gegebene Curve an die Stelle des gege- 
benen Puncten -Systeqfis S ond S' setzen. Cs ist daher hinreichend, bloss die 35. Figur 
hinzuzufügen* 

'679. Wenn man annimmt ^ dass die beiden gegebenen Puncte, M und M', znsamt- 
menfallen, so besteht noch immer die erste Construction der 677. Nummer, gibt abef 
alsdann nur eine einzige neue Tangente, Die verlangte Curve hat alsdann mit der gege- 
benen einen doppelten Contact, der imaginär wird, wenn die zusammenfallenden Puncte 
innerhalb der gegebenen Curve angenommen werden. 

Eine Curve zweiter Classe zu beschreiben , welche mit^einer gegebenen auf einer 
gegebenen {jier Curve begegnenden oder nicht begegnenden) geraden Linie einen (reefi 
len oder imaginären) doppelten Contact hat, und überdiess eine zweite gegebene ge-i 
rode Linie berührt. 
Fig. 90. £^ <ci PP ^^^ ^rste gegebene gerade Linie , im Pole derselben , in Beziehung auf 
die gegebene Curve, nehme man die beiden zusammenfallenden Puncte M und M' an. 
(616) Die zweite gegebene gerade Linie sei RN, und auf derselben bestimme man will- 
kühflich die beiden Puncte R und N. Man lege vom Puncte N aus zwei Tangenten an 
die gegebene Curv^e, und verbinde die Puncte M (M') und R durch eine gerade Linie, 
welche jenen Tangenten in Q und Q' begegne« Durch Q nnd Q' lege man zwei neue 
Tangenten an die gegebene Curve, welche sich in N' schneiden, und ziehe endlich RN^ 
Diese gerade Linie ist eine peue Tangente 4cr verlangten Curve. 

Wenn man die beiden zusammenfallenden Puncte M und M' auf dem Umfange der 
gegebenen Curve, etwa in O, annimmt, so en^l^ält das Vorstehende eine neac Constrnc- 
(}on folgender Au%a))e: 

Eine Curve zweiter Clasj^e zu beschreiben , die eine gegebene in einem gegebenen 
Puncte i der auch auf einer Asymptote derselben unendlich weit liegen Aaniff tnerpunc- 
tig osculirt und überdiess eine gegebene gerade Linie berührt. 

E^ erhellet zngleich aus der letzten Construction, dass alle Curven zweiter Classe, 
welche eine gegebene gerade Linie berühren, nnd überdiess eine gegebene Cnrve derselben 
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ClassC) aof solche Weise doppelt berühren, dass die Pole der bezüglichen Berühnings- 
Chorden auf einer gegebenen geraden Linie liegen» aasserdem noch ein and dieselbe 
zweite gerade Linie berühren« An diese Bemcrkong schliesst sich eine neue Constmction 
einer Cnrve zweiter Classe an, welche eine gegebene doppelt nnd übcrdiess drei gegebene 
gerade Linien berührt, and einer Carve zweiter Classe , welche eine gegebene vicrpanc- 
tig oscjilirt und überdiess zwei gegebene gerade Linien berUhrt 

680. Die allgemeine Aufgabe , einen Ort zweiter Classe zu beschreiben, der mit zwei 
gegebenen dieselben vier, reejlen oder imaginären, Tangenten hat and eine gegebene 
gerade Linie berührt, hat immer eine einzige reelle Aaflösnng* Wenn insbesondere die 
gegebene gerade Linie eine homologe gerade Linie der beidcfn gegebenen Oertcr ist> so 
ist der verlangte Ort offenbar das System der entsprechenden beiden homologen Puncte 
der beiden gegebenen Oertcn Jede neue Tangente des verlangten Ortes, die wir nach 
der ersten Constructionsweise der 677. Nummer erhalten, fällt alsdann nothwendig mit 
der gegebenen geraden Linie zusammen. Diess ist offenbar in dem Falle, dass jene bei- 
den homologen Puncte imaginär sind und wenn es für diesen Fall gilt, muss es offenbar 
auch für den andern Fall gelten , dass jene Puncte reell sind. Hiemach erhalten wir fol* 
gende charakteristische Eigenschaft einer beliebigen homologen geraden Linie zweier ge- 
gebener Curven zweiter Classe. 

Wenn irgend zwei Curven zweiter Classe gegeben sind und man legt von einem be- 
Vebigen Puncte einer ihrer homologen geraden Linien zwei Tangenten an eine Curvc^ 
und von einem zweiten beliebigen Puncte denselben Linie zwei Tangenten an die andere 
CurvCy und endlich von zwei gegenüberliegenden Durchschnittspuncten dieser beiden 
Tangenten- Paare noch zwei Tangenten an jede Curvi\: so schneiden sich diese zwei- 
mal zwei Tangenten in zwei neuen Puncten der homologen geraden Linie. 

681. Ich darf hier diese Erörterungen nicht weiter ausdehnen, umd schliesse diese 
Abthcilnng mit einigen Andeutungen über die geometrische Bedeutung der bisher ge- 
brauchten^ unbestimmten Coefficienten. 

Wenn zwei Oertcr zweiter Classe durch folgende beiden Gleichungen gegeben sind: 

A w*+2B vw+C v^-h:2D uw-f 2 Euv+F u^ « ü « o, 
A'w^+2B Vw+C v*+2D nw-h2Euv+Fu^ = ü' « o, 
und mit diesen beiden Oerlern irgend ein dritter Ort, dessen Gleichung: 

'A"w2+2B"yw+C"vH2D"uw-l-2E"av+Fu^ « U" « o, 
dieselben vier gemeinschaftlichen Tangenten hat, so ergibt sich, wenn ij! und /«'' anbe- 
stimmte Coefftcienten bedeuten: 

U+^'U' = fiV\ (1) 

Der dritte Ort ist vollkommen bestimmt, wenn der unbestimmte Coefficient ix gegeben 
ist,« und, umgekehrt, wenn der dritte Ort gegeben ist, lässt sich leicht, auf verschiedene 
Art, der Werlh jenes unbestimmten Coefficienten construircn. Wir wollen^ was erlaubt 
ist, ohne der Allgemeinheit irgend Abbruch zu thun, A = A' = A" =s 1 setzen. Wenn 
wir die Gleichung (l), in Beziehung auf w, differentiiren, so kommt: 

dU All ^ .dll" 

dw dw dw ' 

nnd die drei partiellen Differential - Coefficienten dieser Gleichang, Aosdrücke von der 
Form (w+Bv+Du), gleich Null gesetzt, stellen die Mlttelpuncte der drei Curven dar. 
Wenn wir also die Abstände des Mittelpunctes der dritten Curve von den Mittelpancten 
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der erstea and zweiten Gurvc p nnd p' nennen, so ist nach der 410. Nammcri 

/*'=d^. (.) 

wobei wir das obere oder nntcrc Zeichen nehmen müssen , je nachdem der dritte Mittel- 

punct zwischen die beiden ersten fallt oder nicht 

Der Raum verbietet , in Constroctionen irgend einer Art hier einzugehen. ^ 

Wenn wir die Gleichung (l), in Beziehung auf v, difTercntiiren , so kommt: 

du . Äu A\y' 

dv dv ov 



Die drei partiellen Differential - Coefficienten dieser Gleichung, Ausdrücke von der Form 
(Bw+Cv+Eu), gleich Null gesetzt» stellen die drei Pole der zweiten Axe, in Beziehung 
aui die drei Curven, dar. Bezeichnen wir die Abstände des dritten Poles von dem erstea- 
qnd zweiten durch q nnd q, so kommt: 

Ap's der Zusammenstellung dieser Gleichung mit der Gleichung (2) folgt: 

B und B' sind die Abstände der Mittelpuncte der beiden erstc^ Curven von der zweiten 
Axe, 'Das Verhältniss dieser Abstände bleibt dasselbe, wenn wir diese Axe nm denjeni- 
gen Punct beliebig sich drehen lassen, in welchem dieselbe diejenige gerade Linie, 
welche jenen Mittclpunct enthält, schneidet. Also: 

Das Verhältniss der^ gegenseitigen Abstände der drei Pole einer beliebigen Transr 
Qersalen^ in Beziehung auf drei Curven zweiter Classe^ die demselben Viereck einge^ 
schrieben sind^ bleibt dasselbe^ wenn die Transversale sich um ihren Durchschnitts- 
punct mit der durch die Mittelpuncte der drei Curven gehenden gerhden Linie belie- 
big dreht. 
Fig. 37. Wenn wir insbesondere für die beiden gegebenen Oerter zwei Pnncten - Sjvtcme, 
P nnd P', Q und Q', nehmen, so ist der dritte Ort irgend eine Curve, die einem gege- 
benen Viereck, etwa dem Vierecke PQP'Q', eingeschrieben ist. Wenn wir die vier Sei- 
ten dieses Vierecks als vier Transversalen betrachten , so sind die drei Pole derselben, in 
Beziehung auf die drei Oerter, die beiden anf derselben liegenden Winkelpuncte und 
der Bernhrungspunct» Wenn wir also die Segmente, welche auf den vier Seiten durch 
die vier Berührungspnncte bestimmt werden, a und a', b und b', c und c', d und d' 
nennen, femer die Abstände der Mitten der beiden Diagonalen von den vier Seiten M, 

N, O, P nnd M', N', O', P', und endlich E. -s ,jf-. ^ % setzen, so gil^t die GleJ- 

^ ' chung (3) : 

^ a M' »>' _ N' c O' d' F 

Hieraus folgt: 

a'.b.c'.d M'.N.O'.P _ 3ind.sinß.siny\sinS 

a.b'.cd' lVI.N'.O.P' "^ sinaMnßf .sinyMnd^ 

(Vergleiche die Note zur 441. Nummer.) Der hierin enthaltene Satz ist folgender : 

Wenn eine Curve zweiter Classe die vier Seiten eines gegebenen Vierecks berührt^ 

so bestimmt auf Jeder Seite der bezügliche Berührungspunct zwei Segmente. Das 
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ProduGl i^on i^ier nicht auf einander folgenden solchen Segmente ist dem Producte der 
vier übrigen gleich^ 

Statt der Carve kann man in dem letzten Satze ein drittes Puncten - System nehtücn 
und erhält afsdann den Satz der 440. Nammer. Es ist der letzte Satz auch einer beden- 
tcn/)en Yerallgemeinernng - fähig *)• Er gilt anch für ein umschriebenes Dreieck (436, 
321) und für jedes beliebige umschriebene Polygon, was leicht zu zeigen ist. 

Ich gehe in kein näheres Detail hier ein; ich wollte durch diese Schlussbemerkungen 
bloss wiederholt darauf animerksam machen, wie die Theorie der Transversalen, 
welcher die rein geometrische Methode in neuerer Zeit ihre schönsten Entwicklungen ver- 
dankt, mit der Betrachtung der unbestimmten Coefficienten in der allgemeinen Verbin- 
dung dcf Gleichungen aufs innigste zusammenhängt, und die einzelnen Sätze derselben 
aus dieser ohnp Mühe Äich herleiten lassen. (Vergl. die 436 — 44t. Nummer), 
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682. TT enn iivir die Entwicklungen des ersten Bandes mit den Entwicklungen der 
vorstehenden ersten Abtheilnng des zweiten Bandes , und wenn wir namenlllck die Ent- 
wicklungen der beiden letzten Paragraphen jenes ersten Bandes und dieser ersten Abthei- 
lnng mit einander vergleichen, so bemerken wir eine überraschende Analogie in den Re- 
soltaten« Es stehen dieselben, paarweise genommen, in so genauer Wechselbeziehung, 
dass wir, vermittelst eines allgemeinen Principes, mit welchem wir nns in dieser zweiten 
Abtheilnng beschäftigen wollen, sobald ein Satz bekannt ist, unmittelbar den analogen 
Satz erhalten. Der beschränkte Raum verbietet uns, in den folgenden Auseinanderse- 
tzungen mit derjenigen Ausführlichkeit, welche del* Gegenstand fordert, zo Werke za 
gehen« Bei dieser Beschränkung entscheide ich mich indess lieber dafür, mancherlei 
einzelne Resultate zu unterdrücken, als bei der Aufstellung und Entwicklung des in Rede 
stehenden Prindpes von einem weniger allgemeinen Gesichtspuncte auszugehen. 



§. 1. 
lieber das CRAMBR^sche Parados. 

663. Die allgemeine Gleichung irgend eines ru Grades zwischen zwei reränderlichcn 
Grössen, welche, je nachdem diese veränderlichen Grossen Pnnct- oder Linien -Co ordi- 
naten bedeuten« die Oerter n. Ordnung oder n. Qasse darstellt, enthält: 

1* ^ 

cintstante Coefficienten. Jeden beliebigen dieser Coefficienten können wir als gegeben be- 
trachten und etwa gleich Eins setzen. Die übrigen 
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(iH-l)(n+g) ^ ^ n(iH-3) 
1. 2 "^ 1. 2 

Coefficicnlen sind alsdann darch eine gleiche Abzahl linearer Gleichungen» im Allgemei- 
nen 9 vollkommen and auf einzige Weise bestimmt* In dem Falle von Pnnct - Coordina- 
tcn entspricht jedem gegebenen Pancte der bezüglichen Cnrvey in dem Falle TOn Linien- 
Coordinaten jeder Tangente der bezüglichen Cnrve, eine solche lineare Bedingnngs - Glei- 

chang. Ein Ort n* Ordnnng ist also dorch —^ — — ^ Pancte» ein Ort n. Classe darch 

-^ ^ Tangenten» im Allgemeinen, vollkommen bestimmt 

Aber zwei Curven n. Ordnung schneiden sich, im Allgemeinen, in n^ Poncten ond 
darch dieselbe n^ Pancte gehen ausserdem noch anendlich viele Qerter derselben Ord- 
nung. Zwei Oerter n. Classe berühren, im Allgemeinen, beide dieselben n^ gerade Li- 
nien » and dieselben n^ geraden Linien sind ausserdem auch noch Tangenten von nnend- 
lich vielen Oertern derselben Classe« Sobald n ss 3 oder n > 3, and also 

^.^n(n4^) 
^ 1. 2 * 

begegnet man einer Art von Paradox, dass nemlich eine Curve durch so viele oder durch 
mehrere Pancte geht, oder so viele oder mehrere gerade Linien berührt, als> im Allge- 
meinen, zu ihrer Bestimmung nuthig sind, und doch noch unbestimmt bleibt 

Auf dieses Paradox, rücksichtlich der Bestimmung der Curven darch Puncte , scheint 
zuerst Cra^IEK ^) aufmerksam gemacht, nnd zugkich die analytische Erklärung desselben 
gegeben za haben. Es müssen nemlich, was aus den vorangeschickten Erörterungen so- 
gleich a /7r/or/ einleuchtet, wenn die n^ Durchschnittspuncte zweier Curven n* Ordnung 
gegeben sind und n a 3 oder n > 3 ist, diesen Purchschnittspnncten solche n^ lineare 
Gleichungen entsprechen, von welchen eine oder mehrere, die man beliebig auswählen 
kann , von den jedesmalig übrigbleibenden bedingt werden. Um aber vollständig hier za 
Werke zu gehen, müssen wir die vorstehende Erklärungsweise auch noch geometrisch 
deuten. Ich habe dieses bereits beiläufig im ersten Bande der n^ntwicklnngen*^ gethan, 
als ich meinerseits, bei einer speciellen Veranlassung, auf jenes Paradox stiess **). Den* 
selben Gegenstand habe ich später in den zu Montpellier erscheinenden «Annalen* aus- 
führlicher behandelt und zugleich die Betrachtungen auf Ober^äcben übertragen ***)^ und 
hier nehme ich diese Untersuchungen von Neuem auf, weil sie mit den folgenden in ge- 
nauer Beziehung stehen* 

684. Wenn wir ( ^ — 5——* ) Pancte willkührlich annehmen, so können wir 

durch diese Puncte unendlich viele Oerter n. Ordnung legen, deren jeder, im Allgemei- 
nen, vollkommen bestimmt ist, wenn wir ausserdem noch irgend einen neuen Pnnct 
kennen, der auf dem Orte liegt Zwei solche Oerter wqllen wir durph die b^idep Gleir 
chungen: 



*) CnJMXRf Introduction ä fanafyße des Itgnes cQwrbes algtfbriqusa. Oeneue^ 4j5o. Nro. 
48. — LtjiCBOiXj TYciUS du^calcul dij^enüel et du calcul intigrql^ S^con^e fldition$ 
Tbme /. p, 4^3 f Note. 

♦•) Vergl. S. 228, Note. 

^**} Becherchee eur les courbe» a^dbriquea de foue lee degrSe; Oerg. ^nn. Thj(Ht ^/^^ Pf ff? 
Recherchee eur lee eurfacee ägAriquee de toue lee degräe ^ ibf m fif^f 
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U « o, U' = o, (,) 

darstellen. Alsdann ist 

wenn fi einen onbestimmten Coefficienten bedeutet, die allgemeine Gleichung aller derje- 
nigen Oerter n. Ordnung, welche durch die n^ Durchschnittspuncte der beiden Oerter (1), 

also durch die ( -^ '— — 1 j willkührlich angenommenen Puncte und ausserdem noch 

(in der Voraussetzung, dass n ^ 3) durch 

/ n(n>f.3) _^ \ ^ (n-2)(n^l) ^ n(n-3) 

V 1. 2 / 1. 2 1. 2 ^ 

neue Puncte gehen. Wenn wir noch irgend einen neuen Punct, der auf dem Orte (2) 

liegt und den wir P nennen wollen^ kennen, so erhalten wir eine lineare Gleichung zur 

Bestimmung yon ^. Erst dann ist dieser Ort vollkommen nnd auf einzige Art bestimmt 

Derselbe Ort ist aber auch schon bestimmt, wenn wir zu den l -^ — — ^ — 1 j willkührlicb 

angenommenen Pnncten jenen Punct P noch hinzufügen. Der auf diese letzte Weise be- 
stimmte Ort geht mithin durch die n^ Durchschnittspuncte der beiden Curven (1). Da 
wir für diese beiden Curven irgend zwei beliebige, welche durch die willkührlich ange» 
nommenen Puncte gehen, genommen haben, und jede <Iieser Curven von der Curve (2) 
ebenfalls nur in n^ Pnncten geschnitten wird, so folgt, dass alle solche Curven sich in 

denselben n^ Puncten schneiden, und also ausser durch jene ( -i— — ^— f j Puncte 

noch durch ( "^""^ ^^ +1 j andere feste Puncte gehen. 

Eine ganz analoge Schlussweise können wir auf Curven n. Classe anwenden und er- 
halten hiernach die nachstehenden beiden Sätze. 

Alle Oerter n. Ordnung^ welche durch l j -^ 1 j beliebige, gegebene Puncte 

gehen y gehen überdiess fiuch noch durch l -^^ — ö"""*"^ ) ^^^^^^ ß^l^ Puncte. 

Alle Oerter n, Classe ^ welche { - — 5""^* ) beliebige^ gegebene gerade Luden 

berühren^ berühren überdiess auch noch l ■ — 1 j andere feste gerade Linien. 

So gehen zum Beispiel alle Oerter dritter Ordnung, welche durch acht gegebene 
Puncte gehen, überdiess auch noch durch einen neunten festen Punct (Wenn insbe- 
sondere die acht gegebenen Puncte acht von den neun^Durchschnirtspuncten zweier Sy- 
steme von drei geraden Linien sind, so ist der neunte feste Punct der neunte Durch* 
schnittspunct). Alle Oerter vierter Ordnung, welche durch dreizehn gegebene Puncte 
gehen, gehen überdiess auch noch durch drei neue feste Puncte. Und femer alle Oer- 
ter dritter Classe, welche acht gegebene gerade Linien berühren, herrühren überdiess 
auch noch eine neunte feste gerade Linie, und alle XDerter vierter Classe, welche 
dreizehn gegebene gerade Linien berühren, berühren ausserdem noch drei andere 
feste gerade Linien. 

Wir bemerken noch beiläufig, dass die gegebenen und resultirenden festen Puncte 
nnd geraden Linien auch paarweise imaginär werden können. Solche zwei imaginäre 
Puncte bestimmen sich geometrisch am einfachsten durch einen beliebigen Kegelschnitt 
und eine demselben nicht begegnende gerade Linie, so wie solche zwei imaginäre gerade 
Linien durch einen Kegelschnitt und einen innerhalb desselben liegenden Punct 



''/ 
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635. Die beiden Sätze der vorigen Nammer bestehen oGFenbar aach dann nocb, wenn 
die gegebenen Pnnctc und geraden Linien alle oder zum Theil oder gruppenweise 
zasammenfallcn nnd mitbin die bezüglichen Oerter in verschiedenartigen Contact - Bezic- 
hangen zu einander stehen. Auf diese Weise ergeben sich zum Beispiel die nachstehen- 
den specicllen Sätze. 

Alle CurQen dritter Ordnung ^ welche eine gegebene Curve {derselben oder höherer 
Ordnung) in einem gegebenen Puncte achtpunctig osculiren^ schneiden sich ausserdem 
noch in ein und demselben Punct. Dieser Punct fällt ^ im Allgemeinen^ nicht mit dem 
Osculationspuncte zusammen^ denn sonst konnten zwei Curven dritter Ordnung unter 
einander niemals einen blossen achtpunctigen^ sondern statt desselben immer nur ei- 
nen neunpunctigen Contact haben» In besondern Puncten nur wird eine Curve dritter 
Ordnung von andern Curven derselben Ordnung neunpunctig osculirt *)» Wenn irgend 
eine Curve und auf dem Umfange derselben irgend zwei Puncte gegeben sind, sq gehen 
alle Curven dritter Ordnung^ welche die gegebene in jedem der beiden gegebenen Puncte 
vierpunctigj oder in einem derselben fünfpunctig und in dem andern dreipunctig 
osculirenj u. s. w. durch einen festen dritten Punct. 

Wenn wir in allen den eben betrachteten Fällen^ statt Cun^en dritter Ordnung^ 
Curven dritter C lasse nehmen, so berühren diese jedesmal eine feste gerade Linie ^ 
wo jene durch einen festen Puhet gehen. {Wenn nemlich irgend zwei Cun^en sich oscu- 
liren, so fallen in den Osculationspunct eben so i^iele Durchschnittspuncte der beiden 



*) Wir können leicht ein paar Beweise zum Belege für die Behanptaogen des Textes anfuhren. 
Eine gegebene Gurve dritter Ordnaog, die wir durch die Gleichnng 

X = o 
darstellen wollen, kann, im Allgemeinen, in einem gegebenen Puncte von einer Curve 
zweiter Ordnung bloss fünfpunctig osculirt werden , wird aber in besondern Puncten von 
einer solchen Curve sechs puactig osculirt. (Vergl. die Note zur 328. Nummer des ersten 
Bandes.) In einem solchen Kesondern Puncte hat die fegebene Curve dritter Ordnung mit 
dem Systeme der sechspunctig osculirenden Curve zweiter Ordnung und der Tangente in 
demselben! Puncte einen a c h t punctigen Contact. Der einzige Durcnschnittspunct dieses Sy- 
stems und der gegebenen Curve dritter Ordnung ist derjenige Punct , in welchem diese 
Curve, welche mit der Curve zweiter Ordnung, ausser dem Osculatfonspuncte, keinen 
Punct mehr gemein hat, - von jener Tangente im Osculationspuncte geschnitten wird. In 
demselben Puncte wird die gegebene Curve dritter Ordnung von allen denjenigen Curven 
derselben Ordnung, von welchen sie achtpunctig osculirt wird, geschnitten. Wenn wir die 
Gleichungen der sechspunctig osculirenden Curve zweiter Ordnung und der Tangente durch 

Y « o, T = o, 

darstellen und durch ft einen unbestimmten CoefGcienten bezeichnen, so erhalten wir fiir 
die allgemeine Gleichung aller jener achtpunctig osculirenden Curven dritter Ordnung fol- 
gende: 

X+/aYT s= ä. 
In dem eben betrachteten Falle fallt der Durchschnittspunct niemals mit ^em Oscula- 
tionspuncte zusammen 9 sonst miisste die gegebene Curve dritter Ordnung von der Tangente 
im Osculationspuncte dreipunctig osculirt werden, es müsste dieser Punct ein VVendungspunct 
oder ein Rückkehrpunct sein. (Vergl. die eben angezogene Note.) Alsdann aber geht die 
osculirende Curve zweiter Ordnung nothwendig in ein System von 2Wei geraden Linien über. 
Nur in einem der eben bezeichneten singulären Puncte bat die gegebene Curve dritter Ord- 
nung mit andern Curven dei^selben Ordnung einen neun punctigen Contact. Für die allge- 
meine Gleichung aller neunpunctig osculirenden Curven dritter Ordnung erhalten wir als- 
dann bei der vorstehenden Bezeichnung : 

X+MT)' = o. 
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Carven zusammen , als in die Tangente im Osculationspuncte gemeinschaftliche Tangen- 
ten der Curi^en zusammenfallen; wonach mr die verschiedenen Ordnungen der Oscula- 
iion auf eine doppelte Weise bestimmen können. Diese Behauptung ergibt sich sogleich 
a priori j lässt sich aber auch, was in dem letzten Paragraphen geschehen m'rd^ auf 
analytischem JVege direct beweisen,) 

686. Wir haben bis jetzt geometrische Oerter betrachtet, welche durch solche voll- 
ständige GIcichnngen zwischen Punct- oder Linien - Goordinaten irgend eines höhern 
Grades dargestellt werden, deren CoefBcicnten beliebig za bestimmende Grössen sind. 
Die Anzahl dieser nnbestimmten Coefficienten können wir dadnrch vermindern, dass wir 
annehmen, dass einige dieser Coefficienten ein für alle Mal gegeben sind, oder dass 
zwischen einigen derselben oder zwischen allen lineare Bedingangs- Gleich angen Statt fin«^ 
den. Indem wir auf diese Weise die bezüglichen Carven gewissen Bedingnngen nntcr- 
werfen» lindert sich, im Allgemeinen, in dem einen Falle weder die Zahl der Durch- 
schnittspuncte,^noch in dem andern Falle die Zahl der gemeinschaftlichen Tangenten je 
zweier solcher Curven. Diese Bemerkungen führen zn folgenden beiden Sätzen, die allr 
gemeiner sind , als die entsprechenden Sätze der 684« Numpier. 

Wenn ( • ■ l^% ) Coeßicienten der allgemeinen Gleichung des n. Grades zwi- 

sehen Puncto Coordinßten oder auch eine gleiche An:^ahl von Bedingungs- Gleichungen 
i^wiSchen einigen Coefficienten jener Gleichung oder zwischen allen gegeben sind, so 
schneiden sich alle durch diese Gleichung darstellbaren Oerfer ih Ordnung in denselben 

Wenn ( ^^^ ' ^t ) Coejfßcienten der allgemeinen Gleichung des n. Grades xwir 

sehen Linien -Goordinaten oder auch eine gleiche Anzahl von Bcdingungs- Gleichungen 
zwischen einigen Coefficienten Jener Gleichung oder zwischen allen gegeben sind, so haben 

alle durch diese Gleichung d^rstellfißren Oertßr n^ Clßss^ dieselben f ^^^^J ^i \ 

gemeinschaftlichen Tangenten, 

Jedem gegebenen Puncte einer Curve entspricht eine lineare Bedingungs - Gleichung 
zwischen allen Constanten der entsprechenden Gleichung zwischen Punct - Coordinaten. 
Wenn wir also solche besondere Arten von Curven n, Ordnung betrachten^ welche durch 
die allgemeine Gleichung n. Grades, zwischen deren Coefficienten m Bedingung^- Glei- 
chungen Statt finden, und solche Curven durch f -^ — ^ — (m+l) j gegebene Puncte le- 
gen , so schneiden sich dieselben ausserdem noch in ( ^-(-l ) festen Poncten. 
Wir nehmen hierbei natürlich m = -^^ — o^^^* ^^^^ analoge Bemerkung können wir 
auch in Beziehnng auf den zweiten der beiden vorstehenden Sätze machen. 

Femer erhalten wir für jede ^cue höhere Ordnung des Contactes irgend einer Curv^ 
n. Ordnung mit einer gegebenen Curve in einem gegebenen Puncte eine neue lineare Be- 
dingnngs - Gleichung *). Hiernach ergebe^ sipl^ die Sätze ^er vorigen Nummer, auch ohne 



*) Wenn nemlich 

F(z, j) -p P (a) 

eine gegebene Carve und (/', x) ein gegebener Panet auf Ihrem Umfange ist, in welcher 
dieselbe von einer Carve n. Ordnung, deren (ileichnng wir, der Kürze halber, durch 
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Gränz-ßetracbtangen in der Constmction, unmittelbar aas den Sätzen der vorliegcndca 
Nammcn 

687. Die beiden allgemeinem Sätze der letzten Nummer sind aucb auf geometrische 
Oerter der ersten und zweiten Ordnung, so wie der ersten und zweiten Classe anwend- 
bar. IVlit einigen hierher gehörigen Ausführungen wollen wir diesen Paragraphen be- 
schliesscn. 

Die allgemeinste Gleichung der geraden Linie. ist: 

aj+bx+c = 0. (1) 

Wenn wir, unbeschadet der Allgemeinheit^ den Coefficienten a als ein für alle Mal ge- 
geben betrachten und überdiess die Voraussetzung machen, dass auch c gegeben ist, so 
geben nach dem ersten der beiden Sätze der vorigen Nummer alle, alsdaon noch durch 
die Gleichung (i) darstellbaren, geraden Linien durch ein und denselben Punct; dieser 
Panct liegt bekanntlich auf der zweiten Coordinaten-Axe. Wenn wir voraussetzen, dass 
der CocfBcient b gegeben ist, so gehen alle gerade Linien (1) ebenfalls noch durch eig- 
nen festen Punct, dieser feste Punct aber Uegt unendlich weit," weil alsdann alle jene 
geraden Linien parallel sind* 

Wenn wir wiederum einen der drei Coefficienten der Gleichung (1} als gegeben be- 
trachten und dann voraussetzen, dass zwischen den beiden übrigbleibenden Coefficienten 
eine gegebene vollständige Gleichung des ersten Grades besteht, oder wenn, was das- 
selbe hcisst, zwischen den drei unbestimmten Coefficienten der Gleichung (l) eine ho- 
mogene Bedingungs- Gleichung des ersten Grades, etwa folgende: 

ma-hnb+pc =s o, 
in der m, n und p gegebene Grossen bedeuten, Statt findet, so gehen alle geraden Li- 
nien (1) durch ein und denselben Punct. Dieser Punct ist leicht zu constrttiren (406), 

Die allgemeine Gleichung des Punctes ist folgende: 

a-l-bv+cw n= ö. * fa) 

Nehmen wir wiederum in dieser Gleichung den CocfScienten a ein für alle Mal beliebig 
an and setzen alsdann b constant, so liegen alle durch (2) • darstellbare Pancte, nach 
dem zweiten Satze der vorigen Nummer, auf einer festen geraden Linie. Diese feste 



(jp{x, y) = Y = o (b) 

darstellen wollen, osculirt werden soll , so kommt zuvörderst 

ytx', /) = o 
eine Gleichang» welche aasdrückt, dass die Curve n. Ordnung durch den gegebenen Punct 
geht. Ferner ergibt sieb: 

dY dY dy _ ' ^ 

dx dj dx 

d£^"*"^dxdy dx"** df dx'^*^ dy dx^ "* ^' 

und so weiter. Wenn wir in die letzten Gleichungen für -- und. — diejenigen constantcn 

Werthe setzen, die wir erhalten, wenn wir die Gleichung; (a) difTcrendiren und die Diffe- 
rential - CoefBcienien auf den Punct (y', x') beziehen, und ferner auch In den durch die 
partiellen Differential - Coefficienten bezeichneten Functionen y' und x' für y und x schreiben, 
50 sind diese Gleichungen offenbar lineare Bediiigungs - Gleichungen zwischen den Coeffi- 
cienten der Gleichung (b). Es drücken diese Gleichungen alsdann aber aus, dass die Curve 
(a) In dem gegebenen i^uncte von der Curve (b) berührt wird , dreipunctig osculirt wird 
und so Vreltcr. 
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gerade Linie gebt durch den ^nfangsponct der Coordinatcn. Wenn wir statt des Coeffi- 
cienten b den Cocfficicntcn c constant setzen, so liegen ebenfalls alle Poncte (2) aaf ei- 
ner festen geraden Linie. Diese feste gerade Linie ist alsdann aber der ersten (>oordina- 
ten-Axc parallel. Wenn endlich zwischen den drei unbestimmten Coefficienten der Glei- 
cbnng (2) irgend eine gegebene homogene Bcdingnngs- Gleichung des ersten Grades, etwa 

folgende 9 besieht: 

ma+nb+pc = o, 

so liegen ebenfalls wieder alle, durch (2) noch darstellbaren, Pnncte auf einer festen, 

leicht zu construircnden geraden Linie* 

Die Sätze der vorliegenden Nummer haben wir schon direct in der i\\5t. Nuipmer' 
bewiesen. 

688. Wir wollen uns in dieser Nummer zur Betrachtung der durch die allgemeine 

Gleichung: 

ay^+2bxy4-cx^+2dy+2ex+f « o, . (i) 

dargestellten Oerter zweiter Ordnung wenden. Alle solche Curven , welche durch diese 
Gleichung dargestellt werden , wenn zwei Coefficienten derselben (von denen wir einet) 
immer willköhrlich annehmen können) gegeben sind, oder wenn zwischen beliebigen die- 
ser Coefficienten irgend eine lineare und homogene Bedingungs- Gleichung Statt findet — ? 
und welche überdiess durch drei gegebene Puncte gehen, schneiden sich ausserdem noch 
in einem vierten festen Puncte. Wir wollen einige Beispiele hier hervorheben. 

Wenn ^ 

b+Ä s* o, 

so sind« hei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinateni alle dnrck (1) dargestellte 
Curven gleichseitige Hyperbeln. Also: 

Alle gleichseitige Hyperbeln y welche durch irgßn^ drei gegebene Puncte gehen, 
schneiden sich ausserdem noch in einem (vierten festen Puncte (295). 

Da mit solchen Hyperbeln auch drei Systeme von zwei auf einander senkrecht stehenr 
den geraden Linien gehören, so sieht man sogleich ein, ^ass jener vierte Durchschnitts^ 
pnnct derjenige Punct ist, in welchem, in dem von den drei gegebenen Puncten gebilder 
ten Dreiecke, die von den Winkelpuncten auf die gegenüberliegenden Seiten gefällten 
drei Perpendikel sich schneiden. Neben dem letzten Satze erhält man insbesondere auch 
folgenden Satz: 

Alle gleichseitigen Hyperbeln, welche eine gegebene Curve in einem gegebenen 
Puncte dreipunctig oscuUren , schneiden sich in einem Jesten Puncte der Normalen im 
Osculationspunctß. 

Wenn wir a » 1 setzen und alsdann der Coefficient b gegeben ist, so ist die Rich- 
tung desjenigen Durchmessers der bezüglichen Cnrve, Jessen zugeordneter der ^weiten 
Coordinaten - Axe parallel ist, gegeben. Also: 

Alle Oetter zweiter Ordnung, in welchen irgend zwei zugeordnete Durchmesser 
zweien gegebenen geraden Linien parallel sind und welche durch dr^i gegebene Puncte 
gehen, schneiden sich ausserdem noch fn einem vierten fester^ Puncte. 

Aus diesem ßatze folgt durch theil weise Umkehrnng, dass in allen Oerterki zweiter 
Ordnung, welche durch vier gegebene *Puncte gehen, zwei Durchmesser, welche zuge- 
ordnete sind, dieselbe Richtung haben (376). ^ 
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Es stellt bekanntlich die Gleichung 

ay^bx+d = o (a) 

denjenigen Dcurchmesser der Gorve (l) dar, dessen zugeordneter der zweiten Coordinaten- 

^ • • d • 

Axe parallel ist Wenn der Quotient * gegeben ist, so kennen wir also einen Pnnct je- 

nes Dorchmessers. £s liegt dieser Pnnct auf der zweiten Coordinaten-Axe. 

Wenn wir irgend einen beliebigen Pnnct (y', x) des Durchmessers (2) kennen, so 
erhalten wir folgende Bedingungs- Gleichung: 

ay'+bx'+d t= o, 
die, in Beziehung auf die drei CoefEcienten a, b und d der Gleichung (1), homogen und 
linear ist. 

Wenn endlich eine ieste gerade Linie s 

y « coi+ß, 
gegeben ist, so hat derjenige Durchmesser, dessen zugeordneter dieser geraden Linie 
parallel ist, folgende Gleichung (244): 

(ay+bx+d)a+(by+cx+e) = 0, (3) 

und wenn wiederum ein Pnnct dieses Durchmessers gegeben ist, so erhalten wir eine li- 
neare und hoifnogene Gleichung zwischen den fünf ersten Coefficienien der Gleichung (l). 
Auf dreifache Weise führt uns hiernach die 686. Nummer zu folgendem Satze: 
Alle Oerter zfPciter Ordnung ^ in ppelchen derjenige Dnrchmesser ^ dessen zugeord- 
neter einer gegebenen geraden Linie parallel ist , durch einen gegeben^ Punct geht^ 
und welche durch drei gegebene Puncte gehen^ schneiden sich ausserdem noch in einem 
vierten festen Puncte (377). 

Wir erhalten noch folgende drei andere Fälle des ersten allgemeinen Satzes der 686. 
Mummen 

Wenn zwischen den Coeificienten der allgemeinen Gleichong (l) zwei lineare und 
homogene Bedingungs - Gleichungen Statt finden^ so gehen alle durch diese Gleichung 
noch darstellbaren und durch zwei gegebene Puncte gehende Oerter ausserdem noch 
durch zwei andere feste Puncte. Wenn zwischen jenen GoefiBcienten drei lineare und 
homogene Bedingungs - Gleichungen Statt finden, so gehen alle bezüglichen Oerter, wel- 
che durch einen gegebenen Pnnct gehen, ausserdem noch durch drei andere feste 
Puncte. Wenn endlich zwischen jenen Coeffidenten vier solcher Bedingungs - Gleichun- 
gen bestehen, so schneiden sich alle bezüglichen Oerter in denselben vier Puncten« 

Beispiele von der Anwendung dieser Sätze liegen nahe. Stellen wir z» B. mehrere 
Bedingungs - Gleichungen von der Form der Gleichung (8) zusammcQ, so ergibt sich fol« 
gender Satz: 

Alle Oerter zweiter Ordnung, welche durch (ß-^m) gegebene Puncte gehen und 
der Bedingung unterworfen sindj dass solche m Durchmesser Jeder derselben^ deren 
zugeordnete m gegebenen geraden Linien parallel sind^ durch m gegebene Puncte ge^ 
hen, schneiden sich, ausser in den gegebenen, noch in m festen Puncten. 

Wir können in der Aussage dieses l^atzes m = l,msa2, m=:3 und m =s 4 se*» 
tzen« In dem letzten Falle sind die fünf ersten Coefficienten der Gleichung (1) voUkom« 
iQten bestimmt, wenn wir einen derselben ein für alle Mal beliebig annehmen. Alle Oer« 
tfir sind alsdann ähn^che , ähnlich liegende pnd f:onccntrische : ih|rc (reellen pdcr imagl; 

U. 92 
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nären) Darchschnittspnnctc fallen paarweise zosammen nnd liegen auf zwei bestimmten 
geraden Linien, den (reellen oder imaginären) Asymptoten derselben anendlich weit. 

Um noch ein zweites Beispiel za geben, wollen wir zwei solche Pancte (y\ \') nnd 
(y", x") betrachten, von denen einer aaf der Polaren des andern liegt Alsdann erhalten 
wir folgende, in Beziehung auf die Coordinaten der beiden Pnncte» symmetrische Glei« 
chung (268): 

^ ayy+b(xy'+x'y)+cx'x'+d(y'+y'>e(x'+x'')+f « o, . 

in welcher die Constanten der allgemeinen Gleichnng nur auf lineare Weise vorkommen, 

nnd wenn wir mehrere solcher Gleichungen zusammenstellen, folgenden Satz: 

Alle Oerter zweiter Ordnung^ welche durch (k^m) gegebene Puncte gehen und 
uberdiess der Bedingung unterworfen sindy dass die Polaren i^on m gegebenen Punctcn 
durch m andere, ebenfalls gegebene, Puncte gehen, schneiden sich, ausser in den (k^m) 
gegebenen, noch in m festen Puncten, 

Ans diesem letzten Satze ci^ibt sich der vorhergehende, wenn wir annehmen, dass 
die m gegebenen Pole nach gegebenen Richtungen hin unendlich weit rücken« Wenn 
wir im letzten Satze m =» 1 nehmen, so gibt eine theilweise Umkehrnng den zweiten 
Satz der 380. Nummer. 

689* Die Anwendung des zweiten allgemeinen Satzes der 686« Nummer auf Oerter 
zweiter Classe, für deren Gleichung wir folgende nehmen wollen: 

Aw^+2Bvw+Cv2+2Dw+2Ev+F = 0, (1) 

gibt mehrere einzelne Sätze, die wir in folgender Aussage zusammenfassen können: 

JVenn zwischen beliebigen Coefßcienten der allgemeinen Gleichung der Oerter zwei* 
ter Classe m homogene Bedingungs- Gleichungen des ersten Grades bestehen, oder 
wenn, nachdem einer dieser Coefficienten ein für alle Mal angenommen worden ist^ m 
der übrigen Coejficienten gegeben sind, so berühren alle Oerter, welche alsdjarin noch 
durch die allgemeine Gleichung dargestellt werden können, und (4— m) gegebene ge- 
rade Linien berühren, ausserdem noch m feste gerade Linien und haben also dieselben 
pier gemeinschcft liehen Tangenten. 

Es kann in der Aussage dieses Satzes m = 1, m=s2, m=33 und m =s 4 sein. 
"Wir wollen auch hier ein paar Beispiele hervorheben. 

Wenn in der alfgemeinen Gleichung C+F = o, so werden (bei der Voraussetzung 

rechtwinkliger Coordinaten) alle Oerter, vom Anfangspuncte der CoordiAaten ans, unter 

rechtem Winkel gesehen (483); wenn E = o, so bilden die beiden durch den Anfangs- 

pnnct gehenden Tangenten mit den Coordinaten -Axen ein System von vier Harmonicalen 

(469); wenn 

^ A+aB+ßD = o, 

nnd a und ß gegebene Coefficienten bedeuten , so liegen die JMittelpuncte aller bezügli- 
chen Curven auf einer gegebenen geraden Linie (455) , und so weiter. Also : 

Alle Oerter zweiter Classe, welche i^on einem gegebenen Puncte aus unter rechten 
Jfinkeln gesehen werden, oder an welche sich i^on einem gegebenen Puncte aus Tan- 
geiUen legen lassen, welche mit zwei festen, durch diesen Punct gehenden, Tangenten 
ein System von vier Harmonicalen bilden , oder deren Mittelpuncte auf einer gegebenen 
geraden Linie liegen , und so weiter — und welche uberdiess drei gegebene gerade Li- 
nien berühren, berühren ausserdem noch eine vierte fest^ gerade Linie* 
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Wenn zwei gerade Linien (w', v', u') and (w", v", u") gegeben sind, von welcben 
eine durch den Pol der andern, rüclcslchtltch eines durch die allgemeine Gleichung (l) 
dargestellten Ortes zweiter Classe, geht (eine Beziehntig der beiden gegebenen geraden 
Linien za einander, die immer eine gegenseitige ist), so erhalten wir nach der 548. Num- 
mer folgende lineare Bcdingnngs - Gleichung zwischen den unbestimmten Coefficienten der 
allgemeinen Gleichung: 

AwV''+B(vV'+vV')+CvV'+D(uV'+uV)+E(u v'+u V)+FuV « o, 
und hiemach folgenden Satz: 

Alle Oerter zweiter Classej welche (4— iw) gegebene gerade Linien berühren und 
überdiess der Bedingung unterworfen sind, dass^ in Beziehung auf Jeden derselben y m 
gegebene gerade Linien durch die m Pole von up andern gegebenen geraden Linien ge^ 
hen^ berühren ausserdem noch m, also im Ganzen l^ feste gerade Linien. 

Ausführliche Entwicklungen für den Fall, dass in der Aussage des an die Spitze die- 
ser Nummer gestellten Satzes m «s 4 ist, finden sich schon in der 534. — 541. und fer- 
ner in der 608. Nummer. — 

Die Yorstehenden Ausfuhrungen sind hinreichend um zu zeigen, wie wir auf einem 
neuen Wege zu den hauptsächlichsten Sätzen über die Zusammenstellung von Kegelschnit- 
ten unter sich und mit Systemen von zwei Puncten und zwei geraden Linien gelangen 
können. Hier ist natürlich nicht der Ort, diese verschiedenen Sätze im Detail zu discu- 
tlrcn, was überdiess auch schon zum Theil in dem Früheren geschehen ist. -^ 

§. 2. 

Bine Gruppe von einigen allgemeinen analyti$ch^ geometrischen Sätzen, 

690. Es sei 

F(y, X, b, a) » (,) 

irgend eine gegebene algebraische oder transscendente Gleichung , zwischen den beiden 
gewöhnlichen Punct-Coordinaten 7 und x, und beliebigen constanten Grössen, von de- 
nen irgend zwei durch b und a bezeichnet worden sind« Es seien ferner y\ x und y ', x" 
zwei Paare gegebener, zusammengehöriger Werthe von y und x, welche die vorstehende 
Gleichung befriedigen» Alsdann hat map 

F(y', x, b, a) «= 0, 

rCy", x", h, a) = o, 
und aus diesen beiden Gleichungen kann man ^le Werthe von b und a ziehen. Betrachr 
ten wir b und ä als gewöhnliche Pnnct - Coordinaten und veränderlich, so stellen die bei- 
den letzten Gleichungen zwei Curven dar^ und diese Curyen gehen beide nothwendig durch 
denjenigen Punct, dessen Coordinaten gleich b und a sind, das heisst, gleich jenen beir 
den Constanten der gegebenen Gleichung (1). Da vir dip beiden Ppncte (y', x') und (jr", x") 
beliebig auf der durch diese Gleichung darjj;estellten Curve annehmen könneii, sp er)ialtei^ 
wir folgenden Satz: 

FTenn man irgen4 einen Punct, der durch die Gleifhung 

F(y, X, b, a) = o (,) 

dargestellten Cun^en durch (f\ x') bezeichnete so gehen ßlle Cun^en. tpelche 4^ch/olr 

gende Gleichung: 

^ F(y', x', b, a) .. 0, (a) 
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fvenn wir in derselben nach einander für y undiü alle möglichen Werthe^ welche den 
verschiedenen Lagen des Punctes (y, x') auf der Cun^e (l) entsprechen ^ substituiren, 
dargestellt werden ^ durch den festen Punct (b, a). 

Wenn in der Gleichong (l) b oder a bloss in der zweiten Potenz vorkommt » so 
schneiden sich' alle Carven (2) in denselben zwei Poncten, die symmetrisch liegen, ixx 
Beziehung anf die erste oder zweite Coordinaten^Axe, za beiden Seiten derselben« Wenn 
b und a beide zugleich nur in der zweiten Potenz rorkommen, so schneiden sichr alle 
Corven in denselben vier Pancten, welche die Tier Wintelponcte eines Parallelogram* 
mes sind, dessen Mittelponct der Anfangspnnct Jer Coordinaten ist. Wenn b nor in 
irgend einer m. und a nnr in irgend einer n. Potenz in der Gleichung (1) vorkommen, ^o 
schneiden sich alle Cnnren (2) in denselben mn Puncten. Von diesen Pnncten sind aber 
nur einer oder zwei oder vier reell* 

Nichts verhindert uns anzunehmen, dass in der Gleichuüg (l)i von welcher wir aus- 
gehen, b und a gleich Null seien, oder, mit andern Worten, dass diese GrSssen in 
jener Gleichung nicht vorkommen* Alsdann können wir^ zum Behuf der Constmction< 
des vorstehenden Satzes, jener Gleichung beliebige Glieder hinzufügen, in denen b und 
a als Coefficienten vorkommen, nnd die mithin > wenn wir diese Grössen gleich Null se*> 
tzen, wiederum wegfallen. 

691. Wir wollen den vorstehenden Satz durch einige Beispiele erläutern. Ei'sei zu- 
vörderst, indem wir rechtwinklige Coordinaten voraussetzen, 

(y-b)^ - 4px ^ (0 

die gegebene Gleichung, aus der man, wenn man anf die angezeigte Weise verfährt, 
folgende erhält: 

. ^ ^ iy-yy « 4XX. (0 

Man sieht sogleich, dass die beiden Gleichungen (1) und (2) Parabeln darstellen, welche 
die zweite Coordinaten- Axc berühren und deren Durchmesser der ersten Axe parallel 
sind« Der, auf der ersten Curve (l) beliebig angenommene, Punct (y', x') ist der Brenn- 
punct der Cnrve (2), welche nach dem in Rede stehenden Satze durch den festen Ponct 
(b, p), mithin durch den Brennpunct der ersten Parabel geht. Also : 

Wenn man eine Parabel mit veränderlichem Parameter^ die der Bedingung unter- 
warfen ist^ dass sie^ in ihrem Scheitel ^ eine gegebene gerade Linie berührt , sich so 
bewegen lässty dass ihr Brennpunct eine gegebene Parabel, ,die derselben Bedingung 
unterworfen ist, durchläuft, so geht die bewegliche Parabel immer durch den Brenn- 
punct der gegebenen. 

Wir wollen femer folgende Gleichung pehmen: 

y'-b^ =4px,^ (,) 

ans der wir anf die angezeigte Weise folgende herleiten 1 

y2— y'2 » — /|x'x. («) 

Alle durch die letzte Gleichung dargestellten Parabeln gehen, wenn, der Voraussetzung 
gemäss, (yJ, x) irgend ein Punct der durch die erste Gleichung dargestellten Parabel ist, 
durch die beiden festen Puncte (b, p) und (-— b, p). Wenn man berücksichtigt, dass 
±f die Ordinaten derjenigen beiden Puncte si^ , in welchen die jedesmalige Parabel (2) 
der zweiten Axe begegnet, und dass x' den Abstand des Brennpunctes dieser Parabel von 
ihrem Scheitel bt , so erhält man folgenden Satz : 
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Wenn irgend eine Parabel gegeben ist und man irgend zwei gerade Unien ziehi^ 
die senkrecht auf der Richtung ihrer Durchmesser stehen und von welchen man eine als 
fest und die andere als beweglich betrachtet , dann ferner von den beiden Durchschnitts- 
puncten der Curve mit dieser geraden Linie auf jene zwei Perpendikel fällt und endlich 
eine solche neue Parabel durch die Fusspuncte dieser beiden Perpendikel legt, deren 
Brennpuncts - Entfernung der Länge dieser Perpendikel gleich ist und deren Durchmes- 
ser den Durchmessern der gegebenen Parabel parallel sind , so geht diese neue Para- 
bel durch dieselben beiden festen Puncte^ welche Lage die bewegliche gerads Linie 
auch hßben mag. 

Wenn die gegebene feste gerade Linie die gegebene Parabel scbneidet» so offnen 
sieb die darcb (2) dargestelllen Parabeln nacb entgegengesetzter Ricbtong, wenn der 
Ponct (y , 7i) von der einen Seite dieser geraden Linie anf die andere rückt. In diesem 
Falle drückt insbesondere die Gleicbting (2) aucb ein System von zwei Parallellinien ans. 
Wenn die gegebene Parabel von der gegebenen festen geraden Linie berührt wird, so 
ist b » o und alle dorcb (2) darstellbare Parabeln berühren sich im Brennpnncte der ge- 
gebenen Parabel« Wenn die gegebene feste gerade Linie der gegebenen Parabel nicht 
begegnet 9 so wird b imaginär: in diesem Falle haben alle Parabeln (2) eine gemeinschaft- 
liche ideale Chorde, deren Gleichung immer folgende bleibt: 

Wir wollen wiedemm von einer Gleichnng ausgehen , die derjenigen, von welcher 
wir eben ausgegangen sind, ähnlich ist, nemlich von folgender: 

y« « — 2px+b^ 
aber dann die Form der einen Constanten ändern, indem wir p'-f c^ für b^ schreiben. 
Man hat alsdann 

y« a _2px+p«+C% (i) 

and hieraus geht folgende Gleichnng henror: 

y • « — 2xx+x«4-y% 
der wir auch folgende Form geben können: 

y«+(x~x')« « y ^+x'». ^ (a) 

Es stellt diese Gleichnng einen solchen Kreis dar, dessen Mittelpnnct der Pnnct (o, x) 
und dessen Radius gleich V[y'^+x'^ ist. Dieser Kreis geht durch die beiden festen Pnncte 
(c, p) und (— c, p). Hiemach ergibt sich folgender Satz: 

/ ffenn man Qon irgend einem Puncte einer Parabel zwei Perpendikel fällte das eine 
ahf die Axe derselben und das andere auf eine gegebene feste gerade Linie ^ die eben- 
falls auf dieser Axe senkrecht steht ^ und man alsdann aus dem Fusspuncte des einen 
Perpendikels y als Mittelpuncte^ einen Kreis beschreibt j 'der durch den Fusspunct des 
andern Perpendikels geht, so schneidet dieser Kreis ein und dieselbe gerade Linicj die 
der gegebenen parallel ist und von derselben um die doppelte Brennpuncts • Entfernung 
absteht y immer in denselben beiden Puncten^ wo man auch jenen Punct auf dem Um- 
fange der gegebenen Parabel annehmen mag. 

Wenn die gegebene feste gerade Linie (die . zweite Coordinaten - Axe) durch , den 
Brennpunct der gegebenen Parabel geht, so verschwindet ans der Gleichung (l) die Con- 
stante c ; es haben alsdann alle in Rede stehenden Kreise im' Pnncte (c , p) eine gemein- 
schaftliche Tangente, die keine andere ist, als die Directrix der gegebenen Pandbel. Wir 
begegnen in diesem Falle dem allbekannten Satze, »dass jeder Pnnct der Parabel gleich 
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weit von ihrem Brennpnncte nnd ihrer Directrix absieht* Wenn die gegebene feste ge- 
rade Linii^, in Beziehung aof eine ihr parallele nnd dorch den Brennpanct gehende gerade 
Linie, aof derselben Seite liegt als der Scheitel der Parabel, so ist die gemeinschaftliche 
Chorde aller Kreise (2) eine ideale. 

Es liefert der letzte Satz eine einfache Construction folgender beiden Aufgaben: 
Irgend zwei gegebene Puncte durch den Bogen einer Parabel zu verbinden^ wenn 
die Axe dieser Parabel gegeben ist und man weder den Brennpuncl noch den Scheitel 
derselben erreichen kann. Unter denselben Bedingungen einen parabolischen Bogen zu 
construireny wenn statt eines gegebenen Punctes der Parameter gegeben ist. 
Wenn wir von folgender Gleichung ausgehen : 

% y^^^Y = P^> (•) 

so erhalten wir folgende: 

y'y+xx «= y ^ ^ ^ (.) 

die Gleichnng einer geraden Linie, welche durch den Punct (y', o) geht und senkrecht 
auf derjenigen geraden Linie steht, die den Anfangspnoct der Coordinaten mit dem 
Puncte (y', x ) verbindet« Nach dem allgemeinen Satze dreht sich die gerade Linie (2) 
um den Punct (b, p), wenn der Punct (y, x') auf der gegebenen Parabel sich fortbe- 
wegt Ich verweile nicht bei der Aussage dieses Satzes. Wenn wir b s o setzen, so 
wird die gegebene Parabel von der zweiten Coordinaten- Axe berührt Sie wird, im Allge- 
meinen, von dieser Axe in zwei Puncten geschnitten. Jeden dieser beiden Puncte kön- 
nen wir nach einander zum Anfangspuncte der Coordinaten nebmen. Auf diese Weise 
ergibt sich folgender Zusatz : 

Wenn ein Rechteck AB CD gegeben ist, und man die Schenkel eines rechten Win^ 
kels durch die gegenüberstehenden Winkelpuhcte A und C, und die eines zweiten rech- 
ten Winkels durch die Winkelpuncte B und D so legt , dass die durch C und D ge^ 
henden Schenkel sich in irgend einem Puncte Q der geraden Linie AB schneiden , ' so 
schneiden sich die beiden andern^ durch A und B gehenden^ Schetikel in einem Puncte 
My der^ wenn der Punct Q auf der geraden Linie AB sich fortbewegt^ eine Parabel 
beschreibt. 

An diesen Satz knüpfen sich nene Constructionen der beiden oben angeführten Auf- 
gaben. 

Wir wollen endlich die beiden letzten Gleichungen in umgekehrter Ordnung nehmen, 
. indem wir von der zweiten dieser Gleichungen , in welcher wir bloss x" und y" an die 
Stelle von x' und y' schreiben wollen, ausgeben. Wenn Y^^ir hiernach die Gleichung: 

y y+x X « y 2, (,) 

zu Grunde legen, so erhalten wir folgende: 

f—l\ « ". (a) 

Wenn der Punct (y', x') auf der geraden Linie (l) beliebig angenommen wird , so geht 
die Parabel (3), nach dem allgemeinen Satze, auch, ausser durch den Anfangspunct, 
noch durch den festen Punct (y", x"). Statt bei der Aussage dieses Satzes zu verweilen, 
wollen wir, mit Hülfe desselben ^ folgende Aufgabe construiren: 

Die Parameter derjenigen beiden Parabeln^ welche durch ner gegebene Puncte 
sich legen lassen ^ zu bestimmen» 

Da wir die Richtungen der Durchmesser dieser beiden Parabeln nach der 876. Num- 
mer leicht finden können, so ist die vorstehende Aufgabe darauf anrückgefiihrl, den Pa- 
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rametcr einer Parabel za bestimmen , welche durch drei gegebene Pancte geht und deren 
Durchmesser eine gegebene Richtnng haben. Es seien (fig. 38) O, M' nnd M' ' diese Fig. 38. 
drei gegebenen Puncte und OX die gegebene Richtung der Durchmesser. Die Gleichnng 
der hierdurch bestimmten Parabel, hd irgend einem beliebigen Goordinaten- Winkel, sei 
die Gleichung (2), indem wir OX und OY za den beiden Coordinaten- Axen, M" für 
den Punct {y", t") und OM' s j nehmen. Alsdann können wir leicht die gerade Linie 
(i) construiren , es sei- dieselbe QR. Legen wir alsdann durch den Punct M' eine gerade 
Linie MT?f parallel mit OX und bis znr geraden Linie QR, so erhalten wir die Grösse 
•des Parameters desjenigen Durchmessers, welcher in der zu bestimmenden Parabel die 
der zweiten Goordinaten-Axe parallelen Gborden halbirt. Der Hauptparameter der Pa- 
rabel Ist alsdann, wenn wir den Coordinaten- Winkel ^ nennen, gleich MVsin^9 ^ pp. 

Es sei, um noch ein. letztes Beispiel zu geben: 

7'x+x"y « xj, (i) 

die gegebene Gleichung, ans der man nach dem bekannten Verfahren folgende erhält: 

X y+y'x = xy', ^ (a) 

welche eine gerade Linie darstellt, die von den beiden Coordinaten - Axen die Segmente 
y' und x' abschneidet und, nach dem allgemeinen Satze, nicht aufbort durch den festen 
Punct (y", x") zu gehen, wie auch der Punct (y, x') auf der Curve (i) fortrücken mag. 
Diese Curve ist eine fiyperbel, welche durch den Anfangspunct der Coordinaten geht, 
deren Asymptoten den Coordinaten • Axen parallel sin4 nnd^ deren Mittelpunct der Punct 
(y", x") ist. 

In allen Parallelogrammen y deren zwei gegenüberliegende Winkelpuncte auf einer 
gegebenen Hyperbel liegen und deren Seiten den Asymptoten derselben parallel sindy 
geht eine Diagonale durch den Mittelpunct dieser HyperbeU 

692. Wenn wir in der 690. Nummer, statt zwei Constanten der Gleichung (l) als 
Punct -Coordinaten und veränderlich zu betrachten, dieselben als Linien -Coordinaten und 
veränderlich betrachten, so erhalten wir, was sogleich einleuchtet, folgenden Satz: 

}fenn man irgend einen Punct der durch die Gleichung 

F(y, X, h, a) = (1) 

dargestellten Curve durch (y, x') bezeichnet ^ so berühren alle Curt^en, welche durch 

folgende Gleichung: 

F(y', x', w, y) = o, 

wenn wir in derselben für y und x nach einander alle niSglichen JVerthe nehmen^ 

welche den verschiedenen Lagen des Punctes (y', x') auf der Curve (1) entsprechen^ und 

w und V als Linien -Coordinaten und veränderlich betrachten ^ dargestellt werden ^ ein 

und dieselbe gerade Linie (w = b^ v = a). Statt der Linien- Coordinaten w und v 

können wir auch die Linien - Coordinaten w und u oder v und u nehmen. 

Ich begnüge mich hier znr Erläuterung des vorstehenden Satzes mit einem einzigen 
Beispiele, nnd will zu diesem Ende vorzugsweise folgende Gleichung zn Grrunde legen, 
die einer früher betrachteten ähnlich ist : 

(y+ax)^-i-2yy « o. 
Es stellt dieselbe eine solche Parabel dar, welche von der ersten Axe .im Anfangspuncte 
der Coordinaten berührt wird , auf der zweiten Axe ein Sqi;ment (— -w) ä — 2y abschnei- 
det, nnd in welcher die Richtung der Durchmesser durch die Gleichnng v »» a gegeben 
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ist. Weiia wir aof dieser Parabel irgend einen Ponct {y\ x) beliebig annebmen i and v 
nnd y an die Stelle von 2y und a schreiben, so kommt s 

(y'+x'v)*+y'w mn o, 
nnd diese Gleicbnng stellt » wenn wir w und v als veränderlich betrachten, eine neae 
Parabel dar, deren Durchmesser der zweiten Coordinaten-Axe parallel sind, welche eine 
durch den Pnnct (y\ x) gehende, der ersten Coordinaten-Axe parallele , gerade Linie 
und überdiess noch eine sweite, durch denselben Ponct und den AnCangsponct der Coor* 
dinaten gebende, gerade Linie und zwar im Anfangsponcte berührt« Wie auch der 
Punct (y , X ) auf der gegebenen Parabel (l) fortrücken mag , die durch (2) dargestellte 
Parabel hört nicht auf, die gerade Linie (w s 2^, v » a), dass heisst, denjenigen 
Durchmesser der erstgenannten Parabel, welche durch den zweiten DurchschnittspnncI 
derselben mit der zweiten Coordinaten-Axe geht, zo berühren« Ich verweile nicht bei 
der Aussage des hierin enthaltenen Satzes, der sich auch theilweise umkehren lässt 

693. Die folgenden beiden Sätze, deren Richtigkeit nach dem Vorhergehenden so» 
gleich in die Augen springt, reihen sich an die Sätze der 690» und 692« Nummer unmit^ 
telbar an. 

Wenn man irgend eine Tangente der durch folgende Gleichung zwischen Linien- 

Coordinaten 

F(w, V, b, a) CS o 

dar gestellten i durchaus beliebigen Curve durch (yr\ v) bezeichnet ^ so gehen alle Cur* 
i^en, welche durch folgende Gleichung: 

F(w', V, y, x) = o, 
dargestellt werden^ wenn wir y und x als Punct - Coordinaten und veränderlich betrach- 
ten und der Tangefite (w', v) nach einander alle möglichen Lagen geben ^ durch den 
festen Punct (y = b, x = a). 

Wenn wir forner b und a als Linien - Coordinaten und veränderlich betracbfen^ 

als w und v oder als v und n, so stellen^ bei denselben Voraussetzungen als eben^ die 

Gleichungen: 

I'(w, V, w, v) » o oder F(w', v, ▼, n) m o, 

solche Curven dar, welche alle dieselbe gerade Linie (w a b, v a a) oder (v « b, o'a a) 

berühren^ 

694. Um den ersten der beiden vorstehenden Sätze durch ein Beispiel zu erläutern, 
wollen wir von folgender Gleichung ausgehen: ^ 

(v-v")^+(u— u")^ « kS " (1) ^ 

die bekanntlich, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, eine solche Curve 
zweiter Classc darstellt, deren ein Brennpunct in den Anfangspnnct der Coordinaten ßillt, 
deren, diesem .Brennpuncte entsprechende, Directrix die gerade Linie (v", u") und deren 
Parameter gleich dem Doppelten des reciproken Werthes von k ist* Wenn wir alle Glie- 
der dieser Gleichung mit der vierten Potenz einer beliebigen Grrossc a, die eine gegebene 
Linien -Länge bedeutet, multipliciren und dann x und y an die Stelle von ( — VaaV} 
und (^Vz^^q") ^uid V und u' an die Stelle von v und u schreiben, $0 erbalten wir fol- 
gende Gleichung: 

(x+y2aW(y+y2a%')* « (%a»k)^ ^ (.) 

die, wenn wir y nnd x als veränderlick betrachten und fiär (v, u) nach einander alle 
möglichen Tangenten der gegebenen Curve nehmen, solche Kreise von constantem Ra* 
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dius darstellt 9 die^lc dorcli den festen Pnnct (y » —%9?vl', x ^ ^VzA'^v') gehen« Die 
Mittelpancte aller dieser Kreise liegen also aof einem neaen Kreise, dessen Gleichong 

folgende ist) 

. (x+!/2a?0'+(y+yaa^a'y ^ CA^^^ 

Hiemach erhalten wir den folgenden Satz: 

Wenn man an eine Curve zweiter Classe eine beliebige Tangente legt, die i^on ztrei 
festen im Brennpuncte derselben sich unter rechten Winkeln schneidenden geraden Zi- 
nien {OY^ OX) irgend zfpei Segmente (OQ, OP) abschneidet ^ und dann auf denseU 
ben beiden geraden Linien zu jedem dieser Segmente und einer gegebenen Linien- Länge 
die dritte Proportional- Linie (OS^ OB) suchte so findet man zwei solche Puncte («J, Ä), 
d^ren Mitte einen Kreis beschreibt y wenn die an die gegebene Curve gelegte Tangente 
nach einander alle möglichen Lagen erhält. 

£in einfaches Beispiel des zweiten Satzes der vorigen Nummer liefert folgende Glei* 

chpng: 

u v+v a s= u V , (0 

die einen Punct darstellt Bedeutet {y\ u') irgend eine durch diesen Punct gehende ge« 

rade Linie, so stellt die Gleichung: 

v'u+u V = UV, (a) 

diejenige Parabel dar, welche die beiden Coordinaten - Axen in denjenigen beiden Punc- 

ten berührt, in welchen dieselben von dieser geraden Linie geschnitten werden. Also: 

Alle Parabeln^ welche irgend zwei gegebene gerade Linien in, solchen zwei Puncten 
berühr en^ welche mit einem gegebenen festen Puncte in gerader Linie liegen ^ berühr^l} 
ausserdem noch ein und dieselbe dritte gerade Linie. 

Diese dritte gerade Linie (v ', u") ist die zweite Diagonale desjenigen Parallelogramms, 
dessen zwei Seiten in die beiden 'gegebenen geraden Linien fallen," und dessen erste Dis^ 
gonale den Durchschnitt dieser beiden Linien mit dem gegebenen festen Puncte verbin* 
dct Wenn diese dritte gerade Linie gegeben ist, so können wir, umgekehrt» auch 
leicht den festen Punct construiren, und hiernach erhalten wir, da drei gegebene gerade 
Linien sich auf dreifache Weise zu zwei combiniren lassen , folgenden Satz : 

Die drei Berührungs ^ Chorden aller Parabeln , welche einem gegebenen Dreiecke 
eingeschrieben sind^ gehen durch drei feste Puncte. Diese Pujicte sind die Winkelpuncte 
eines neuen Dreiecks ^ das dem gegebenen umschrieben und demselben ähnlich ist. 

Wenn wir, statt von der Gleichqng (l), von der Gleichung (3) ausgeben, so erbal* 
ten wir bei demselben Yerfahren den Satz der 273. und , mit einer leichten Modification, 
den Satz der 274* Nummer. ^ ' 

695. Es ist klar , dass die vier in diesem Paragraphen aufgestellten Sätze (690, 692, 
693) nicht nur auf die von uns bisher gebrauchten, sondern auch auf alle mögliche son- 
stige Punct- nnd Linien- Coordinaten sich beziehen. So können wir zum Beispiel auch 
z und X oder y (416, Note), oder sogenannte Polar- Coordinaten, oder auch die Coor- 
dinaten desjenigen Systems , mit welchem ich mich in einem Aufsatze in Crelle'S Jour- 
nal *) beschäftigt habe, wonach die Lage eines Puncles durch die Quotienten je zweier 
Abstände desselben von drei gegebenen geraden Linien ausgedrückt wird, zu Grunde legen. 

*) Veber m neues Coordinaten - System, V* S. 1. — 36, 

IL 33 
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696« Ich scblicsse diesen Paragraphen mit einer allgemeinen Andentnng. £5 findet 
dieselbe bei allen vier Haupt - Theoremen desselben ihre Stelle'; nm mich tndes» cinfa* 
eher und beqncmer ausdrücken zu können, will ich mich zunächst ausschliesriich auf den 
ersten dieser vier Sätze beschränken. 

Wenn wir wiederum in der Gleichung irgend einer gegebenen Cnrve: 

F(y, X, b, a) = o, ^ (1) 

nach einander für die veränderlichen Grossen y und x bestimmte Coordinaten*Werthe, 
y und x', 7" und x, n. s. w», die sich auf verschiedene Pnncte dieser Cnrve beziehen, 
nehmen, wonach zwei der alsdann resnjtirenden Gleichungen folgende sind: 

F(y , X, b, a) =* o, 
F(y", x", b, a) = 0, ^ .W 

80 können wir durch diese beiden Gleichungen b und a, die beiden Constanten der Glei* 
chung (1), bestimmen. Schreiben wir in den letzten Glcichnngen (Ür b nnd a die Syni* 
hole '^jf x) und (f{j^ x), welche wir als zwei unbekannte, durch diese Gleichungen 2d 
bestimmende Grössen betrachten, so erhalten wir: 

Fjj', X , V'Cy, x), 9)(y, x)] « o> 

F[y", x", V'Cy, X), 9.(7, x)] = 0, ^'^ 



nnd es ist: 



v<y> x) = b, 

y(y, X) = a. ^'^ 



Nun können wir aber auch die Gleichungen (3) und (4) aus einem andern Gesichtspuncte 
ansehen, indem wir y und x als veränderlich und v^(y, x) und 9)(y, x) als beliebige ge- 
gebene Functionen dieser Grössen betrachten. Alsdann stellen die beiden Gleichungen 
(3) zwei Curven dar, ebenso die beiden Gleichungen (4)« Jene beiden Curven gehen 
alsdann offenbar durch alle Durchschnittspuncte dieser beiden, schneiden einander aus- 
serdem^ aber auch noch in andern Pnncten, weil, im Allgemeinen, b nnd a nicht die 
einzigen Werthe sind, welche wir für vCy» x) und y(y, x) durch Elimination zwischen 
den beiden Gleichungen (3) erhalten« Es können b nnd a alle möglichen Werthe haben 
nnd insbesondere auch gleich Null sein. Ich begnüge mich hier mit der blossen Aussage 
des auf diese Weise bewiesenen Satzes , indem ich dieselbe sogleich auf alle vier bisher 
behandelten Fälle ausdehne. Einer ganz spcciellen Anwendung dieses Satzes werden wir 
in dem folgenden Paragraphen begegnen. 

Wenn irgend eine Cun^e durch die Gleichung 

¥(X, X, b, a) = o, (,) 

in welcher X und x irgend beliebige Punct - oder Linien - Coordinaten und b und a ztpei 
Constanten bedeuten, dargestellt wirdj so erhalten wir die Gleichungen neuer Curven^ 
wenn wir ßir X und x solche Werthe X' und x nehmen, welche der Gleichung (1) Ge^ 
nage thun, und dann 

h = y^(fi, v), . 

a «yO^i I.), ^ . ^*^ 

setzen und fi und p als veränderlich und zwar einmal als beliebige Punct • Coördinateny 
das ändere Mal als beliebige Linien - Coordinaten betrachten^ Einmal gehen alsdann 
alle solche Cun^en^ deren Gleichungen mithin Jolgende Form haben t 

F[V, X, v(a*, y), yO*, v)\ » o, (3) 

durch alle Durchschnittspuncte der beiden Oerter (H), das andere Mal werden sie Pon 
allen gemeinschaftlichen Tangenten dieser beiden Oerter ebenfalls berührt. 
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§ 3. 

Das Princip der Rectprocität. 

697. Die allgemeinste Gleicbang der geraden Linie zwischen gewöhnlichen Panct- 
Coordiniaten ist: 

Ay+Bx+C « .0. (0 

Statt dieser Gleichung können wir folgende nehmen: 

[i7b+^a+5]y+[xh+Aa+iu]x+[ib+^a+(T] = o, (a) 

indem wir die Form der in derselben vorkommenden drei Constanten ändern. Die Glei- - 
chang (2) ist die allgemeinste Gleichung , in welcher einerseits die beiden veränderlichen 
Grössen y und x und andrerseits zwei constante Grössen b und a nur in der ersten Po- 
tenz vorkommen. Wenn wir für y und x die Coordinaten- Werthe irgend eines Pnnctcs 
(y' x) der bezüglichen geraden Linie snbstituiren , und dann b nnd a als veränderlich, 
als y nnd x, betrachten, während wir durch alle griechische Buchstaben ein für alle Mal 
bestimmte Coefficienten bezeichnen, so ergibt sich aus der letzten Gleichung folgende: 

[j7y+*x+|]y'+[)fy+Xx+/t*]x'+[iy+(>x+or] = o, (3) 

oder^ wenn wir anders ordnen: 

. ' [^y +xx'+y]y+[^'+Xx'+(»]x+[gy'+iUx'+(T] = o. (4) 

Nach dem letzten Satze des vorigen Paragraphen stellen, wie auch der Pnnct (y, x) 
auf der geraden Linie (1) angenommen werden mag, die Gleichungen (3) und {k) eine 
solche gerade Linie dar, die immer durch den Pnnct (b, a) geht. Dieser Pnnct ist der 
Durchschnittspunct der durch folgende zwei Gleichungen dargestellten geraden Linien: 

^y+Äx+g 5= ©(ly+px-f a), 
xy+Xx+ite = fi'(>y+(>x+a), ^^^ 

indem wir, der Kürze halber, j^ =» und « = fi setzen. Wir nennen den Punct (b, a) 

den Pol der geraden Linie (l), in Beziehung auf die Gleichung (2), und 
die gerade Linie (4) die Polare des Pnnctcs (y, x'), in Beziehung auf die 
Gleichung (2). Diese Gleichnng können wir füglich cequatlo directriz nennen; die 
Bestimmung des Poles einer gegebenen geraden Linie und der Polaren eines gegebenen 
Punctes richtet sich nach den Werthen der nenn Coefficienten ^9^fSiX»>^9i^f)'»(> 
nnd (T, die in dieser Gleichung vorkommen. 

Wir können hiernach dem in dem Yorstehenden bewiesenen Satze folgende Aussage 
geben : 

"Die Polaren aller Puncte einer gegebenen geraden Linie gehen durch den Pol der- 
selben^ 

Umgekehrt folgt femer, indem wir die Gleichnng (4) ^» aguatio directriz nehmen, 
dass der Pol jeder geraden Linie, welche dorck den Punct (b, a) geht, auf der geraden 
Linie (l) Ivegt. Einer dieser Pole ist der Punct (y , x'). Also : . 

Die Pole aller geraden Linien, welche durch einen gegebenen Punct. gehen ^ Hegen 
auf der Polaren dieses Punctes. 

698. Um den Pol einer gegebenen geraden Linie (1), in Beziehung auf die Gleichung fjg, 3Q. 
($), zu construircn, müssen wir die nenn» ein für alle Mal gegebenen, Coefficienten die- 
ser Gleichnng, oder vielmehr bloss die acht QuoticHten eines ItcUebigen derselben ia alle 

d3 * 
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übrigen, kennen. Wenn wir^ zam Behuf diesef Constraction, die drei dnrcb folgende 
Gleichungen : 

xy+Xx+fi == o, (6) 

vy+QX+a = o, 
dargestellten drei geraden Linien als gegeben betrachten» so sind jene Coefficienten alle 
nenn bekannt, wenn überdiess noch drei derselben, etwa tj^ k ond y, oder anch drei 
lineare Beziehungen zwischen denselben gegeben sind» 

Die beiden Coordinaten-AxcA seien OY und OX, die drei gegebenen geraden Linien (6) 
AC, BC, AB und MN sei die gerade Linie (i), deren Pol wir suchen. Wir wollen 
denselben als den Durchschnitt der beiden geraden Linien (5) construiren. Die erste die- 
ser beiden geraden Linien geht, was die Form ihrer Gleichung zeigt, durch den PnncI 

A, den Durchschnitt von AC und AB; ebenso geht die zweite derselben durch den Pnnct 

B, den Durchschnitt von BC und AB. Zur vollständigen Bestimmung dieser beiden ge- 
raden Linien brauchen wir also ausserdem nur noch einen zweiten Punct jeder derselben 
XU kennen* Um solche zwei Puncte zu erhalten , wollen wie beispielsweise, der obigen 
Bemerkung gemäss, voraussetzen, es sei 

Alsdann erhalten wir für die Ordinate des Durchschnittspunctes der ersten der beiden ge- 
raden Linien (5) mit der zweiten Coordinaten-Axe: 

I— ©er MQ nrr nv r \ 

y == -fZ©^ - MT^T = OY, (•) 

Den zweiten dieser Ausdrücke für y erhalten wir, Indem wir In dem ersten Nenner 

und Zähler durch | » y dividiren und alsdann berücksichtigen, dass ( r-- ) «== OT, 

f^ — J = OQ und f — g j =as OM. Hiernach erhalten wir ohne Mühe den Punct Y 

und somit die erste der beiden geraden Linien (5), nemlich AY. Auf ähnliche Weise 
Ist der Punct X, in welchem die zweite dieser beiden geraden Linien BX in die erste 
Axe einschneidet, durch folgende Gleichung gegeben: 

Endlich ist der gesuchte Pol der gegebenen geraden Linie MN der Pnnct P , der Durch- 
schnitt von AY und BX. 

^Umgekehrt Jconnen wir leicht, wenn der Pol von MN, der Pnnct P gegeben Ist, diese 
gerade Lmie construiren. Die Puncte Y und X sind alsdann bekannt un4 wir erhalten 
ohne Mühe aus (8) und (9): 

OM « ^.OT, ON - ^.OS. (,o) 

Aus dem Vergleich der Gleichungen (8) und (9) mit den Gleichungen (10) ergibt sich die 
beiläufige Bemerkung, dass der Pol der geraden Linie XY In den Durchschnitt der bei- 
den geraden Linien AM und BN fallen würde. 

699. In dem Falle, dass die drei Gleichungen (7) besteben, können wir auch dei| 
Pol einer gegebenen geraden Linie und die Polare eines gegebenen Pnnctes, In Bezie- 
hung auf die Gleichung (S; , construiren , Indem wir einen Kegelschnitt zu Hülfe neh- 
men , denjenigen nemlich , dessen Gleichung folgende ist t 

W^+2«xy+Ax«+25y+2iUx+of « o. (u) 
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Diejenige gerade Linie, deren Pol, in Beziehung aaf diesen Kegelschnitt, 
der Panct (b > a) ist ^ hat folgende Gleichong : 

[;7b+da+gy+[^h+Aa+/i]x+Bh+iua+(T] « o, 
and diese Gleichung ist, nnter den gemachten Yoraossetzangen, mit der Gleichung (2) 
identisch. Es ist also der Pol einer gegebenen geraden Linie, in Beziehung auf 
diese Gleichung, identisch dasselbe mit' dem Pole derselben geraden Linie, in 
Beziehung auf den Kegelschnitt (11}, der conica directrix. Dasselbe gilt von 
der Polaren eines gegebenen Pnnctes. 

700^ Durch die Voraussetzung^ dass die Gleichungen (7) Statt finden, werden die 
beiden Gleichungen (2) und (4) übereinstimmend, wenn wir j und x' mit a und b vertan* 
sehen, es ist (y, x) der Pol der durch (4) dargestellten geraden Linie, auch in Bezie- 
hung auf die Gleichung (2). Diese Gleichung ist in diesem Falle symmetrisch, in 
Beziehung auf die beiden veränderlichen Grössen y und x nnd die bei- 
den Constanten b und a. Die beiden Sätze der 697. Nummer treten alsdann in ei- 
nen innigem Zusammenhang unter einander* 

Die Polaren aller Puncte einer gegebenen geraden Unie gehen alle durch ein und 
denselben festen Punct , durch den Pol derselben. Die gegebene gerade Unie ist die 
Polare dieses festen Punctes, es ist dieselbe der geometrische Ort Jür die Pole aller 
geraden Linien y welche durch diesen Punct gehen. 

In dem Folgenden wollen wir, wenn nicht ausdrücklich das Gegentheil bemerkt wer- 
den wird, d^rchgehends voraussetzen, dass die Gleichung (2), die aquaiio directrix ^ in 
Beziehung auf y, x und b, a, symmetrisch sei. 

701. Die beiden möglichst einfachen, in Beziehung auf y, z und b, a, symmetri- 
schen Gleichungen sind folgende: 

y±ax+b - o, 
by-fax±r2 = o. ^"^ 

Jede derselben können wir an die Stelle der Gleichung (2) setzen. Wa^ die erste dersel- 
ben betrifft, so können wir leicht den Pol der durch dieselbe dargestellten geraden Li- 
nie, den Punct (b, a), construirea, müssen aber, weil b und'a nicht homogen sind, 
zum Behuf dieser Constmction » eine Linien • Länge als Einheit annehmen. Statt dessen 
können wir sogleich an die Stelle der ersten der beiden vorstehenden Gleichungen fol- 
gende setzen: 

P(y+t)±ax « o. (i3) 

Dieser Gleichung entspricht eine Parabel, deren Gleichung folgende ist: 

x^±2py « 0} - 
denn in Beziehung aui diese Parabel ist (b, a) der Pol der durch (13) dargestellten ge- 
raden Linie. 

Die Construction des Poles (b, a), wenn wir die zweite der beiden Gleichungen bei 
(12) zu Grunde legen, ergibt sich ebenfalls ohne alle Mühe. Es entspricht dieser Glei- 
chung, bei der Voraussetzung rechtwinkUger Coordinaten, ein Kreis, dessen Gleichung 

folgende ist: ' 

jr*+x« « Tr^ 

und ^er mithin < je nachdem wir das obere oder nntere Zeichen nehmen, imaginär 
oder reell ist. Wir sehen zugleich leicht ein, dass wir auch, vermittelst des reellen 
Kreises» den Pol, in Beziehung auf den imaginären Kreis 9 construiren können« Wir 
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braochen zu diesem Ende bloss den Pol , in Beziehung auf den reellen Kreis , zo con- 

struiren und dann die Coordinaten desselben mit entgegengesetztem Zeichen za nehmen. 

Wenn wir Statt der in Rede stehenden zweiten Gleichung bei (12) folgende allgemeinere 

nehmen: 

±^oy±Xaji±a « o, 

so ist die entsprechende Cnrvc ein reeller oder imaginärer Kegelschnitt, dessen ISlittel- 
punct in den Anfangspunct der Coordinaten Tallt Die Construction des Poles (b, a) 
nach der 698. Nummer ist hier zwar nicht anwendbar; wenn wir indess die drei CoefB- 
cienten 77 > X und a in der letzten Gleichung kennen , so können wir unmittelbar die bei- 
den übrigen Constanten, b und a, construiren, wenn die bezügliche jedesmalige gerade 
Linie gegeben ist. 

702. Nach diesen Vorbereitungen gehen wir zur Entwicklung des Principes der Re- 
ciprocität über. 

Die Polare des Durchschnittspunctes zweier gegebener gerader Linien geht durch die 
Pole dieser beiden geraden Linien. Der Pol einer geraden Linie, die zwei gegebene 
Puncte verbindet, ist der Dnrchschnittspunct der Polaren dieser beiden Puncte. 
Wenn also drei oder piehrcre gerade Linien durch denselben Punct gehen > so liegen 
ihre Pole in gerader Linie; wenn, umgekehrt, drei oder mehrere Puncte in gerader Li^ 
nie liegen, so gehen ihre Polaren durch denselben Punct* Ans diesen Bemerkungen, 
die unmittelbare Folgerungen aus den Sätzen der 700. Nummer sind, ist ersichtlich, wie 
jedem Satze, der sich lediglich auf den Durchschnitt von geraden Linien und auf Puncte^ 
die in gerader Linie liegen, ohne irgend eine Art von absoluter Grossen -Bestimmung, 
bezieht, ein zweiter Satz entspricht, den man sogleich erhält, wenn man sich die 
Pole und Polaren der Wihkelpuncte und Seiten derjenigen Figur, auf welche sich der 
gegebene Satz bezieht, constrnirt denkt. Das Prinqp dieser Ucbertragung tritt als solches 
noch nicht in folgendem Satze hervor, den H. Briakghon in Gergonne'S Annalen, frü- 
her als dieses Princip seine Entwicklung erhalten hatte, mittheilte: 

Wenn ein beliebiger Kegelschnitt und in der Ebene desselben irgend ein Sechseck^ 
dessen drei gegenüberliegende Seiten •Paare sich in solchen drei Puncten schneiden^ die 
in gerader Linie liegen , gegeben ist, so gehen die drei Diagonalen desjenigen Sechs- 
ecAsy dessen JVinkelpuncte die Pole der Seiten des gegebenen Sechsecks ^ in Beziehung 
auf den gegebenen Kegelschnitt , sind^ durch ein und denselben Punct. 

Der Uebcrgang von diesem Satze zu jenem Principe ist aber nur ein Schritt. Ein 
einziges Beispiel wird die Anwendung desselben anschaulich machen. Wir wollen zu die- 
sem Ende von dem Satze der Z^7. Nummer ausgehen: 

Wenn ziPei gerade Linien und auf jeder derselben drei Puncte gegeben sind^ so können 
wir diese Puncte ^ paarweise genommen ^ durch neun neue gerade Linien i^er binden. 
Diese neun' geraden Linien schneiden sich in achtzehn neuen Puncten. Von diesen acht- 
zehn Puncten liegen sechsmal drei in gerader Linie. Von diesen sechs geraden Linien 
gehen drei und drei durch denselben PuncL 

Aus diesem Satze ergibt sich sogleich der nachstehende, so wie, umgekehrt], dieser 
aus jenem : 

Wenn zwei Puncte und drei durch jeden derselben gehende gerade Linien gegeben 
sind, so schneiden sich diese geraden Linien noch in neun neuen Puncten. . Durch diese 
neun Puncte ^ paarweise genommen, lassen sich achtzehn neue gerade ^inien legen. 



der Reciprocität. 263 

Von diesen achtzehn geraden Linien gehen sechsmal drei durch denselben Punct (JU)* 
F^n diesen sechs Puncten liegen drei und drei in gerader Linie. 

703« Zuweilen liefert die Anwendong des Principes der Reciprocität auf einen gege- 
benen Satz keinen neuen Satz« Es lomn der Satz» den wir nach demselben aus dem 
gegebenen herleiten» die blosse Umkehrnng dicses-^Satzes sein. JEin Beispiel hieryon ge- 
ben die folgenden beiden durch jenes Princip mit einander verbundenen Sätze: 

Wenn die drei Seiten eines Dreiecks den drei Seiten eines andern in solchen drei 
Puncten begegnen^ die in gerader Linie liegen j so schneiden sich diejenigen geraden 
Linien f fvelche die diesen Seiten gegenüberliegenden Winkelpuncte verbinden ^ in dem- 
selben Puncte. 

Wenn diejenigen drei geraden Linien , welche die Winkelpuncte zweier gegebener 
Dreiecke y paarweise genommen ^ per binden ^ in demselben Puncte sich schneiden^ so 
schneiden sich die diesen Winkelpuncten gegenüberliegenden Seiten in solchen drei Punc- 
ten , die in gerader Linie liegen. 

jOtf. Wenn irgeud ein Polygon gegeben ist, so können wir ein zweites Polygon 
coustrairen, dessen Winkelpuncte die Pole der Seiten des gegebenen sind; zugleich sind 
alsdann die Seiten des zweiten Polygons die Polaren der Winkelpuncte des gegebenen. 
Diese Beziehungen finden Statt, unabhängig yon der Grösse und der Anzahl der Seiten 
der Polygone» sie gelten also auch dann noch» wenn an die Stelle derselben Curven 
treten. Es liegen die Pole der Tangenten einer gegebenen Cnrve auf dem Umfange ei- 
ner zweiten Cnrve» welche wir die Polar -Curve der gegebenen 'nennen wollen; die , 
Polaren der Pnncle von jener sind Tangenten von dieser. Die Beziehung solcher zwei 
Curven zu einander ist eine durchaus gegenseitige» wenn die Hiilfs * Gleichung (cequatio 
directrix), rUcksichtlich auf y» z ond b} a» symmetrisch ist. Im entgegengesetzten Falle 
können wir die erste Cnrve auch noch als die Polar -Curve der zweiten betrachten; müs- 
sen alsdann aber die Form der Hiilfs - Gleichung ändern. 

Wenn die gegebene Curve von irgend einer m. Ordnung ist» so wird sie» im Allge- 
meinen, von einer . gegebenen geraden Linie in m Puncten geschnitten; die m Polaren 
dieser Dnrchschnittspnncte» Tangenten «der Polar-Curve» vereinigen sich alle in demsel- - 
bcn Puncte» dem Pole jener geraden Linie. Keine neue Tangente der Polar-Curve kann 
durch diesen Punct gehen » denn sonst mOsste die gcTgebene gerade Linie die gegebene 
Corve auch noch in einem (m+l)- Puncte» dem Pole der neuen Tangente» schneiden. 
Da wir diese gerade Linie immer so wählen können» dass ein beliebiger Punct ihr Pol 
ist» so folgt» dass an die Polar-Curve irgend einer gegebenen Curve nu Ordnang» von 
einem, gegebenen Puncte aus» sich, im Allgemeinen» m Tangenten legen lassen. Eine 
aolche Cnrve nennt H. GergONNE eine Curve m. Classe, eine Benennung» die ich 
in d^r ersten .Abtheilung des vorliegenden Bandes anfgenommen habe» wobei ich indess 
die Definition einer solchen Cnrve an den Grad ihrer Gleichung zwischen den neuen Li- 
nien - Coordinaten knHpfe* 

Die Polar •Curt^e einer gegebenen Curpe irgend einer m. Ordnung ist von der m. 
Classe und, umgekehrt , die Polar -'Curve einer gegebenen Curve irgend einer m. Classe 
ist von der m. Ordnung. 

TOS. Es sei durch die Gleichung : 

F(y, X) - 0, ^ (.) 

irgend eine» algebraische oder transcendentc» Curve gegeben: wir wollen die Polar- 
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CnfTC derselben bestimmen, indem wir die allgemeinste^ nicbt sjmmetriAcbe« pälfo- 
Gleicbnng des ersten Grades: 

[^b+^a+5]y+[^b4-Xa+iM]x+[yb+()a+<r] » o, (t) 

lu Gmnde legen. Und zwar wollen wir erstens die Polar« Cufve dorcb ibre Gleicbong 
xwiscbcn Linien- Co ordinalen aasdrücken. 

Wenn (y', x') irgend einen Panct der gegebenen Curve bezeicbnct, so stellt die letzte 
Glcicbang, wenn wir in derselben y and x' statt y and x schreiben» and dann b nnd a 
als veränderlich 9 als y and x, betrachten, die Polare jenes Punctcs (y', z'), eine Tan« 
gente der Polar-Carve, dar. Dieser Gleichung können wir alsdann folgende Form geben : 

[fjy+xx+vJY-^-l&y'+Xx+olx+lliy+fix+a} = o, 
and indem wir die bezügliche gerade Linie durch (w, v, n) bezeichnen, ergibt sich (402): 

TJY+XX+V U ^ '-hXx+Q V 

$y+/ux+flr w* l^y+fix+a v* 

Hieraas erhält man: 

(^— yX)w+(y/ii— <Tx)v+(orX^^/ti)n 

, _ ((??;— y^)w+(yg—(r^)v+((y^—pg)n 
* "" (Aiy— x^)w+(x§—^^)v+Ou^— A§;a * 
nnd wenn wir diese Werthe von y and x in die Gleichung der gegebenen Curve für jr 
und X sabstitniren , so kommt: 

* \ (X^— x;^)w+(x5-a*7)v+(a*^— >t5)u ' (X;7-x^)w+(xg-^/i^)v+Cu^— X§)a S^ 
Diese Gleichung stellt, wenn wir w, v und u als veränderlich betrachten, die zu b^stim* 
inende Polar •Curve dar. 

706. Wir wollen zweitens dieselbe Polar -Curve durch Punct« Coordinaten be* 
stimmen. Wenn wir b und a als Coordinaten nnd veränderlich betrachten und der Panel 
(y, x) die gegebene Curve beschreibt, so stellt die Gleichung (2) nach einander alle mög- 
lichen Tangenten der Polar -Curve dar. Um den Berührungspunct auf einer solchen 
Tangente zu erhalten, brauchen wir bloss den Durchschnitt dieser Tangente mit «iner 
zweiten, anmittelbar auf dieselbe folgenden, za suchen, nnd zu diesem £nde die Coor- 
dinaten -Werthe b and a aus der Gleichung (2) and ihrer Differential - Gleichung, in .Be* 

Ziehung auf y nnd x : 

(i7b+^a+5)dy+(xb+Aa+/i)dx « 0, (3) 

zu ziehen , wobei wir den Werth von j^ aus der Gleichung (l) herleiten müssen« Denn 

die Gleichung jener zweiten Tangente ergibt sich ans (2), wenn wir in dieser Gleichung 
(y+dy) und (x+dx) statt y und x schreiben, und diese Gleichung kOnnen wir, zum Be* 
haf der Bestimmung von b und a, vermittelst der Gleichung (2), reduciren nnd erhalten 
alsdann die vorstehende Gleichung (d). Diese Gleichung stellt mithin , wenn wir b and 
a als veränderlich betrachten, eine solche gerade Linie dar, die durch den BerUhmngs- 
punct auf der in Rede stehenden ersten Tangente (2) geht Der durch die beiden Glei- 
chungen (2) und (3) bestimmte Punct (b, a) ist ein Punct der Polar* Currc; wenn wir 
diese beiden Gleichungen auf irgend eine Weise zu einer neuen Gleichung mit einander 
verbinden, so stellt diese Gleichung einen neuen Ort, der durch den Punct (b, a) gebt, 
dar, nnd dieser Ort ist jene Polar -Curve, wenn die rcsultirende Gleickung diejenige ist, 
welche man erhält, wenn man aas den beiden Gleichangen (2) und (3), vermittelst der 
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Glejchong (i)^ j und x eliminiren. Es sei die auf diese Weise sich ergebende Gleiehapg 

folgende : 

9)(b, a) = o. ^ (4) 

Darch die drei Gleichangen (l), (2) und (3) sind die vier Grossen y, z» b und a 

ToUkommen bestimmt, wenn eine derselben gegeben ist: wir können jene als Functionen 

▼on dieser ansehen, Differentüren wir demnach die Gleicfaang (2) vollständig in Bezie* 

hang aaf y, x, b nnd a^ so erhalten wir, wenn wir vermittelst der Gleichung (3) redn- 

ciren, folgende Gleichung: 

(i7y4-xx+f)db+(^4-Ax4-p)da = o, (s) 

wobei wir den Werth des Differential - Quotienten r aus der Gleichung (4) nehmen 

künnen. Wir können aber auch die letzte Gleichung, als durch blosse Difierentiation 
der Gleichung (2) , in Beziehung auf b und a , wobei y und x als constant zu betrachten 
sind, entstanden, ansehen; so dass, wenn wir y und x mit b und a vertauschen, die 
Gleichung (5) in dieselbe Beziehung zur Gleichung (2) tritt, in der früher die Gleichung 
(3) stand. Wenn wir zwischen den drei Gleichungen (4), (2) und (5) die Grössen b und 
a eliminiren, so kommen wir nothwendig zur Gleichung (l) zurück. 

Wir finden hiemach durch eine einfache analytische Betrachtung die frühere Bemer- 
kung bestätigt, dass auch die gegebene Curve (1) gegenseitig die Polar -Curve ihrer eige- 
nen Polar- Curve ist, nur dass hierbei die Hülfs • Gleichung {csquatio directrix) jedesmal 
ihre Form ändert, wenn dieselbe, in Beziehung auf y^ x und b, a, nicht symmetrisch 
ist, denn bei der Rückkehr der zweiten Curve zur ersten treten b und a an die Stelle 
von y nnd x. . 

707. Wir können die m der vorigen Nummer angezeigten Eliminationen nur dann 
ausfbhren, wenn die Gleichung der Curve (1) wirklich gegeben nnd nicht durch ein blos- 
ses Functions - Zeichen dargestellt ist. Es ist dicss aber nicht nothwendig, wenn wir statt 
der Gleichung (4) bloss die Differential - Gleichung derselben verlangen, und in diesem 
Falle braucht die gegebene Curve ebenfalls nur durch ihre Differential -Gleichung gegeben 
zu sein. Diese Gleichung sei folgende: 

Wir erhalten zuvörderst aus der Gleichung (3): 

dy _ xb+Aa-f-jU , 

3x"" ^b+^a+l* 
und dann femer aus der Zusammenstellung der beiden Gleichungen (2) und (5); 

(^— yX)(adb— bda)+(gx»^^)db-i-(<r)l— ^^)da 
1 *" (X)7--x^)(adb— bda)+0u37— x5)db+(/*^--A5)da' 
(^— »^)(adb— bda)+((ra7^yS)db+(<r^-(>g)da 
* "* (;ia7-xd)(adb-bda)+(^7-x5)db+(/i^— A5)da * 

Wenn wir die vorstehenden Wcrthe yon ^i, y und x in. die gegebene Differential - Glei- 
chung (6) substituiren , so gelangen wir iinmittelbar zur gebuchten Differential - Gleichung 
der Polar - Curve. *) ' 

"*) An die letxten Nummern des Textes khiipfen.sicii rein analytische Betrachtongen ao. Indem 
. ich mich hier auf einige blosse Andentongen beschränke, ist meine Absicht, denselben Ge- 
genstand an einem andern Orte wieder anCttinebinen* 

II. »4 
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708. Wenn eine gegebene Carve einen viel fachen Ponct, das heisst, einen sol- 
cben Punct bat, in welchem mehrere Zweige derselben sich schneiden, so entspricht die- 
sem Pnncte in der Polar-Carre eine gerade Linie, welche eine gleiche An- 
sahl von Zweigen dieser Carvc berührt Wenn jene Zweige, die dorch den- 

Wenn irgend eine, aaf eine beliebige Garre sich beliebende, Diflerential • Glcicbmig 
' gegeben ist , so können wir die Diflerential - Gleicbnng der Polar - Corve , indem wir eine 
beuebige lineare cequaUo directrix za Grunde legen, unmittelbar binscbreiben (707). WeoM 
wir alsdann das Integral einer dieser beiden Diflerential - Gleicbnngen kennen, so erbaljten 
wir das Integral der andern darcb blosse Elimination (700)« Wenn lam Beispiel die Glei» 
cbang (1) das bekannte Integral der Gleicbnng (6) ist, so erhalten wir die Gleichnng (4), 

die dnrcb Elimination Ton j-, j und x swiscben den Gleicbongen (Jt), (2) ond (3) sidi 

ergibt, als Integral der am Ende der 707« Nammer bezeicbneten , der Raom - Erspamisf 
wegen, nicbt bingescbriebenen Diflerential - Gleicbnng. leb will bierbei aaf einen Fall be» 
sonders aufmerksam macben. Wenn die letztgenannte Gleicbnng anf folgende sieb reducirtc 
J((>x-y^(adb-bda)-Kgx-y/i)db4-((y;i-gAi)da ((>7-i^)(adb-bda>f(<y?-yS)Jb+((y^-(>g)da ( 

V^-*^)(adb-bda)+CM;7.x5)db+{Ai^-XSba' (Xj7-x^)(adb.bda)+Cuj7.x|jdb+OM^.XDdai ** ^' 

in der alsdann die nenn Coefficienten (^x— -vX), n« s. w« ak beliebige von einander nnab* 

b'ingige Coefficienten anzuseben sin^, so erbält man für die Polar -Corva derjenigen Gurre, 

auf welcbe diese Gleicbnng sieb beziebi: 

fCy, x) = o: 

eine Gleicbnng zwiscben endlicben Gr($ssen. Wenn man zwiscben dieser Gleicbnng nnd den 

dy 
Gleicbnngen (2) nnd (3) ^, y und x eliminirt, so erbält man eine Gleicbnng, welcbe 

die singulare Anflö'snng der vorgelegten Diflerential - Gleicbnng ist« — 

Die Verallgemeinerung der Torstebenden Bemerkungen liegt nabe« Wenn wiederum : 

r(y, X) = o (I) 

eine gegebene Gleicbnng ist, aber an die Stelle der Gleicbung (2) ir^nd eine belieb^ 
Gleicbnng zwiscben 7, x, b nnd a, als oequatio directrix f tritt, die wir durcb 

VfiYf X, b. a) = o, . (II) 

nnd deren Diflerential • Gleicbung , in Beziehung auf j und z , wir durch 

K^x' ^' *' •»»*) = » <"o 

darstellen wollen, so können wir zwiscben den vorstebendoi drei Gleicbnngen j nnd x eli- 

dy 
mlniren, nacbdem wir zuvor in die letzte derselben (lir t- denjenigen Ausdruck snbslitnirt 

haben, welcben die Differentiation der Gleicbnng (I) gibt. Das Resultat der Elimination sei : 

9)(b, a) « o. aV) 

Wenn wir ferner die Gleicbnng (II), in Beziehung anf b nnd a^ diflerentiren, and die re- 
saltirende Gleicbung durch 

o(^±, b, a, y, x) - • ^^(V) 

darstellen, so erhalten wir aus (II) und (V) j nnd z als Function von • , b ond a; 

,_,(|l..V ._,(*b..),* (VI> 

md biemadi, wenn wir in (I) snbstitniren s 



Fjt(^.b..). *(t. <>.'))- - <"0 



Die Gleicbnng (IV) ist die singulare Au fl 6' sn-ng der Gleichung (VII). Der erste Theil 
dieser Gleichung ist Function zweier andern Functionen, die man a^'alt, wenn man ans 
irgend einer Gleichung (II) zwischen zweien veninderlichen Grössen b und a nnd ihrer Dif- 
ferential -(Gleichung (V) die Ausdrücke flir zwei, in diesen Gleicbnngen vorkommenden, Con«^ 
atanten zieht Die Gleichung (II) ist das gewöhnliche Integral der Gleichung (VII). y und 
X sind zwei Constante, welcbe «iih, nach der Gleichmg (i), «of «ine eiaiigt reduciren. 
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selben Panct geben, tbeilweise eine gemeinscbaftlicbe Tangente baben, so fallen anf die« 
ser, mebrere Zweige berübrenden, geraden Linie tbeilweise die Berübrnngspancte snsam- 
men. Die in einem vielfacben Pnncte sich scbneidendcn Zweige können paarweise imagi- 
när werden I ibr Darcbschnitt bleibt alsdann reell und man crbält, statt der beiden 
Zweige, einen blossen Pnnct Dieser Panct stellt sieb als conjagirter isolirter Punct dar, 
wenn jener vielfacbe Punct ein blosser Doppelpunct ist; die Spur desselben verliert sieb, 
wenn nocb ein dritter reeller Zweig der Gurye durcb denselben Punct gebt. Auf ganz 
analoge Weise erbält man in der Polar -Figur, wenn mebrere Zweige^ wclcbe von der- 
selben geraden Linie berübrt werden, paarweise imaginär sind, statt jedes Paares sol- 
cber imaginären Zweige, bloss jene gerade Linie, ibrc gemeinscbaftlicbe Tangente. Diese 
gemeinscbaftlicbe Tangente erscheint als isolirte, der Polar -Curve conjngirte 
gerade Linie, wenn kein anderer Zweig dieselbe ausserdem noch berührt; wenn hingegen 
dieser Fall eintritt, so gebort zn der Polar- Curve eine ihrer Tangenten« 

Aus den vorstehenden Bemerkungen erhellet, wie es ganz natürlich ist, in die allge- 
meine Theorie der Cnrven neben dem Begriff des singulären Punctes auch den Be- 
griff der singnlären geraden Linie einzuführen. In denjenigen singulären Puncteui 
in welchen sich solche Curven - Z^yeige vereinigen, welche zum Theil in diesem Puncte 
eine gemeinschaftliche Tangente haben, ist diese Tangente eine singulare gerade Linie. 
In der Gleichung einer Curve zwischen Punct- Coordinaten ist jede Spur der singulären 
geraden Linien der Curve verschwunden^ so wie in der Gleichung derselben Curve zwi- 
schen Linien - Coordinaten die Spur der singulären Puncte. 

709. Wenn wir die allgemeine, nicht symmetrische, Hülfs- Gleichung: 

(j7b+*a+5)y+(xb4-Aa+/M)x+(yb+(>a4-cr), 
zu Grunde legen , so erbalten wir (705) für die Polare desjenigen Punctes , welche der 
Durchschnitt der durch folgende beide Gleichungen: 

^y+xx-fv = 0, ^-^rkx+Q = 0, (i) 

dargestellten geraden Linie ist, eine solche gerade Linie, die unendlich weit liegt, und 
deren Richtung eine unbestimmte ist Wenn dieser Punct auf einer gegebenen Curve 
liegt, so ist der Pol der Tangente der Curve in diesem Puncte der Berührungspunct auf 
jener unendlich weit entfernt liegenden geraden Linie, die eine Tangente der Polar- 



Da die Gleichung (IV) das Resnltat der Elimination der beiden als constant zn betraclitenden 
und darch die Gleichang (I) mit einander verbandenen Grössen, y und x, zwischen den 
beiden Gleichungen (II) und (Ilt) ist, so folgt sogleich, nach der bekannten Theorie, dass 
die Gleichung (IV) (die singulare Auflösung) eine solche Curve darstellt, die alle dieje- 
nigen Gurren umhüllt, welche durch die Gleichung (II) (die gewöhnliche Integral - Glei- 
chung), wenn wir nach einander den Constanten j und x alle möglichen W'erthe beilegen, 
dargestellt werden« 

Wenn wir aus den beiden Gleichungen (11) und (III) die Werthe von b und a ziehen 
und dann in die Gleichung (IV) substituiren , so erhallen wir eine Differential - Gleichung 
zwischen 7 und x; und diese Gleichung hat die Gleichune (II), in welcher alsdann b und a 
zwei durch die Gleichung (IV) mit einander verbundene konstante bedeuten, zum gewöhn- 
lichen Integral und die Gleichung (!) zur singulären Auflösung. 

Es hat bekanntlich zuerst JLjiORANGS die vollständigste Theorie der besondern Auflö- 
sungen gegeben und das Vollständigste hierüber findet sich in seinen Lei^ans Bur le Calcul 
de9 Foncüons. Die in dem Vorstehenden angedeutete allgemeine Theorie der singulären 
Auflösungen steht mit dem Princip der Reciprocität in der genauesten Beziehung; dies« her- 
vorzuheben ist der Zweck dieser Anmerkung. 

34* 
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Canre ist Es ist sogleich ersieh tiiqht, dass dieser BerÜhrtingspanct aof der durch fol- 
gende Gleichung^ (706 (3)): 

(?7y+^x+5)v'— (xy+Xx+/u) » o, (a) 

in der y sich auf die Richtang der Tangente der gegebenen Carve in dem gegebenen 
Pnncte bezieht, dargestellten geraden Linien unendlich weit liegt £s entspricht also der 
gegebenen Carve eine Polar -Carve 5 die zwei parabolische Zweige hat, deren 
Durchmesser der geraden Linie (2) parallel sind. Wenn die gegebene Carve einen \iel- 
fachen jPonct hat, der mit dem eben bezeichneten Punct zusammenfällt, so hat die Polar- 
Curve mehrere Paare parabolischer Zweige, deren Darchmesser leicht zu bestimmende 
i^chtangen haben. 

Zu denselben Folgerungen gelangen wir auch dann^ wenn wir, indem wir rein geo- 
metrisch za Werke gehen, insbesondere irgend einen beliegen Kegelschnitt zur Hülfs- 
Carve nehmen^ und alsdann die gegebene Curve durch den IVIittelpunct dieses Kegel- 
Schnittes geht *) 

710. Eine gerade Linie, die durch den Durchschnitt der beiden geraden Linien (1) 
geht and deren Richtung durch v bestimmt ist, hat nach der vorigen Nummer zuih Pole 
den auf der geraden Linie (2) unendlich weit entfernt liegenden Punct Wenn jene ge- 
rade Linie eine singulare gerade Linie einer gegebenen Carve ist, so ist dieser unendlich 
weit entfernt liegende Punct ein singalärer Punct der Polar »Curve. Wir sehen hielrans, 
dass es auch singulare Pnncte in anendlicher Entfernung gibt: eine för das 
Gesetz der Continuität in der Theorie der Curven wichtige Bemerkung, die zuerst BL 
PONCELET am eben angeführten Orte gemacht hat Wir werden im folgenden Paragra- 
phen auf diese singulären Puncte noch zui^ückkotemen. 

711. Wenn endlich mehrere Curven sich in dem Durchschnittspuncte der beiden ge- 
raden Linien (l) mpnnctig osculiren, so haben die Polar- Curven in unendlicher Ent- 
fernung eine mpanctige parabolische Oscnlation. Wenn mehrere Curven 
auf irgend einer durch dea Durchschnitt der beiden geraden Linien (1) gehenden dritten 
geraden Linie sich mpnnctig osculiren, so haben die Polar- Curven die gerade Linie (2) 
cur gemeinschaftlichen Asymptote und auf dieser Asymptote in unendlicher 
Entfernung einen mpnnctigen Contact Wir sind schon im 7. Paragraphen der 
ersten AbtheUung dieses Bandes unmittelbar auf die Osculation parabolischer und hyper- 
bolischer Zweige geführt worden. — 

712. Die Polaren t^on Irgend iner gegebenen harmonischen Thellungspuncten bilden 
ider Harmonicalen und folglich auch^ umgekehrt, die Pole Qon irgend ner gegebenen 
Harmonicalen vier harmonische Theilungspuncte. 

Wir können diesen Satz auf folgende Weise für den allgemeinsten Fall, dass die 
nicht symmetrische Gleichung (2) der 705. Nummer zu Gmnde gelegt wird, beweisen. 
Nach dieser Nummer erhalten wir 

^y+Xx'-fy"*^' ,y"+Xx".*-v"*'^* 7Jj'"+Kt"'+V^^ ' ^y""+«-+y^^ • 

wenn (y, x), (y", x"), (j'% x") und (y"", x"") die vier gegebenen harmonischen Thei- 
longspnncte nnd w', w", w'^nnd w"" Ordinalen ihrer Polaren bedeuten. (Wir setzen, 



^ P0NCMZST9 Memoire 9ur la thiarU ginirak d$9 pokurei redprojn^i j§ in Cmmlim^s 
JoamaU lY, 1829. 
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der Kürze halber, die Ordinate a gleich Eins.) Die vorstehenden vier Gleichungen stel- 
teni wenn wir die verschieden accentairten y nnd x als veränderlich betrachten, vier ge- 
rade Linien dar, die durch die vier gegebenen Pancte gehen. Da diese geraden Linien 
überdiess in ein nnd demselben Pancte , dem Durchschnitte der beiden geraden Linien : 

Sy+^wx-Hr sa Y ^ o, lyy+xx+v == X = o, 

sich schneiden, so bilden sie ein System von vier Harmonicalen. Hiernach erhalten wir, 
wenn wir zuvor ihren Gleichungen folgende Form geben : 

X-w'Y « o, X-w'T « o, . X-w'"Y = o, X-w'"T « o, 
nnd durch <o nnd v zwei unbestimmte Coef&cienten bezeichnen: 

ö>(X-w'Y>H;(X-.w"T) = X-w'% «(X-wT)-i;(X-.w"Y) « X-w'"Y, *) 
nnd hieraus folfft t 

cow+rw s=s w , COW — VW « w . 

Es sind also auch (410) diejenigen Punctc, in welchen die vier eben bezeichneten Polaren 
in die zweite Coordinaten-Axe einschneiden, vier harmonische Theilungspnncte, nnd mit- 
hin die Polaren selbst, da sie Überdiess durch denselben Punct (697) gehen, vier Harmo- 
nicalen« 

Als Beispiel von der Anwendung des Principes der Reciprocität, rücksichtlich des 
eben Bewiesenen, stelle ich folgende beide Sätze neben einander: 

Eine beliebige Diagonale irgend einer gegebenen vierseitigen Figur mird in den bei- 
den Winkelpuncien^ die sie verbindet j und in ihren Durchschnitten not den beiden 
übrigen Diagonalen harmonisch getheilt (/., 50). 

Die beiden Diagonalen irgend eines gegebenen Vierecks bilden mit denjenigen bei- 
den geraden Linien^ welche den Durchschnittspunct derselben mit den Durchschnitts- . 
puncten der beiden Paare gegenüberliegender Seiten verbinden ^ vier Harmonicalen. 

713. Aus der vorigen Nummer nnd den Entwicklungen der Note zur 623. Nummer 
ergibt sich folgender Salz: 

Die Pole einer Involution von sechs geraden Linien bilden eine Involution von sechs 
Puncten und, umgekehrt y die Polaren einer Involution von sechs Puncten bilden eine 
Involution von sechs geraden Linien. 

Hiernach folgt zum Beispiel jeder der beiden nachstehenden Sätze aus dem andern. 
' Solche sechs Tangenten , die man von irgend einem Puncte aus an irgend drei Ke- 
gelschnitte legen kann^ welche dieselben vier {reellen oder imaginären) geraden Linien 
berühren y bilden eine Involution (623). 

Die sechs Durchschnitt spunde einer beliebigen Transversalen mit solchen drei Ke- 
gelschnitten ^ welche durch dieselben vier (reellen oder imaginären) Puncte gehen ^ bil- 
den eine Involution. **) 



*)s^WeQn nemlich die beiden Gleichuogen 

Z = o, Z' = o 
irgend zwei gegebene gerade Linien darstellen und /i einen beliebigen Coefficienten bedeu- 
tet, so stellen folgende Gleicboogen: 

Z+A*Z' = o, Z—fit = o, 

solche xwei nene gerade Linien dar, welche mit den beiden gegebenen ein System von 

vier Harmonicalen bilden. Diese Beziehungen sind denen der 4lo« Nummer ganz analog, 

**) Ich habe in dem Frühem gelegentlich mehrfache Eigenschaften einer Involution von sechs 
Puncten so wie einer Involution von sechs geraden Linien entwickelt. Beiläufig flige ich 
auch noch die folgenden Sätze hinzu: 
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Wenn wir insbesondere in dem Ictzlen Satze an die Slelle . swcicr der drei Kegel- 
schnitte zwei Linien - Systeme setzen» so erhalten wir einen Satz, den znerst D£SARGU£5 
gab *). Der allgemeine Satz gehört H. StüRäI **)• — 

7iV Wir haben in allen bisherigen Entwicklungen aaf die Wcrthe der ein für alle 
Mal gegebenen Constanten der Hölfs - Glcicbang {ccqualio directrix) keine weitere Rück« 
sieht genommen. Wir können dieselben zam Thcil gleich Nail setzen und jene Gleichang» 
wie in den Beispielen der 701. Nummer^ möglichst vereinfachen« An jede solche Glei- 
chung können wir das Princip der Reciprocität, so weit wir dasselbe bisher entwickelt 
haben, anknöpfen« Es gewinnt dasselbe aber eine grosse Mannigfaltigkeit an neuen An- 
Wendungen, wenn wir jenen neun Coefficicnten der Hülfs * Gleichung bestimmte Werthe 
beilegen und gewisse zwischen denselben Stalt findende Beziehungen annehmen, oder 
wenn wir, von der geometrischen Seite, irgend einen bestimmten Kegelschnitt zur Hülfs- 
Curvc nehmen. Wir befinden uns hier auf einem ergiebigen Felde der Untersuchung; 
ein Blick aut die wenigen Andeutungen, welche die folgenden Nummern enthalten, wird 
uns hiervon überzeugen. 

Wenn wir derjenigen Curve, deren Polare wir suchen, eine, in Beziehung auf die 
Coordinaten- Axe, beliebige Lage geben, so können wir, unbeschadet der Allgemeinheit, 
in den Untersuchungen über die Natur der Polar- Curve die Form der gegebenen HüUs- 
Gleichung dadurch vereinfachen, dass wir die Lage und die Richtung der Coordinaten- 
Axen gehörig bestimmen. Wenn die gegebene Hülfs - Gleichung bei beliebiger Azen-An- 



Die drei Selten eines Dreiecks und irgend drei durch die JVinkelpuncte desselben und 
ein und denselben Punct gehende gerade Linie , oder , u^as dasselbe heisst , die Seiten ir- 
gend eines Vierecks und 'die beiden Diagonalen desselben haben die Jiichiung der sechs ge* 
raden Linien einer /npolution» 
Uod , umgekehrt : 

fVenn nian aus dreien geradeu Linien der drei Linien • Paare einer Involution, in» 
dem man dieselben parallel mit sich selbst verrückt , ein Dreieck bildet , so gehen die drei 
übrigen geraden Linien der Involution durch ein und denselben Punct, wenn man sie, 
parallel mit sich selbst, so perscfiiebt^ dass jede derselben durdi denjenigen TVinkelpunci 
jenes Dreiecks geht, welchen solche zwei gerade Linien bilden ^ mit welchem sie nicht su 
demselben Linien - Paare der Involution gehört, • 

Der Beweis des vorstehenden Satzes bietet sich sogleich dar. Wir können die drei<SeI« 
ten des Dreiecks durch folgreode Gleichungen darstellen: 

(x —X )(y— y )— (7 — y Xx-x ) = o, 

X —X ;(y— y )— (y —y )(x— x ) = o, 

(x —X )(y— y )— (y — y )(x-x ) = o, 

and erhalten alsdann (vergl. die Mote zur 623, Nummer), indem wir die Goor^dinaten-Axen 

gehörig bestimmen, für die drei durch die drei Winkelponcte des Dreiecks gehende gerade 

liioien folgende Gleichungen : 

(x'-x")(y— y'")-Ky'— y")(x--x") = o, 
X —X )(y— y y^ij — y )(x— x ) « o, 
(x —X )(y—y )+(y —y )(x— x ) == o. 
Die Summe der ersten Theile dieser drei Gleichungen reducirt sich auf Null uod folglich 
gehen die drei bezüglichen geraden Unien durch ein und denselben Punct, 

Nach den vorstehenden Sätzen können wir auf die bequemste Weise, wenn fünf ge- 
rade Linien einer Involution gegeben sind, die sechste gerade JLinie der Involution bestim- 
men , so wie der sechste Punct einer Involution sich am leichtesten durch Hülfe des vor- 
letzten Satzes In der Note zur 441« Nummer constniiren lässt« 

*) PorrcszMTf Prop. proj. f;;8. 

^*) GsnGotfSs, jinn. 21 XVIL p, iSo. 
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nähme wiedcrnm folgende ist : 

(/7lH-^a-f-5)y-H>ft+Aa-f.//)x-|-(rlH-pa-HT) = o, (i) 

so bietet sich eine natürliche Vereinfachung dieser Gleichnng dar, indem wir irgend zwei 
der drei durch die nachstehenden Gleichungen dargestellten geraden Linien: 

lyy+^-f-S « O, xy+^x+a = o, iy-f-()x-Hr e= o, .(«) 

so den nenen Coordinaten - Axen wählen (698). Nehmen wir insbesondere die erste die- 
ser drei geraden Linien zor ersten nnd die zweite derselben zur zweiten Coordinaten-Axe, 
so erhalten wir statt der Gleichnng (1) eine Gleichnng von folgender Form : 

iyby-f4ax-|-(vb-|-()a-j-(T) s= o, (3) 

and in dem besondem Fall, dass die Gleichung (1) symmetrisch ist nnd demnach die Be* 
dingongs • Gleichungen (7) der 698. Nummer bestehen, eine Gleichnng von folgender 

Form : 

fjhy+XdiX+a =a o. (4) 

Geometrisch genommen entspricht dieser letzten Gleichung irgend eine (reelle oder ima- 
ginäre) Curyc zweiter Ordnung, deren Mittelpnnct in den Anfangspnnct der Coordioa- 
tcn fällt. 

Die eben angezeigte Coordinaten* Verwandlung kann nicht Statt finden , wenn die 

beiden ersten der drei geraden Linien (2) parallel sind. Nehmen wir, am diese Ausnahme 

zu beseitigen 9 statt der ersten dieser drei geraden Linien, die dritte derselben zur ersten 

Coordinaten-Axe, so erhallen wir als Hulfs- Gleichnng eine Gleichnng von folgender 

Form: 

(^b-H>a+5)y+Xax+i'b = o, (s) 

und für jenen Ausnahms - Fall eine Gleichung von folgender Form: 

(^-H)y-l-^ax+i'b = o. (6) 

Wenn die Hülfs- Gleichnng eine symmetrische ist, so ist in der letzten Gleichnng ^ = o 

and 5 s= r. Die entsprechende HiUfs-Ciirve ist alsdann eine Parabel, welche von der 

ersten Axe im Anfangspuncte berührt wird nnd welche die zweite Axe zu einem ihrer 

Durchmesser hat. • 

Da in der Gleichnng (5) der CoefTicient 5 offenbar nicht fehlen darf, so sehen wir, 
dass die nenn Coef&cienten der Hiilfs -Gleichung (l) nicht solche Werthe haben dürfen, 
wonach die drei geraden Linien (3) durch denselben I^nnct gehen würden. Auch dürfen, 
was hieraus folgt, nicht irgend zwei dieser drei geraden Linien zusammenfallen. Diesen 
beiden Fällen entspricht, wo wir eine Curve zweiter Ordnung als Hülfs-Cnrve nehmen 
können, dass diese Curve nicht in ein System von zwei geraden I^inien übergehen kann. 

715. Wir wollen die Polar -Curve irgend eines beliebigen durch die allgemeine Glei- 
chnng: 

ay^+'5bxy-f-cx'+2dy+5ex4-f « o, (i) 

dargestellten Kegelschnittes bestimmen, indem wir 

jyÄy+Jlax-f-ff s= o (9) 

zur HüIfs • Gleichnng nehmen. Alsdann ergibt sich nach der 705. Nummer: 

er w <r w ^ ^ 

wenn wir durch (w, v, u) die Coordinalen der Polaren irgend eines Pnnctes (y, x) be- 
zeichnen. Für die gesuchte Polar - Curve erhalten wir hiemach , indem wir ans den bei* 
den letzten Gleichungen die Werthe von y nnd x nehmen und statt dieser Grössen in die 
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Gleichung (i) sabstitairen , folgende Glelcbong; 

aAVa^+2bj7Xa*avH^:J7Vv*+2d7X^(mw+2cj7U(nrw-f-f^Vw* « o, (4) 

die wir, der Kürze halber, aaf folgende Weise schreiben wollen: 

Fa^+2Eav+Cv^+2Daw+2BTw+Aw« «= o. (5) 

Man erhält: 

(CF— E^) « i72;iV(ac-M); 

es sind also die beiden Ausdrücke (CF — E^) und (ac — b^) entweder beide positiv, oder 
beide negatir oder beide gleich Null. Je nachdem also der Anfangspunct der Coordina« 
ten ausserhalb einer der beiden Polar -Curven {courbes polaires reciproques) (l) nnd (5), 
oder innerhalb derselben oder auf dem Umfange derselben liegt (488)9 ist die andere eine 
Hyperbel, Ellipse oder Parabel» 

Wir wollen ferner noch die besondem Bestimmungen machen, dass 

wonach sich die Gleichungen (2) und (4) in folgende verwandeUi: 

*y+ax = K\ (6) 

aR*u'+2bR*uv-KR*v*-f.2dR^uw-f-2eR^vw-f.fw« «= o. (7) 
Wenn a = c nnd b « o, so ist, bei der Voraussetzung rechtwinkliger Coordinaten, 
die gegebene Curve ein Kreis und die Polar* Corve dieses Kreises ein Kegelschnitt, wel- 
cher den Anfangspunct der Coordinaten zu einem seiner Brennpuncte hat; denn die 
Gleichung (7) geht alsdann in folgende über, wenn wir zugleich, der Kürze halber, 
a = c 63 1 und w ss 1 setzen: 

R'»(uM-v^>+-2R^(du+cv)+f « o. 
Die Coordinaten des Mittelpunctes des gegebenen Kreises sind y b — d, x «s — e nnd 
also die Coordinaten der Polaren dieses Mittelpunctes (d): 

d e 

n = -j^, ▼«^Rä- 

Diese Polare ist also (56o) die Directrix der Polar «Curve und zwar diejenige, welche zu 
jenem ihrer Brennpuncte gehört» der in den Anfangspunct der Coordinaten (allt Ob 
di^se Cunre eine Hyperbel, Ellipse oder Parabel ist| bestimmt sich wie in dem allgemei- 
nem Falle. 

Die vorstehenden Resultate hat zuerst H. PONGELET in der oben angeführten Ab- 
liandlung mitgetheilt. Viele einzelne Folgerungen daraus, die sich ohne Mühe noch sehr 
TerneUaltigen Hessen, finden sich in zweien Abhandlungen des. 18.^ Bandes der zu Moni- 
pelUer erscheinenden Annalen. *) 

Das Quadrat des Radius des gegebenen Kreises ist (dM-e'-O» ^^^ Quadrat der halben 

Brennpuncts - Ordinate , das heisst des halben Parameters (56l), ist gleich (1^ — j--i 

Hiemach ergibt sich: 

rp « R% (•) 

wenn wir den Radius des gegebenen Kreises r und den halben Parameter der Polar-Cnm 

p nennen. R bedeutet den Radius desjenigen Kreises, der, wenn wir die Pole geome^ 

trisch construiren, an die Stelle der Hülfs« Gleichung (6) tritt (701). Kreisen von gleichen 

Radien entsprechen also Polar* Curven mit gleichen Parametern. 

*) PoüCMLMtf Memoire etc. Nro. //5. ^^ Sobtlliem ^ D^mcnttraiion de diuers thäorhmm 
de gäom^irie: Oerg. jihn. XFIII. Janvier, 0828. — CHASLESf. TJtdorimee eur lee eeo* 
tione coniquee cor^yocalee \ Gerg. Ann. XVIlIy Mare 4838. — - 
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716. Das Princip der Reciprocitat föbrt za eitier neaen Constroction der allgemeinen Fig. 4a 
Angabe der Tactionen> die ick hier als ein Beispiel von der Anwendung dieses Princi- 
pes, in Beziehang anf 4ie Entwicklangen der vorigen Nummer, gebe. 
Einen Kreis zu beschreiben y welcher drei gegebene Kreise berührt 
Der Mittelpunct eines Kreises von gegebenem Radius x, der von zwei gegebenen 
Kreisen 9 deren Radien R and R' sind, ausserhalb oder von beiden innerhalb berührt 
wird, ist, wenn wir seine Abstände von den Mittclpuncten der beiden gegebenen Kreise 
r und r nennen, dadurch bestimmt, dass 

rqpR = r TR' « x, 
und hieraus folgt: 

r-r' = ±(R'-R). ^ (9) 

Der Ort für die Mittelpnncte aller Kreise, welche von zwei gegebenen Kreisen gleichartig 
berührt werden , ist also eine Hyperbel , welche die Mittelpnncte der beiden gegebenen 
Kreise zu ihren Brennpuncten hat» Der eine Zweig dieser Hyperbel, welchem das obere 
Zeichen in der letzten Gleichung entspricht, bezieht sich auf solche Kreise, welche die 
beiden gegebenen Kreise nicht umscbliessen, der andere Zweig auf solche Kreise, wel« 
che die beiden gegebenen umscbliessen. 

Die Mittelpnncte, K und K!, derjenigen beiden Kreise, welche die drei gegebenen 
Kreise, C, C und C^ gleichartig berühren, sind also zwei gemeinschaftliche Durch- 
schnittspnnctc dreier Hyperbeln, welche die Mittelpnncte der drei gegebenen Kreise, 
paarweise genommen, zu ihren Brennpuncten haben. Wir können also die Mittelpnncte 
jener beiden Berührungs- Kreise als die DqrchschqittSpancte i^weier Hyperbeln construiren, 
deren gemeinschaftlicher Brennpunct der Mittelpunct eines der drei gegebenen Kreise, 
etwa der IVIittelpunct des Kreises C ist., Wenn wir irgend einen Kreis, der mit dem 
Kreise C copcentrisch ist, zur Hiilfs-Corve {cun^a directrix) nehmen, so sind die Po- 
lar «Curven dieser beiden Hyperbeln zwei Kreise und die Pole zweier gemeiuschaftlicheu 
Tangepten dieser Kreise sind die gesuchten Mittelpnncte« Wir wollen den Kreis C. 
selbst zur Hnlfs-Cnrve nehmen. Die Mittelpnncte der beiden Polar« Kreise liegen auf 
den beiden Central * Linien CC uqd CC« Ferner geht der erste dieser beiden Kreise, 
/, durch diejenigen beiden Puncte der geraden Linie CC, welche die zugeordneten Pole 
der Mitten zwischen den beiden innern und den beiden äussern Rändern der beiden er* 
sten Kreise C und C sind. Denn die in diesen Mitten auf der Central - Linie CC errich- 
teten Perpendikel berühren offenbar in diesen Mitten jene Hyperbel, deren Polar* Curve 
der Kreis / ist. Gerade auf dieselbe Weise, indem wir bloss den dritten gegebenen 
Kreis C an die Stelle des zweiten setzen, bestiount sich der apdere Polar -Kreis /'• 
Aber welche twei der vier gemeinschaftlichen Tangeiiten der beiden Polar -Kreise $ind 
die Polaren der gesuchten MUtelpuncte? Offenbar die beiden äussern, wenn, wie in 
dem Falle der 40. Figur, der Kreis C der grosseste, oder auch, wenp er der kleinste 
der drei gegebenen Kreise ist. Denn jeder jener beiden Mittelpnncte ist in diesem Falle 
oothwendig der Durchschnitt solcher zwei iZweige der beiden |Iyperbeln , welche beide 
den gemeinschaftlichen Brennpunct enthalten oder beide denselben nicht enthalten. Ein 
solcher Durchschnittspunct liegt, in Beziehung auf den Mittelpunct des Kreises C, auf 
denselben Seiten der zu diesem gemeinschaftlichen Brennpunctc der beiden Hyperbeln ge- 
hörigen Directricen^ es liegt also auch die Polare desselben auf derselben Seite der bei- 
den Pole dieser Directricen, das beisst der Mittelpnncte der beiden Polar-Krcise / und ;". 

U. 35 
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Aof ganz analoge Weise können wir anch die Miltelpancte der übrigen sechs Beruh- 
mngs- Kreise bestimmen nnd gelangen zn folgender allgemeinen Constroction der an die 
Spitze dieser Nammer gestellten Aufgabe: 

„Es seien C, C nnd C die drei gegebenen Kreise nnd C der grosseste derselben. 
„Man snche zu den Mitten, einerseits zwischen den beiden innem nnd den beiden äassem 
JEländem, nnd andrerseits zwischen jedem innem nnd äossern Rande der beiden Kreise 
^C und Cy den zugeordneten Pol, in Beziehung auf den Kreis C und best:hreibe über 
,iden Abstanden dieser beiden Paare von Polen als Durchmesser zwei neue Kreise / ond 
y^y^^ Man construire, indem man bloss den dritten gegebenen Kreis C" an die Stelle des 
,izweiten, C, setzt, die beiden analogen Kreise y' und y^. Die Pole der acht äussern 
^^meinschaftKchen Tangenten der vier Kreis -Paare y und y", / und y^,, y^ und y", y 
^nnd y^^f in Beziehung auf den Kreis C, sind die Mittelpunctc derjenigen acht Kreise, 
„welche, im Allgemeinen, die drei gegebenen, C, C nnd C, berühren.^ 

Die acht eben bezeichneten gemeinschaftlichen Tangenten schneiden sich, paarweise 
genommen, in solchen vier Pnncten, die in gerader Linie liegen, der Polaren des Chor» 
dal - Punctes der drei gegebenen Kreise , in Beziehung auf den Kreis C , weil die Mittel- 
puncte der Berührungs- Kreise, paarweise genommen, auf solchen vier geraden Linien 
liegen, die sich in jenem Chordal- Puncte schneiden (l53). 

Einer der beiden durch (9) dargestellten Hyperbel - Zweige geht durch die beiden 
Durchschnitte der Kreise C und C; der Kreis y berührt also die beiden Tangenten des 
Kreises C in diesen Durcbschnittspuncten. Ein Gleiches thut der Kreis y^* Es haben 
also die drei Kreise C, y und y, und ebenso die drei Kreise C, y" nnd y,, zwei gemein- 
schaftliche Tangenten. Diese Tangenten sind reell oder imaginär, je nachdem die Kreise 
G nnd G', und die Krebe G und G" sich schneiden oder nicht. 

Als besondiem Fall der allgemeinen Aufgabe will ich beispielsweise bloss den folgen- 
den hervorheben: 

Einen Kreis zu beschreiben^ der zwei gegebene gerade Linien berührt und über» 
diess durch einen gegebenen Punct geht. 

Die Mittelpunctc derjenigen vier Kreise, welche den Bedingungen dieser Aufgabe 
Gentige leisten, können wir als die Durchschnittspuncte einer Parabel und derjenigen 
beiden geraden Linien, welche die von den gegebenen geraden Linien gebildeten Scheitelwin- 
kel halbiren, ansehen. Diese Parabel hat den gegebenen Punct zu ihrem Brennpnncte nnd 
eine (beliebige) der beiden gegebenen geraden Linien zu ihrer Directrix; ihr halber Para- 
meter ist gleich dem Abstände jenes Punctes von dieser geraden Linie. Wenn wir den 
mit diesem halben Parameter aus dem gegebenen Puncte als Mitlelpuncte beschriebenen 
Kreis zur Hülfs-Gnrve nehmen, so ist der Radius des Polar -Kreises der eben bezeich- 
neten Parabel ebenfalls dem halben Parameter gleich (8) und geht überdicss durch den 
gegebenen Punct Hiemach ergibt sich folgende Gonstruction der vorstehenden Aufgabe : 

,,Man falle von dem gegebenen Puncte aus ein Perpendikel auf eine beliebige der 
,«beiden gegebenen geraden Linien und beschreibe aus dem gegebenen Puncte und dem 
,,Fusspuncte dieses Perpendikels, als Mittelpuncten, und mit dem Perpendikel, als Ra- 
^dius, zwei Kreise. Man halbire femer die von den beiden gegebenen geraden Linien 
,»gebildeten Scheitelwinkel durch zwei gerade Linien und lege dann von den Polen dieser 
„beiden Hai birungs- Linien, in Beziehung auf den ersten jener beiden Kreise, zwei Tan- 
,^entea - Paare an den zweiten derselben. Die Pole dieser Tangenten , in Beziehung auf 
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^en erstem Kreis, sind die Alittelptincie derjenigen ricr Kreise, welche» im Allgemeinen, 
nden Bedingungen der Aufgabe Gentige leisten«^ — 

717. Wenn vir wieder, wie am Ende der 715. Nammer, einen Kreis xor Hülfs- 
Corve nehmen , so ergibt sich (d) : 

I = ?. 

X V 

Die Polare (v, u) irgend eines beliebigen Panctes l[y> x) steht also auf derjenigen geraden 
Linie senkrecht, welche diesen Punct mit dem Anfangspnncte der Coordinaten verbindet« 
£s folgt hieraus, dass derjenige Winkel^ unter welchem zwei gegebene Puncte vom An* 
fangspnpcte ans gesehen werden, denjenigen Winkel, welchen die Polaren dieser beiden 
Puncte mit einander bilden, zu zwei Rechten ergänzt. Hiernach können wir, mit Hiilfe 
des Principes der Reciprocität, aus jedem Satze, der sich auf den Yergleich von Win- 
kel bezieht, einen zweiten Satz herleiten. (Vergl. die oben angeführte Abhandlung des 
iL PONCELET Nro. 108.) Ein Beispiel hierzu liefert die Nebeneinanderstellung folgender 
beiden Sätze: 

Wenn man die Winkel eines gegebenen Dreiecks und ihre Nebenmnkel durch sechs 
gerade Linien halbirt, so gehen von diesen geraden Linien viermal drei durch densel- 
ben Punct. 

Wenn man von irgend einem gegebenen Puncte nach den drei Winkelpuncten eines 
gegebenen Dreiecks drei gerade Linien ziehty und die Scheitelwinkel ^ welche von je 
zwei dieser Linien gebildet werden , durch zwei neue gerade Linien halbirt , so schnei- 
den solche drei Linien - Paare die bezüglichen Seiten des Dreiecks in solchen dreimal 
zwei Punct en, von welchen viermal drei in gerader Linie liegen. 

Die vier Durchschnittspnncte , die man nach dem ersten dieser beiden Sätze erhält» 
sind die Mittelpuncte solcher Kreise, welche die drei Seiten des gegebenen Dreiecks be- 
rühren. Die vier geraden Linien, die man nach dem zweiten dieser Sätze erhält, sind 
mithin die Directricen solcher Kegelschnitte, welche durch die drei Winkelpnncte des 
gegebenen Dreiecks gehen und den gegebenen Punct zum Brennpuncte haben» (Es ist 
diess mit der Construction der 577» Nummer in Uebereinstimmung). Ueberbaupt ent- 
spricht jedem Satze über Winkel «Beziehungen beim Kreise ein zweiter Satz, der sich 
auf Winkel am Brennpuncte irgend eines beliebigen Kegelschnittes bezieht. Die folgen- 
den Sätze enthalten ein einfaches Beispiel : 

Peripherie- Winkel ^ welche in demselben Kreise auf demselben Bogen stehen , sind 
einander gleich y und halb so gross ^ als ein Winkel am Centrum ^ der auf gleichem 
Bogen steht. 

Das von zweien Jesten Tangenten eines beliebigen Kegelschnittes iiäerceptirte Stack 
irgend einer dritten beweglichen Tangente wird, vom Brennpuncte aus, unter constan- 
fem Winkel gesehen*), und dieser Winkel ist halb so gross, als derjjemge, unier wel- 
chem das von denselben Tangenten interceptirte Stuck derDirectrix, vom Brennpuncte 
aus, gesehen wird. 

718. In der Polar - Curve treten an die Stelle der beiden Brennpuncte eines gegebe- 
nen Kegelschnittes zwei gerade Linien. Vermittelst der Hülfs • Curve können wir alle 



*) PoscSLET, Draite des prap, pro/, p. 464. 
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Eigenschaften iron jenen dnf diese übertragen. Ist die Hülfs - Carve ein Kreis , so über- 
tragen sich alle Winkel -Beziehangen onmittelbar. 

Wenn der gegebene Kegelschnitt eine Hyperbel oder eine Ellipse ist, so wird be- 
kanntlich derjenige Winkel , welcher von zwei, die beiden Brennpancte mit irgend ei- 
nem Poncte des Umfanges verbindenden geraden Linien gebildet wird, oder der Neben- 
winkel desselben, von der Tangente in diesem Poncte halbirt« Die Polaren der beiden 
Brennpancte, in Beziehang anf einen beliebigen Hülfs - Kreis , werden also von einer be- 
liebigen Tangente der Polar -Carve in solchen zwei Pancten geschnitten, welche die Ei- 
genschaft haben, dass zwei gerade Linien, die vom MIttelpnncte des Hülfs - Kreises nach 
denselben gezogen werden, einen Winkel bilden, der entweder selbst oder dessen Ne- 
benwinkel von derjenigen geraden Linie, welche jenen Mittelpnnct mit dem Berühmngs- 
pnncte auf der beliebigen Tangente verbindet, halbirt wird. Wenn eine gegebene Ellipse 
in einen Kreis übergeht, so vereinigen sich die beiden Brennpancte in dem Mittelpancte, 
die Polaren derselben fallen also in die Directriz der Polar -Carve, deren ein Brennponct 
der Mittelpnnct des Hülfs -Kreises ist, zusammen. Es bilden also diejenigen beiden ge-^ 
raden Linien, die den letztgenannten Brennpanct mit dem Berührangspancte anf einer 
beliebigen Tangente der Polar- Carve nnd dem Durchschnitte derselben mit der Directrix 
verbinden, am Buennpnncte einen rechten Winkel. In dem allgemeinen Falle, dass die 
beiden in Rede stehenden Polaren der Brennpancte der gegebenen Cnrve nicht zasam- 
menfallen, ist ihr Darchschnittspanct der Pol der Hanpt-Axe dieser Carve, nnd es ste- 
hen diejenigen beiden geraden Linien , welche den Mittelpnnct des Hülfs - Kreises mit je- 
nem Darchschnittspnncte and dem Berührangspancte anf jeder der beiden darcfa densel- 
ben gehenden Tangenten der Polar- Curve verbinden, aaf einander senkrecht Der Mit- 
telpnnct des Hülfs - Kreises liegt also auf der Polaren des obigen Dnrchschnittspanctes, 
in Beziehung aaf die Polar- Carve. Wenn der Mittelpnnct des gegebenen Kegelschnittes 
mit dem Mittelpancte des Hülfs - Kreises zusammenfallt, so sind die beiden in Rede ste- 
henden Brennpuncts- Polaren parallel. Sie stehen auf der kleinern Axe oder der Quer- 
Axe der Polar -Curve senkrecht, je nachdem diese Curve eine Ellipse oder eine Hyper- 
bel ist, nnd zwar, was sich ohne Mühe ergibt, in einer Entfernung vom Mittelpnncte, 
die gleich ist ctßzff wenn man durch a nnd ß die beiden halben Axen nnd durch t die 
Excentricität der Polar -Curve bezeichnet Für den Fall, dass diese Curve eine Ellipse 
ist, erhält man also die Durchschnitte der beiden in Rede stehenden geraden Linien, 
wenn man durch einen Scheitel der grossem Axe zwei gerade Linien legt, die denjenigen 
parallel sind , welche einen Brennpunct mit den beiden Scheiteln der kleinem Axe verbin- 
den. Je nachdem der gegebene Kegelschnitt eine Ellipse, Hyperbel oder Parabel isl^ 
liegt der Mittelpnnct des Hülfs -Kreises innerhalb der Polar -Cnrve, ausserhalb derselben 
oder auf ihrem Umfange. In dem letzten Falle liegt ein Brennpunct nach der Richtung 
der Durchmesser der gegebenen Parabel nnendlich weit; die Polare desselben ist die 
Tangente der Polar -Cnrve im Anfangspnncte. Nur in diesem einsigen Falle ist eine der 
beiden in Rede stehenden geraden Linien eine Tangente der Polar- Cnrve; in allen übri- 
gen Fällen liegt jede derselben ganz ausserhalb dieser Cnrve. Wenn also der Mittelpnnct 
des Hülfs - Kreises auf dem Umfange der Polar -Cnrve liegt, so "können wir, auch ohne 
nns des Hülfs - Kreises zu bedienen , da wir eine der beiden Brennpuncts - Polaren ken- 
nen, nach der oben erörterten allgemeinen Eigenschaft dieser Linien, unmittelbar die 
xweite derselben constrairen. Wir können hierbei auch nach folgenden Bemerkniigea 
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verfahren. Die Winkclpnncte aller rechten Winkel, deren Schenkel die gegebene Para- 
bel berühren, liegeq auf der Directrix derselben. Nach dem Princip der Reciprocität 
(717) gehen also die Hypotenusen aller derjenigen rechtwinkligen Dreiecke, welche der 
Polar -Corre eingeschrieben sind, und deren rechte Winkel in dem gegebenen Ponct ih- 
res Umfanges liegen, durch einen festen Punct (357). Die Polare dieses festen Panctes, 
in Beziehong auf die Polar-Curve, ist die gesuchte gerade Linie, denn der Pol der Direc- 
trix, in Beziehung auf die gegebene Parabel, ist der Brenn punct dieser Parabel. Wenn der 
gegebene Kegelschnitt den Mittelpunct des Hülfs - Kreises zu einem seiner Brcnnpnncte 
hat, so ist die Polar - Cnrve ein Kreis und die eine der beiden in Rede stehenden Brenn- 
puncts- Polaren liegt unendlich weit. Die zweite dieser Polaren, deren geometrische Be- 
deutung in den folgenden Erörterungen noch deutlicher hervortritt , erhalten wir hiemach 
ohne Mühe ; sie ist die Chordale (102) des Polar - Kreises und des Mittelpunctes des 
Hülfs - Kreises. 

Wenn mehrere gegebene Kegelschnitte dieselben beiden reellen (und also auch (477) 
ditselben beiden imaginären) Brennpancte haben, so sind diese Brennpuncte zwei zu- 
sammengehörige homologe Puncte derselben. Ein zweites System homologer Puncte 
bilden die beiden imaginären Brennpuncte, welche auf der, allen gegebenen Kegelscbnit- 
ten gemeinschafllichen , zweiten Äze, einer homologen geraden Linie derselben, liegen. 
Das dritte System homologer Puncte liegt unendlich weit, n^id mithin auch die entspre- 
chende homologe gerade Linie (617). In der Polar -Figur erbalten wir, statt jedes Sy- 
stems homologer Puncte, ein Chordal- System der Polar -Cnrven, statt jeder homologen 
geraden Linie einen Chordal • Punct Die beiden reellen Brennpuncts - Polaren bilden 
das Chordal- System der Polar ^Corven^ die beiden imaginären Brennpuncts - Polaren 
schneiden sich in einem reellen Puncte, der Polaren der allen gegebenen Kegelschnitten 
gemeinschaftlichen zweiten Axe, in einem Chordal -Puncte der Polar - Cnrven* Der zweite 
Chordal -Punct ist der Mittelpunct des Hülfs -Kreises. 

Wir wollen nun von irgend einer Polar -Curve, als ursprünglich gegeben, ausgehen 
und den Mittelpunct des Hülfs -Kreises beliebig annehmen. Alsdann erhalten wir für jene 
beiden geraden Linien, die der Gegenstand der Untersuchung in dieser Nummer sind, 
immer dieselben, welchen Radius der Hülfs -JCreis auch haben mag. Der Beweis hiervon 
ist in dem Yorstehendcn schon einschliesslich enthalten; er ergibt sich indess auch leicht 
auf directe Weise. Es stelle die Gleichung (t) der 716. Nummer die gegebene Polar- 
Curve dar , der IVIittelpunct des Hülfs - Kreises sei der Anfangspunct der Coordinaten 
def Radios desselben gleich R. Alsdann sind die in Rede stehenden geraden Linien die 
Polaren der Brennpuncte der Curve (7). Für die Coordinaten jedes dieser Brennpuncte 
erhalten wir (477) Ausdrücke von folgender Form : 

y « R^9, X = RV> 

wobei 9 und \p solche Ausdrücke bedeuten, die ^n R unabhängig sind. Aus den Coor- 
dinaten - Wertben der Polaren eines solchen Punctes (3) : 

U =a y, V s= V'j 

verschwindet R. 

Wenn wur also aus den bisherigen Entwicklungen die Haupt -Momente hervorheben, 
so ergibt sich folgender Satz': 

Wenn irgend ein Kegelschnitt und ein Punct gegeben sind^ so gibt es immer z$vei 
reelle und zwei imaginäre gerade Linien y welche die Eigenschaft besitzen^ dass jede 
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beliebige Tangente des gegebenen Kegelschnittes^ dieselben in solchen ztpei Puneten 
schneidet j welche^ wenn man sie mit dem gegebenen Puncte durch ztpei gerade Linien 
{verbindet f einen Winkel im letztgenannten Puncte bilden ^ der entweder selbst oder 
dessen Nebenwinkel i^on derjenigen geraden Linien welche durch den Berührungspunct^ 
auf der beliebigen Tangente und den gegebenen Punct geht^ halbirt wird. Es gibt ur^ 
endlich i^iele Kegelschnitte ^ welche zu demselben gegebenen Puncte und denselben bei" 
den Linien 'Paaren in derselben Beziehung stehen. Es schneiden sich alle diese Kegel- 
schnitte in denselben vier imaginären Puneten \ das reelle Linien- Paar ist das Chor- 
dal' System derselben y ihre beiden Chordal- Puncte sind der Durchschnittspunct der 
beiden imaginären geraden Linien des andern Paares und der gegebene Punct. 

719. Wir wollen in dieser Nommer. ontcrsDcben, ob ein gegebener Kegelscbnitl^ 
wenn wir die Hüifs*>Carve gebörig bestimmen, seine eigne Polar -Curve sein kann, worin 
kein Widersprncb liegt , weil ein Kegelschnitt zugleich eine Ccnrve zweiter Ordnong nnd 
zweiter Classe ist. Wenn die beiden Gleichongcn (1) and (4) der 715. Nommer ein nnd 
dieselbe Corve darstellen sollen, so erhalten wir nach der 552. Nommer folgende Bedin* 
gongs- Gleichungen, wenn wir zugleich, der Kürze halber, o nnd f gleich £ins setzen: 
ac — bd e cd— be ^ d b— de b d^'^ä £ e^— c ^ / \ 

b^-ac ** V t«^äc "■ ii' b^— ac ^ ^X^ W^c "^ !>' W^dx: "^ ^*' ^^""^ 
Wir können, wenn wir den Coordinaten - Winkel nnbestimmt 'lassen, unbeschadet der 
Allgemeinheit, die erste Coordinaten • Aze dorch den Mittelpunct des gegebenen Kegel- 
schnittes legen. Alsdann gibt die erste der vorstehenden Gleichnngen e » (and ent« 
weder b » o oder d «= , oder beides zugleich) , hiernach die dritte Gleichung : 

b'—ac = 7i\f (11) 

hiernach femer die fünfte : 

und endlich die vierte d «=3 , wonach auch die zweite Gleichung befriedigt wird. Wir 
sehen hieraus, dass es, wenn irgend ein der Hülfs -r Gleichung (2) entsprechender Ke- 
gelschnitt : 

^y»+Xx»-hl « o, (i3) 

als Hülfs- Curve gegeben ist, unendlich viele Kegelschnitte gibt, welche ihre eigenen 
Polar -Cnrven sind. Alle diese Curven haben denselben Mittelpunct als die gegebene. 
Sie sind alle Ellipsen oder Hyperbeln, je nachdem, umgekehrt, die Hülfs -Curve eine 
Hyperbel oder Ellipse ist (11). Sie haben alle denselben Inhalt (251) nnd dieser Inhalt 
ist gleich dem Inhalte der Hülfs -Curve, moltipllcirt mit V— -1 (11). Der Quotient der% 
jenigen beiden Durchmesser jeder der in Rede stehenden Curven, welche in die beiden 
Coordinaten -Axen, das faeisst» in zwei beliebige zugeordnete Durchmesser der HöUs« 
Corve, fallen, ist constant und gleich dem Quotienten dieser beiden zugeordneten Durch« 
messer (12) (eigentlich mnltaplicirt mit V — 1 9 wenn wir uns nicht der hergebrachten De« 
finition der zweiten Durchn^esser einer Hyperbel anschmiegen). 

Es ist sogleich ersichtlich, dass, wenn von zwei Kegelschnitten einer, in Beziehung 
auf den andern, seine eigene Polarer Corve ist, die beiden Cqrveo io einem durchaus ge« 
genseitigen Yerhältnissc zu einander stehen. 

Ans dem Vorstehenden folgt, dass jede Eigenschaft eines gegebenen Kegelschnittes 
durch Hülie eines zweiten, gehörig zu bestimmenden, unmittelbar sich verdoppeln lässt 
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Wenn wir insbesondere in der Gleichung (11) b « o setzen» so erhalten wir, wenn 
die Hiilfs-Carve gegeben ist, för diejenige Carvc, welche ihre eigene Polar- Corve ist, 
eine solche, welche über den beiden Axen der Htilfs^Carve beschrieben ist, aber, je 
nachdem diese eine £llipse oder Hyperbel, umgekehrt, eine Hyperbel oder Ellipse 
ist Diesen besondem Fall hat schon H. BOBaLIER hervorgehoben *). Wenn also zum 
Beispiel die Hülfs- Gurre ein Kreis ist, so ist eine gleichseitige Hyperbel, welche mit 
diesem Kreise denselben Mittelponct hat und ihn doppelt berührt, ihre eigene Polar- 
Gurve. Jeder Eigenschaft einer gleichseitigen Hyperbel, welche sich auf den Vergleich 
von Winkel bezieht, entspricht also eine zweite solche Eigenschaft, wobei der Mittel- 
punct derselben in Betracht kommt Der über der Qoer-Axe einer gleichseitigen Hyper- 
bel, als Durchmesser, beschriebene Kreis ist, in Beziehung auf diese Hyperbel, seine 
eigene Polar- Gurve. Auch beim Kreise ordnen sich alle Winkel «Beziehungen paarweise 
zusammen. Denn wenn die Hülfs- Gurve eine gleichseitige Hyperbel ist, so kommt (3): 

X V 

woraus folgt, was H. BOBILLIER am angeführten Orte zuerst bemerkt hat, dass der 
Winkel, den irgend zwei gegebene gerade Linien mit einander bilden, demjenigen gleich 
ist, unter welchem die Pole dieser geraden Linien, vom Mittelpuncte der Hülfs- Hyper- 
bel aus , gesehen werden. •-« 

720. Statt der Gleichung (2), in der 715. Nummer, wollen wir nun folgende Glei- 
chung : 

py+ax-l-pb « o, (i) 

zur Hülfs • Gleichung nehmen. Es entspricht derselben , als Hülfs - Gurve , eine Parabel, 

deren Gleichung folgende ist (701) : 

x^+2py SS o. (i) 

Wenn wir hiemach die Polare eines Punctes (y, x) durch (w, v) bezeichnen, so erhalten 

wir, nach der 705. Nummer: 

y = w, X = pv. • (3) 

Ans diesen beiden Gleichungen ergeben sich sogleich mehrere einfache Grundregeln, 
um Eigenschaften einer gegebenen Figur auf ihre Polar -Figur zu übertragen« Dieselben 
absohlten Grössen -Beziehungen der Ordinaten beliebiger Puncte in jeder der beiden Fi- 
guren gelten unmittelbar auch von den, mit entgegengesetzten Zeichen genommenen, Or- 
dinaten der Durchschnlttspuncte der entsprechenden geraden Linien in der Polar -Figur 
mit der zweiten Goordiuatcn - Axe. Beziehungen der von den geraden Linien in der ei- 
nen Figur gebildeten Winkel zu einander entsprechen Beziehungen zwischen den Abscis- 
sen der entsprechenden Puncte in der andern Figur. Die Pole von geraden Linien, die 
parallel sind, liegen auf einer der zweiten Goordinaten - Axe parallelen geraden Linien. 
Das Product der Abscissen zweie» Puncte ist constant, wenn ihre Polaren auf einander 
senkrecht stehen, und umgekehrt. Aus der Gleichung: 

V V +1 = o, 
ergibt sich nemlich (3): 
^ • X V'-hp« = o. 

Beziehungen endlich zwischen Winkelh, die von solchen geraden Linien, welche Puncte 

einer von zwei Polar - Figuren mit dem Anfangspnncte der Goordinaten verbinden, an 
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diesem Anfangspancte, gebildet werden, entsprechen Beziehangen zwischen den Abscissen 
der Darchschnitte der ersten Axe mit den entsprechenden geraden Linien in der andern 
Polar -Figm*. Aas den Gleichungen (3) ergibt sich nemlich folgende: 

2 _ 1 V 

Die Polaren irgend zweier Puncte, die vom Anfangspancte ans nnter rechtem Winkel 
gesehen werden, bestimmen aaf der ersten Axe zwei Segmente, deren Prodact constant 
und gleich ( — p^) ist. 

720. Wenn irgend ein Kegelschnitt darch folgende Gleichongs 

ay^+2bxy+cx^+2dy+2ex+f == o, 

gegeben ist, so erbalten wir, nach den Gleichungen (8), für die Polar -Curve desselben 

folgende Gleichang: 

aw*4-2bpvw+cp^v*+2dw4-2epy+f « o* 

Wir wollen auf einige einfache Beziehungen eines solchen Kegelschnittes und seiner Polar- 

Cnrve, Beziehungen, die immer vollkommen gegenseitig sind, aufmerksam machen. 

1) Wenn a = o, so ist die erste Curve eine Hyperbel, deren eine Asymptote der 
zweiten Coordinaten - Axe parallel ist: die zweite Curve ist eine Parabel. 

2) W^enn b s o, so sind zwei zugeordnete Durchmesser der ersten Curve den Coor* 
dinaten - Axen parallel : der Mittelpunct der zweiten Curve liegt auf der zweiten Coor- 
naten - Axe. 

3) Wenn c s= o, so ist die erste Curve eine Hyperbel, deren eine Asymptote der er* 
sten Coordinaten -Axe parallel ist: die zweite Curve berührt die zweite Axe. 

4) Wenn d = o, so geht derjenige Durchmesser der ersten Curve, dessen conjugirter 
der zweiten Coordinaten -Axe parallel ist, durch den Aofangspnnct:' der Mittelpunct 
der zweiten Curve liegt auf der ersten Axe. 

5) Wenn e «= o, so gehl derjenige Durchmesser der ersten Curve, dessen zugeord- 
neter der ersten Axe parallel ist, durch den Anfangspnnpt : die an die zweite Curve, 
vom Anfangspuncte aus,, gelegten Tangenten bilden mit den beiden Coordinaten- 
Axen ein System von viar HarmonicaleUf 

6) Wenn f s o, so geht die erste Curve dorch den Anfangspunct : die zweite Curve 
wird von der ersten Axe berührt 

7) Je nachdem die erste Curve eine Hyperbel oder Ellipse ist, hat die a^weite Corve 
reelle Tangenten, die der zweiten Coordinaten- Axe parallel sind oder nicht Die Po- 
lar -Cnrven von ähnlichen und ähnlich liegenden Cnrven, sind solche, welche zwei 
feste, der zweiten Axe parallele, gerade Linien berühren. 

721. Ich will schliesslich noch ein paiar Beispiele von der Anwendung der Resultate 
der beiden letzten Nummern geben. 

Das Verhältmss der Abstände der beiden Durchschnittspuntte einer beweglichen 
Tangente mit ^w^i* festen Tangenten einer Parabel iH>n einer dritten festen Tangente 
ist constant (628). 

Nach dem ersten der in der vorigen Nummer betrachteten Fälle scbliesst- sich an 
diesen Satz der folgende an: 

IVenn man zwei feste Puncte auf dem Um/ange einer gegebenen Hyperbel mit ei- 
nem dritten auf demselben beweglichen Puncte durch zwei gerade Linien verbindet^ so 
wird jede 9 einer Asymptote der Hyperbel parallele^ gerade Linie Qon diesen beiden 
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geraden Linien in solchen zwei Pwicten geschnitten ^ deren Abstände von dem Durch- 
schnitt spnncte derselben geraden Linie mit der Curve in einem constanten Verhältnisse 
stehen. 

Mit diesem letzten Satze gekört wiedemm, nach dem dritten Falle der vorigen Num- 
mer y der folgende zosammen : ' 

Wenn ein beliebiges Dreieck um einen gegebenen Kegelschnitt beschrieben ist und 
man zieht von irgend einem festen Puncte (P) der Basis dieses Dreiecks zwei gerade 
Linien nach den Durchschnittspuncten der beiden Schenkel desselben mit einer beweg- 
lichen Tangente des Kegelschnittes, so gibt es eine gerade Linie von gegebener Rich- 
tung {AB)f welche jenen beiden geraden Linien in solchen zwei Puncien begegnet , de- 
ren Abstände von der Basis des Dreiecks in constantem Verhältnisse stehen. 

Die Bichtang der geraden Linie AB bleibt dieselbe, wo aach der feste Pnnct (P) 
auf der Basis des nmscfariebcnen Dreiecks angenommen werden mag. 

Wenn wir in dem zweiten Satze der vorliegenden Mammer statt jener geraden Li- 
nie , die einer der beiden Asymptoten der gegebenen Hyperbel parallel ist, eine dieser 
Asymptoten selbst nehmen , so ergibt sich folgender Satz: 

Wenn man zweijeste Puncte auf dem Umfange einer gegebenen Hyperbel mit ei- 
nem, dritten auf demselben liegenden Puncte durch zwei gerade Linien verbindet , so 
wird auf Jeder Asymptote von diesen beiden geraden Linien ein Stück von constanter 
Länge interceptirt (805)» 

Einer Hyperbel, welche die zweite Coordinaten-Axe zu einer ihrer Asymptoten hat, 
entspricht eine Parabel, deren ein Durchmesser die erste Axe ist. (In diesem Falle ist 
a = o^ d SS o). Hiemach erhalten wir ans dem vorstehenden Satze den folgenden: 

Wenn man das von zwei festen Tangenten einer gegebenen Parabel interceptirte 
Stück einer beweglichen dritten Tangente derselben nach der BJchtung ihrer Durchmes- 
ser auf eine beliebige gerade Linie projicirt, so ist die Projection von constanter Länge. 

Aas dem vorletzten Satze folgt noch ein zweiter Satz, der dem dritten dieser Nam- 
mer entspricht In dem letztgenannten Satze ist alsdann der Berührangspanct anf der 
Basis des demr gegebenen Kegelschnitte amschriebenen Dreieckes , also irgend ein fester 
Panct auf dem Umfange der Carve , der Punct P« Es sind alsdann diejenigen Segmente 
von constanter Länge, welche auf der geraden Linie AB von denjenigen beiden geraden 
Linien, welche den Berührangspanct auf der Basis mit den Darchschnittspiincten der 
beiden Schenkel des Dreiecks and einer beweglichen Tangente verbinden« Der Scheitel 
des Dreiecks und der Berührangspanct aaf jedem Schenkel desselben sind als solche zwei 
Darchschnittspancte za betrachten. Hiemach ist ersichtlich, dass die gerade Linie AB 
als vierte Harmonieale zu denjenigen di'ei geraden Linien gehört, welche den Panct P 
mit dem Scheitel und den beiden Berühraqgsponcten auf den Schenkeln des umschriebe- 
nen Dreiecks verbinden. Hiemach kann maii dem in Rede stehenden Satze folgende 
Aassage geben (633, Note): • 

Wenn man irgend einen Punct auf dem Umfange eines gegebenen Kegelschnittes 
mit den drei Paaren von Durchschnittspuncten zweier festen Tangenten mit irgend 
dreien beliebigen Tangenten durch gerade Linien verbindet^ sp erhält man eine Involu- 
tion von sechs geradwi Linien. 

Aas diesem Satze ergibt sich nach der 713. Nammer folgender neue Satz; 

II. 36 
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Wenn man zfveijeste Puncte auf dem Umfange eines gegebenen Kegelschnittes mit 
irgend dreien andern Puncten desselben durch sechs gerade Linien perbindety so schnei- 
den diese geraden Linien eine beliebige Tangente des Kegelschnittes in den sechs Puncr 
ten einer Involution. 

TStSt. Um noch ein zweites Beispiel zu geben , wollen wir Ton folgendem allbekann- 
ten Satze ausgehen : 

Die Winkelpuncte aller rechten Winkel^ deren Scheitel eine gegebene Parabel be- 
rühren y liegen in gerader Linie. 

Nach dem ersten Falle der 720. Nommer gebort mit diesem Satze der folgende zu- 
sammen : 

Alle diejenigen geraden Linien ^ welche solche zwei Puncte einer gegebenen Hy- 
perbel mit einander verbinden j für welche das Product der Abstände 9on einer gege- 
benen 9 einer der beiden Asymptoten parallelen , geraden Linien constant ist , gehen 
durch einen festen Punct 

Dieser feste Panct liegt anf einer , der andern Asymptote der gegebenen Hyperbel 
parallelen 9 geraden Linie , deren Darchscbnitt mit der gegebenen geraden Linie auf der 
Carye liegt. Nach d^tn dritten Falle der 72o. Nummer stellt sich neben den letzten Satz 
der folgende: 

Wenn man von solchen zwei auf einer gegebenen Tangente eines gegebenen Kegel" 
Schnittes irgend beliebig angenommenen Puncten , für welche das Product der Abstände 
von irgend einem Jesten Puncte derselben Tangente constant ist, noch zwei Tangenten 
an den Kegelschnitt legt^ so schneiden sich solche Tangenten in einem Puncte, der auf 
einer festen geraden Linie liegt. 

Nach dem sechsten in der 720. Nommer betrachteten Falle erhalten wir aas diesem 
Satze wiederum den folgenden: 

Jfenn ein rechter Winkel, dessen Scheitel auf dem Umfange eines gegebenen Km- 
gelschnittes liegt, um diesen Scheitel sich beliebig dreht, so gehen die Chorden, welche 
durch die Schenkel desselben in ihren verschiedenen Lagen bestimmt werden, durch ei- 
nen festen Punct (357). 

Aus diesem letzten Satze erhalten wir endlich wieder den an die Spitze dieser Num- 
mer gestellten 9 wenn wir einen Kreis zur Hülfs-Curve nehmen; eine Bemerkung , die 
wir bereits schon beiläufig gemacht haben (7t8}- 

~~ 723. Wenn wir in der 720. Nummer p » l setzen, so erhalten wir 

y =» w, X = V, 

und folglich durch blosse Coordinaten- Yertanschung aus der Gleichung irgend einer Gorre 
die Gleichung der Polar- Curvc derselben. Es stellen die beiden Gleichungen: 

F(y, x) = o, F(w, v) « 0, 

zwei solche Polar - Curven dar« 

Auf ähnliche Weise erhalten wir, wenn wir zur 715. Nummer zurückgehen und zo- 
nächst wieder 17 ss ^ «a i und dann femer auch a s» l setzen: 

u ▼ 

' w w 

oder auch, indem wir nach der Note zur 4l6. Nummer die dritti^ Ordinate z einfiihren 
und dann x sa 1 und ▼ » 1 setzen: 
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y =» u, z = w. 

Wir erhalten also aach hier wiedemm die Gleichuilg der Polar - Corve einer gegebenen 
Corve durch blosse Coordinaten- Yertaaschung. *) 



*) Die vorstebeaden Bemerkungen des Textes führen zu einem Principe » das mit dem bisher 
erörterten Principe der Reciprocität enge verwandt ist« Ich will dasselbe sogleich au einem 
einfachen Beispiele erläjitem, indem Ich folgende Gleichungen zu Grunde lege: 

f^x" = ^^ (I) v^+u^ = k\ (IV) 

f+z^ » s\ (II) v^+w^ = P, (V) 

^'+9* == fi\ (III) f+y = v\ (VI) 

Alle diese Gleichungen haben dieselbe Form* Die Gleichung (1) stellt einen Kreis dar, der 
Punct [7 SB Oy z es o] Ist der Mittelpunct desselben« Die Gleichung (II) stellt (410, Note) 
eine Hyperbel dar, deren Axen mit den Coordinaten - Axen zusammenfallen und deren halbe 
reelle 9 in die zweite Coordinaten • Axe fallende 9 Axe gleich ist der Einheit. Der Punct 
[y a= O) z = o] liegt nach der Richtung der imaginären Axe der Hyperbel unendlich weit. 
In der Gleichung (111) bedeuten ip und ip die Quotienten der Abstände irgend eines Punc- 
tes von einer beliebigen festen geraden Linie in die Abstände desselben Punctes von der er- 
sten und zweiten Coordinaren - Axe. Nehmen wir rechtwinklige Coordinaten - Axen an, so 
stellt die Gleichung (111) irgend einen Kegelschnitt dar^ dessen ein Brennpunct in den An- 
fangspunct der Coordinaten fällt. Der Punct [t// s o, 9) 3= o] ist dieser Brennpunct. Die 
Gleichung (IV) stellt einen Kreis dar, die gerade Linie [y = o, u » o] liegt unendlich 
weit. Die Gleichung (V) stellt eine Hyperbel dar , deren Axen mit den Coordinaten - Axen 
zusammenfallen. Die In die erste Coordinaten - Axe fallende Axe ist imaginär und gleich 
|/ — 1. Die gerade Linie [w s o, v = o] ist die erste Coordinaten- Axe. In der Glei- 
chung (VI) bedeuten v und X die Quotienten der Abstände der beiden Durchschnittspuncte 
einek* beliebigen geraden Linie mit den beiden Coordinaten- Axen von dem Anfangspuncte 
respective in die Abstände derselben Durchschnittspuncte von zweien festen auf den beiden 
Coordinaten - Axen beliebig angenommenen Puncten. Die Gleichung (VI) stellt alsdann ir- 
gend einen gegebenen Kegelschnitt dar^ bezogen auf leicht zu bestimmende Coordinaten- 
Axen. Die gerade Linie [^ &= o, ^=30] ist die Polare des Anfangspunctes , in Bezie- 
hung auf den gegebenen Kegelschnitt, und geht durch die beiden festen, auf den beiden 
Coordinaten - Axen angenommenen , Puncte, 

Um auszudrücken 9 dass drei gegebene Puncte in gerader Linie liegen, erhalten wir in 
den drei Coordinaten- Systemen, auf welche sich die drei ersten (xleichungen beziehen, 
Gleichungen, welche genau dieselbe Form haben» und eben solche Gleichungen in den drei 
letzten Coordinaten - Systemen drücken aus , dass drei gegebene gerade Linien in demselben 
Puncte sich schneiden. Auf ähnliche Weise zeigen Gleichungen von derselben Form in den 
drei ersten Systemen an, dass drei gegebene gerade Linien durch denselben Punct gehen, 
und in den drei letzten, dass drei gegebene Puncte in gerader Linie liegen. Femer hat die 
Tangente in einem gegebenen Puncte einer gegebenen Curve in den drei ersten Systemen 
dieselbe Form, und dieselbe Form hat auch die Gleichung des Beruh rungspunctes auf einer 
gegebenen Tangente in den drei letzten Systemen. Aus diesen allgemeinen Bemerkungen 
ergeben sich , indem wir von einem jener ersten Systeme zu einem von diesen letztern über- 
gehen, alle jene üeberf ragungen vermittelst des Principes der Reciprocität, wobei die be- 
sondere Form der (linearen) Hülfs - Gleichung nicht weiter in Betracht kommt» 

Aber auch jede einzelne Gleichung zwischen Coordinaten in einem Systeme erhält eine 
andere, analoge, geometrische Deutung, wenn wir statt dieser Coordinaten die Coordinaten 
eines andern oystemes nehmen. Beispielsweise wollen wir die folgenden Gleichungen zusam- 
menstellen : 

yV'+xx" = o, (VII) v'v"+uu" Ä o, (X) 

yV'+z'z" = o, (VllI) vV"+wV' = o, (XI; 

V/V'+r/>y' =: o, ax) ^ //+n" = o, (xii) 

Die Gleichung (VII) bedeutet, dass die beiden Puncte (y", x") und (y, x'), vom Aufangs- 
punete aus^ unter rechtem Winkel gesehen werden; die Gleichung (VIII), dass das Pro- 
ducl der Abstände der beiden Puncte (y", z") und (y', z') von der ersten Axe gleich Eins 
ist; die Gleichung (IX) wiederum, dass die beiden Puncte (y/', w") und (1//, q^') vom 
Anfangspuncte ans, unter rechtem Winkel gesehen werden. Die (jleichung (X) zeigt an, 

36* 
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724. Ich niBSs mich hier mit den vorstehenden wenigen Ansführongen des besondern 
Falles begnügen 9 wo die Hülfis - Gleichung eine lineare ist. Wenn wir beliebige Glei- 
chungen zu Grunde legen, so ist die Art der Behandlung dieselbe , es kommt bloss dar- 
auf an, aus solchen Entwicklungen einfache geometrische Resultate herzuleiten. So liegt 
zum Beispiel die Bemerkung nahe, dass die Theorie vpn der Abwicklung der Curven, 
welche, wie das oben entwickelte Princip der Reciprocität, auf die Variation der conslan- 
ten Grössen beruht, ebenfalls hierher gehört. 



dass die beiden geraden Linien (v", a") und (v", n) auf einander senkrecht stehen; die 
Gleichung (Xl), dass die deiden geraden Linien (w", y") und (w', v') auf der ersten Axe 
zwei Segmente bestimmeo, deren Product gleich Eins ist, und endlich die Gleichung (XII), 
wenn wir die Abstände der Darchschnittspuncte der beiden geraden Linien {y\ X") und (y\ 
X') mit den beiden Coordinaten - Axen vom Anfangspuncte Y', X" und Y*, X', und die Ab- 
stände der beiden festen Puncte auf den beiden Azen vom Anfangspuncte b und a nennen, dass 

Yj-b y^b . X^^^a X'~a _ 

-y; Y' ' X" * X' "" ^' 

Wenn wir hiemach in den drei ersten Coordinaten • Systemen durch den Pnnct (o, o) 
eine gerade Linie und in den Darchschnittsponcten dieser geraden Linie mit den bezüglichen 
Gurren (I), (II) und,(lil) an jede dieser Gorven zwei Tangenten legen, ferner noch irgend 
eine beliebige dritte Tangeute an jede derselben ziehen und die Darchschnittspuncte der 
letztgenannten Tangente mit den beiden erstgenannten respective durch (j\ x") und (j\ x'), 
(/', z") und (y', z) und durch (y/\ q>") und Of/\ q!) bezeichnen; wenn wir ferner in den 
drei letzten Goordinaten - Systemen von irgend einem Puncte der geraden Linie (o, o) zwei 
'Tangenten an jede der bezüglichen Gurven (IV), (V) und (VI) legen, die Beriihmngspuncte 
auf einem solchen Tangenten - Paare durch zwei gerade Linien mit irgend einem dritten be- 
liebigen Puncte der bezüglichen Gurve duroh zwei gerade Linien verbinden und diese gera* 
den Linien respective durch (v", u") und (v', u), (v", w") und (v', w') und .durch (y", 
X") und (/, }!) bezeichnen: — - so ist offenbar, dass, wenn eine der Gleichungen (YH) «^ 
(XII) besteht, diese Gleichungen alle sechs befriedigt werden. Hiemach sind also auch die 
nachstehenden Sätze alle sechs bewiesen, wenn einer derselben ab bewiesen angesehen 
werden kann. 

#) Irgend eine beliebige Tangente einee gegebenen JCreisee achneidet irgend zu^ei parailele 

Tangenten desselben Kreises in solchen zwei J^mcten, die, vom Mittelpunde desselben 

ausj unter einem reclitem TVinkel gesehen werden, 
.9) Irgend eine beliebige Tangente einer gegebenen Hyperbel begegnet irgend zweien Tan» 

genteny welche sich in irgend einem Puncte einer Axe der gegebenen Hyperbel {der 

reellen Axe) scJmeiden, in solchen zwei Puncten^^für welche das Product der Ab- 

stände, pon der andern Axe {der imaginäreu) constant und dem Quadrate der halben 

erstgenannten Axe gleich ist. 

3) Auf irgend einer beliebigen Tangente eines gegebenen Kegelschnittes wird von irgend 
zweien tmderny auf einer Directrlx sich schneidenden ^ Tangenten ein solches Segment 
interceptirt , das, pom bezüglichen Srennpuncte aus, unter rechtem IVirUsel gesehen 
wird. 

4) Aüe Peripherie ^fVinkel im Halbkreise sind rechte HlnkeL 

5) PP^enn man tHxn irgend zwei Puncten einer gegebenen Hyperbel , die pon einer der 
beiden Axen derselben (der Quer ^ Axe) gleich weit abstehen^ zwei gerade Unien nach 
irgend einem dritten Puncte der Cur^e zieht ^ so bestimmen diese beiden geraden Li* 
nien auf der andern Axe (der imaginären) zwei Segmente, deren Product dem Qua* 
drate dieser halben Axe gleich ist. 

6) Der sechste Satz bezieht sich auf Segmente, die auf zweien im Pol einer gegebenen 
geraden Linie, in Beziehung auf einen gegebenen Kegelschnitt, sich schneidenden Axen 
von der gegebenen geraden Linie und solchen Linien - Paaren bestimmt werden, welche 
irgend zwei Puncte des Kegelschnittes, die mit jenem Pole in eerader Linie liegen, 
mit irgend einem dritten Puncte des Kegebcbnittes verbinden« Die unmittelbare Aus* 
sage oes Satzes ist weniger einfach. — 
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5 ^. 
Aeue allgemeine Theorie der Cureen. 

725. Es sei 

F(y, X) = o (0 

die Gleichnng irgend einer gegebenen Corve zwischen gewöhnlichen Panct-Coordinaten. 
Es besteht also diese Gleichnng, wenn y und x diejenigen Werthe erhalten, welche sich 
anf irgend einen beliebigen Ponct dieser Corve beziehen. Die Tangente in diesem Pancte 
bat folgende Gleichung: 

indem wir, zor Unterscheidung, Y^nd X als die veränderlichen Grossen nehmen nnd 
den Differential - Coefficienten anf den Pnnct (y, x) beziehen. (Es wird nemlich die vor- 
stehende Gleichung einmal befriedigt, wenn wir zugleich Y s y und X es x setzen, und 
dann femer auch , wenn wir zugleich Y => y-f-dy und X as x-|-dx setzen). Die Coordina- 
ten der durch die Gleichnng (2) dargestellten geraden Linien sind, wenn, wir n s= i se- 
Uen (400): 

Um also die Gleichung der gegebenen Curve zwischen Linien - Coordinaten zu erhalten, 
brauchen wir bloss y und x zwischen den drei Gleichungen (l) und (S) zu eliminiren. 

726. Aus den beiden Gleichungen (3) ergibt sich folgende: 

y+vx+w =a o. (4) 

Wenn wir diese Gleichung vollständig differentiiren , so kommt: 

dy+vdx+dw-l-xdv = 0, 
nnd da dy+vdx = o, so folgt: 

dw , ^ 

und wenn wir diesen Wcrth von x in die Gleichnng (4) substitoiren , ergibt sich :] 

(wdv— vdw \ 
—IT-)' (*> 

Dieselben Werthe von y und x erhalten wir nnmittelbar, wenn wir berücksichtigen, 
dass (y, x) der Berührungspunct auf der Tangente (w» v) ist, und jener Berührnngspunct 
folgende Gleichung hat : 

indem wir, zur Unterscheidung, die veränderlichen Grossen W nnd Y nennen. Umge- 
kehrt erhalten wir die vorstehende Gleichung des Berührnngspnnctes unmittelbar aus den 
beiden Gleichungen (5) nnd (6) (400). 

727. Wir haben (3): 

vdx4-dy =a o; (7) 

wenn wir diese Gleichung von Neuem differentiiren, indem wir dx als constant betrachten, 
nnd dann -r-^ » q setzen, so kommt: 
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Wir haben ferner (5) : 

xdv-l-dw « o, (9) 

und wenn wir diese Gleicbang von Neaem dißcreatiiren , indem wir dv als constant be« 

d^w 
trachten, and dann 3—, a Q setzen, so kommt: 

dx 



■a^ 



V 



-Q. (,•) 




Aus den beiden Gleicbungcn (8) nnd (10) ergibt sicb folgende einfache Betiebung 
zwischen den beiden zweiten Differential -Quotienten: 

Qq = 1-^ ^ («0 

Ans der Zasammenstcllang der ersten der beiden Gleichnngen (3) nnd der Gleicbon« 
gen (5), (8) nnd (10) ergeben sich noch folgende: 

dw dy ^ dw qx 

72& Wenn wir die Gleichung (ll) diffcrentiiren, so kommt: 

pdQ = -Qdq, 

and mithin anch (8): 

tjdQ^Qdg 

dv qdx ' 

oder : _ 

q'R = r, Qh « R, (..) 

indem wir 

dO __ d'w _ f^ d^ 

dv "" dv' — "> ^ 

setzen. 

Wenn wir weiter gehen tmd eine der beiden Gleichnngen (12), etwa die erste der- 
selben, differentiiren y so kommt: 

dr— 3Rq^dq-qMR = o, 
and wenn wir die beiden ersten Glieder dieser Gleichung durch qdx, das dritte Glied 
durch (*-dv) dividiren, nnd dann reducireni indem wir zugleich 

dR d*w _ « dr d*y 

"d^ "^ d^ •" ^ dx "^ a? "" *• 

setzen, so ergibt sich: 

qs— 8rM-q*S = 0. (i3) 

Aus dieser Gleichung können wir durch Hülfe der Gleichnngen (ll) und (12) oder, einfa- 
cher > durch die blosse gegenseitige Yertanschung der grossen Bnchstaben mit den ent- 
sprechenden kleinen, folgende ableiten: 

QS-3RM-Q»s = o. (!♦) 

Auf diese Weise können wir fortfahren und den Differential -Quotienten einer belie- 
bigen Ordnung in einem Coordinaten- Systeme durch die Differential • Quotienten dersel- 
ben Ordnung nnd der niederem Ordnungen in dem andern Coordinaten -Systeme ans- 
drücken. 

729. Nach den beiden vorigen Nummern erhalten wir, wenn eine Curve durch ibrc 
Differential -Gleichung von einer beliebigen Ordnung zwischen gewöhnlichen Pnnct* Coor- 
dinaten y nnd x gegeben ist, unmittelbar die Differential - Gleichung derselben Ordnung 
dieser Curve zwischen den Linien -Coordinaten w und v, nnd, umgekehrt , jene Diffe- 
rential-Gleichung aus dieser« So ergibt sich allgemein aus der Gleichung: 
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F[. . . s, r, q, p, y, x] s o, 
die folgende: 

V * ' Q> > (^a» ^» (-^)' -(w-vP), --P J = o, 

indem wir, der Symmetrie halber, die beiden ersten Diflerential - Quotienten p nnd P 
nennen« Wir erbalten zwei neae Gleichnngen, welcbe sich wiederum aaf ein nnd die- 
selbe Cnrve beziehen, wenn wir in den beiden vorstehenden Gleichungen die grossen und 
kleinen sich entsprechenden Bachstaben gegenseitig mit einander vertauschen. 

730. Wir konnep die Gleichungen zwischen den Linien • Coordinaten w und v aqf 
eine doppelte Weise allgemein discutiren. Wir können nemlich einerseits, mit Hülfe 
der TATLOR'schen Reihe, die Bedeutung der verschiedenen Differential- Quotienten geo- 
metrisch nachweisen, wie diess zum Beispiel, in Beziehung auf die gewöhnlichen Coor- 
dinaten, in LacrOIXj Traite elementare de calcul differentiel et de calcul intdgral 
6o, geschehen ist, oder wir können auch, von der andern Seite, die einmal schon vor- 
liegenden £ntwicklnngen, in Beziehung auf die gewöhnlichen Coordinaten, y nnd x auf 
die Coordinaten w nnd v Übertragen« Ich will hier vorzugsweise den letztem Weg ein- 
schlagen und habe zu diesem Ende die bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen vor- 
angeschickt. 

Der Symmetrie halber wollen wir endlich noch in die zu discntirende Gleichung eine 

V IV 

dritte Grösse n einftlhren, indem wir - und - an die Stelle von y nnd w schreiben, und 

u ^ u 

demnach dieselbe auf folgende Weise bezeichnen : 

Wenn diese Gleichung eine algebraische ist, so ist sie, in Beziehung auf w, v und u, 
homogen. Wenn in dem Folgenden von Differential - Quotienten von w, in Beziehung 
auf V, die Rede sein wird, so müssen wir, um den frühern Entwicklungen uns anzn- 
schliesscn, n = 1 setzen. Femer wollen wir, wenn von Differential -Quotienten von w, 
in Beziehung auf n, die Rede sein wird, stillschweigend dabei verstehen, dass v » 1 ge- 
setzt werde. Auf diese Weise gewinnen wir den Yortheil, dass wir auf eine symmetri- 
sche Weise die Bezichnngeti der bezüglichen Curve za jeder der beiden Coordinaten- 
Axen erhalten. 

731. Je nachdem -( » ""T^ ) ^^g^i^^v o^^^ positiv ist, wachsen die Panct-Ordi- 

naten der Curve 9der nehmen ab, wenn wir uns, nach der Richtung der ersten Axe hin, 
weiter vom Anfangspuncte entfernen. Je nachdem die beiden Ausdrücke: 

dV vdw— wdv 

d;^' d^ ' 

bezogen auf irgend einen Punct irgend einer durch ihre Gleichung gegebenen Curve, ent- 
gegengesetzte oder übereinstimmende Zeichen erhalten, kehrt die Ciirvc ihre concave oder 

ihre convexe Seite der ersten Coordinaten -Axe zu. (Lacroix a. a. O. 62). 

dw 

Da ferner -r- = — x, so ist filr die Tangenten in den Durchschnittspnncten der 

Curve mit der zweiten Coordinaten • Axe 

dw 

-np = o, 

ÜV 

und man erhält diese Tangenten, wenn man die letzte Gleichung entwickelt nnd dann mit 
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der Gleichung der Cnrve zasammenstellt. Für die Tangenten in den DarcbschnitUponc. 

ten der Corve mit der ersten Aze Ist 

dw 

and endlich ergibt sich für die Tangenten der gegebenen Carve In Ihren Durchschnittj- 
poncten mit Irgend einer zweiten Curve : 

f(jr, X) = O, (») 

folgende Gleichung: 



*) Man sieht sogleich ein, dass, wenn die gegebene Gleichung (1) eine algebraische und vod 
irgend einem n* Grade, in Beziehung auf w, y und u, ist, die partiellen Differential- 

dw uW 

CoefBcienten -r- und 7- dieselben Grössen in der (n — !)• Polens enthalten, und weaa 

dv du 

also die Gleichung (2) ebenfalls eine algebraische und von irgend einem m* Grade, in Be- 
xiehung auf j und x, ist, so steigt die Gleichung (3), in Beziehung a«f w, v und n, hh 
zum m(n— 1). Grade. Wir erhalten also ran(n — 1) Tangenten der Curve (1) in ihren 
Durchschnittspuncten mit der Curve (2) und also auch, worauf es uns hier ankommt, eioe 
gleiche Anzahl solcher Durchschnittspuncte. Da die Curve (2) von der m. Ordnung ist, so 
ist die gegebene Curve von der n(n*— 1). Ordnung. Also eine Curve von der n» Classe ist, 
im Allgemeinen, von der n(n — 1). Ordnung, eine Curve von der n. Ordnung ist, im All- 
gemeinen, von der q(n-^l). Classe. Unmittelbar hieraus folgt, dass die Polar -Curve ei- 
ner gegebenen Curve n. Ordnung, in Beziehung auf irgend eine gegebene lineare Hiilfs- 
Gleichung, im Allgemeinen, eine Curve n(n — 1). Ordnung, und die Polar- Curve eiaer 
gegebenen Curve n. Classe von der n(n — 1). Classe ist. hs ergibt sich ferner, dass zwei 
Curven n. und m. Ordnung, im Allgemeinen und höchstens, mn(m— l)(n— 1) gemeinschaft- 
liche Tangenten upd ^wei Curven von denselben Classen eine gleiche Anzahl von Durch- 
schnitten haben. 

Die «vorstehenden Resultate hat zuerst H. Poncelet in Gergonne's Annalen und dann 
ausfuhrlicher in seuier oben angeführten Abhandlung im 4. Bande des CaELLE'schen Jour- 
nals Nro» 66 und 73 aufgestellt. Es scheinen mir dieselben fest zu stehen , ungeachtet al- 
ler dagegen erhobenen Zweifel und Einwürfe. Es bleibt hierbei nur ein Paradox ^u erklä- 
ren. Da nemlich die Polar - Curve einer gegebenen Curve n. Ordnung von der n(n— 1) 
Ordnung ist und die gegebene Curve gegenseitig (und zwar in Beziehung auf dieselbe Hiilf^- 
Gleichung, wenn diese eine symmetrische ist, in welchem Falle wir auch rein geometrisch, 
vermittelst eines Kegelschnittes, construiren können) die Polar -Curve jener zweiten Carve 
ist, so redncirt sich in dem vorliegenden Falle die Polar- Curve einer Curve n(n — 1). Ord- 
nung, die, im Allgemeinen, von der [q(n — l)][n(ff— 1) — 1] Ordnung ist,^ auf die n. Ord- 
nung. Setzen wir zum Beispiel n = 3, so reducii^t sich der 30. Grad auf den dritten. 
Wir wollen bei diesem Beispiele stehen bleiben. Für die Polar- Curven derjenigen Curven, 
welche durch die allgemeine Gleichung des 6. Grades dargestellt werden, erhalten wir 
wirklich eine Gleichung des 30. Grades, die aber nicht die allgemeine Gleichung dieses 
Grades sein kann, weil sie nur so viele beliebige Constante enthält, als die allgemeioc 
Gleichung des 6. Grades, nemlich nur 27. Hiernach hebt sich, wie auch schon sowol H< 
Gergonips als H. Poncei«ET bemerkt, jeder scheinbare Widerspruch. Aber es bleibt im 
Einzelnen noch nachzuweisen, wodurch jene Gleichung des 30. Grades sich reducirt. Of- 
fenbar kann diess nur dann geschehen, wenn die Coefficienten dieser Gleichung durch he* 
sondere Werthe der Coefficienten der allgemetnen Gleichung des 0. Grades Null oder oO' 
endlich werden, oder dadurch, dass diese Gleichung reelle Factoren hat, die wir, als der 
Aufgabe fremd, fortlassen. Es bedarf diess noch einer nähern Erörterung. Die entspre- 
chenden geometrischen Beziehungen bieten sich ebenfalls nicht sogleich dar. H. PoiiC£lXT 
gibt eine Erklärungsweise (a. a. O. Nro. 67), die wenigstens nicht ausreichend ist Nach 
ihm reducirt sich die Zahl- der m(m — 1) Tangenten , welche sich , von einem gegebenen 
Puncte aus, an eine gegebene Curve m. Ordnung legen lassen (und also auch der Grad 
ihrer Polar «Curve) um 2p Einheiten, wenn diese Curve p Doppelpuncte hat, an deren 
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Wenivdie gegebene Curve eine Asymptote hat, so ist für den Berührungspuntt 
aof derselben x, im Allgemeinen , nnendlich. Mitbin bekommt man tür jene Asymptote 

dv ^ 

dw 
Eme Ausnahme hiervon findet Statt, wenn die Asymptote mit der zweiten Coordinaten- 
Axe zusammenfallt; alsdann aber ist y nnendlich und man hat: 

da ^ 

dw "" 
Man erhält also die Asymptoten d^r in Rede stehenden Carve, wenn man ihre Gleichane 
mit einer der beiden letzten Gleichungen zusa^pmenstellt. \ycnn indess diese Znsam« 

DilüRS menstellnng za Werthen von — und — führt, die beide nnendlich werden, so erhält man 

u ^ V 

o^tf keine Asymptoten, sondern durch - ist alsdann die Richtung der Durchmesser eines 

.]je,il parabolischen Zweiges der Curve gegeben. 

732. Für das Differential des Bogens der bezüglichen Curve hat man (10): 

/ dx^ \ »A . ^, ,^ % dV , 



kkiui' 



^^^f Für das Differential der Fläche, welche von der Cnrve, der ersten Coordinaten - Aze 

• Cant* 
inetf 



\tl0^^-' 
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und zwei Punct-Ordinaten begränzt wird, hat man 

j vdw— wdv dVj ,, j /dw\^. dV, 

Auf ähnliche Weise hat man für das von der Curve, der zweiten Coordinaten -Axe müd 
zwei auf einander folgende Abscissen begränztc Flächen -Differential: 

, '^^ - -3^- > - -y-<i'y 

oifj und endlich, wenn das Flächen - Differential durch die Curve nnd zwei durch den An-' 

fangspunct der Coordinaten gehende gerade Linien begränzt ist: 

ydx-xdy _ i/-,dV, 

Bei dem Gebrauche von Linien- Coordinaten bietet sich der Gedanke ganz natürlich 
dar, Flächenräume durch die gegebene Curve, durch zwei Tangenten derselben und 
durch die zweite Coordinaten -Axe zu begränzcn. ^as Differential eines so bestimmten 
^ Flächenraumes ist alsdann, was sogleich einleuchtet: 



-Vz^cdw- '/.(^^ydv.- 



733* Wenn zwei gegebene Curven sich in irgend einem Pnncte berühren, so ist für 
diesen Punct, indem wir zur Unterscheidung die acccntuirten Buchstaben auf die zweite 



Stelle auch conjugirte Pancte u. s. w. treten and die auch^ naendlich weit liegen köoneo. 
Aber eine Curve 6. Ordnung hat höchstens 10 Deppelpuncte. (Es folgt diess auf dem 
Wege, den CfiABfEa in seiner Analyse des llgnes courbee einschlägt, namentlidi daraus, 
dass eine solche Curve von einer Curve 4. Orduunfir {höchstens in 24 Puncten geschnitten 
wird, wonach unter ^en 14 Puncten, durch welche sich immer eine Curve 4. Ordnung le- 
gen lässt, höchstens lo Doppeipuncte der Carve 0. Ordnung sind.) Hiernach kann also 
jene Ciirve, die, im Allgemeinen, von der 80. Ordoong ts}, sich höchstens auf die XQ. 
Ordnung reduciren« 

U. »7 
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Corve bezichen: 

dx dV' y - y, X =t X, 

Die erste und dritte dieser drei Gleichungen geben: 

dw dw' 

nnd die zweite Gleichung gibt, wenn wir die vorstehenden beiden berücksichtigen: 

w = w'. 
Es stimmen also zwei sich berührende Corvcn ebenfalls in den Coordinaten w nnd t nnd 
dem Differential- Quotienten, in Beziehung auf diese Coordinaten , überein. 

Die Gleichung (ll) der 727. Nummer zeigt, dass zwei sich dreipunctig osculirende 
Cnrven, da sie, was y und x und die beiden ersten Differential - Quotienten von y, in 
Beziehung auf x, betrifft, übereinstimmen, ebenfalls Übereinstimmen in den Werthen 
Ton w, V und den beiden ersten Differential - Quotienten von w, in Beziehung auf v« 
Femer folgt aus der Gleichung (12), dass bei einer vierpunctigen Oscnlation die bcldeo 
Cnrven, auch in Betreff der dritten Differential -Quotienten, von w, in Beziehung auf 
T, übereinstimmen und ans der Gleichung (13) ist ersichtlich, dass bei einer fönfpuncti- 
gen Oscnlation auch die vierten Differential -Quotienten gleiche Werthe erhalten. Wir 
Überzeugen uns auf diesem Wege, dass die Theorie der Oscnlation in dem neuen 
Systeme derselben Theorie, in dem Systeme der gewohnlichen Punct- Coordinaten, ganz 
nnd gar analog ist, und dass bei jedem beliebigen Grade des Contactes so viele Tangen- 
ten als Pnncte zusammenfallen. 

734. Der allgemeine Ausdruck fiir den Krümmungshalbmesser ist folgender: 

dxd^y ^ ^^^^^ 1?* 

Die Mittelpnncte der KrUmmutigs- Kreise für alle verschiedenen Puncte einer gegebe- 
aen Cnrve liegen bekanntlich auf einer zweiten Cnrve, deren Tangenten die Normalen 
der gegebenen Cnrve sind, und durch deren Abwicklung man diese Cnrve erhält Wir 
können leicht die Gleichung jener zweiten, der abgewickelten, Cnrve erhalten. £s sei 

F(w, V) = o (,) 

die Gleichung der gegebenen Curve. Für den Bcrnhrungspunct auf irgend einer beliebigen 
Tangente (w , v) dieser Cnrve ergibt sich , indem wir W und V als die eigentlichen ver- 
änderlichen Grössen (coordonnees courantes) betrachten, folgende Gleichung: 

Für die Normale in diesem Berührungspuncte^ die wir durch (yr\ v") btezeichnen wollen, 

hat man zunächst: 

1 

V 

und hiemach erhält man aus der letzten Gleichung: 

_ ,^dw/v'2+l\ 

Svbstituiren wir endlich die eben gefundenen Werthe von w nnd v in die Gleichung (1), 
so kommt 



^!('^*^(^)>4 
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and diess ist die gesuchte Gleichang der abgewickelten Carvc^ wenn wir den Werth des 

dw 
Differential •Quotienten j-* als Fancfion von v aas der Gleichang (l) ziehen, für v sei- 
nen Werth ( — , f setzen nnd dann überall in der letzten Gleichang w' nnd v als ver- 
änderliche Grössen betrachten. , 
Es sei ferner 

%. ^) « o ^ (0 ^ 

die Gleichang der gegebenen (^arve zwischen Panct - Coordinaten. Die Gleichong der 

Normalen in irgend einctn Pancte (y» x) dieser Carve ist bekanntlich, wenn wir Y nnd 

X als die eigentlichen yeränderlichen Grössen betrachten: 

nnd also sind die Coordinaten derselben: 

dx ydy+xdx 

Wenn wir zwischen den beiden' letzten Glei(:hangen and der Gleichung (2) y nnd x eli- 
miniren, so erhalten wir wiedernm die Gleichang der abgewickelten Curvc« Umgekehrt 
erhält man, wenn die Gleichung der abgewickelten Curve zwischen Linien - Coordinaten 
gegeben ist, vermittelst der letzten beiden Gleichungen, unmittelbar die Differential - Glet« 
chung der abwickelnden Curve. 

Ich enthalte mich, des beschränkten Raumes wegen, aller detaillirten Entwicklungen. 

785. Ich gehe zu einigen Andeutungen über die Theorie der singulären Punct.e 

und singnlärem geraden Linien über. Wenn 

F(y, x) = Z = o (.) 

die Gleichung irgend einer gegebenen Curve ist, die einen Doppeltpunct bat, so wird 

derselbe dadurch angezeigt, dass zugleich 

dZ dZ 

3^ « o, j^ « o, (0 

wonach J- unter der Form - erscheint, und sein wahrer Werth ein zwieEsicher ist. Wtaa 
dx o 

die Gleichung 

f(w, t) «^ U = o (I) 

eine Curve darstellt, deren ^zwel Zweige von derselben geraden Linie berükrt werden, $% 
wird diese gerade Linie dadurch angezeigt, dass 

du dU 

wonach r- unter d^r Form - erscheint, und sein wahrer Werth ein zwiefacher ist Da 
dv ^ o ^ 

wir hiernach zur Bestimmung jenes Doppeltpunctes nnd dieser gemeinsch^tlichen Tan- 
gente zweier Zweige jedesmal zugleich drei Gleichungen erhalten, so ist ersichtlich, dass, 
im Allgemeinen, eine a^braitche Cnrve einerseits keine zwei sich ^hneidende Zweige 
nnd andrerseits keine solche zwei Zweige hat, welche beide von derselben geraden Li- 
nie berührt werden, nnd dass dieselbe ttberbaupi keine soigdäre Puncte und siogtrläre ge-- 
rade Linien hat. Wenn wir ein System von zwei Curven als eine einzige Cnrve betrachten, 
so erhalten wir, in Uebereinstimmung mit den vorstehenden Bemerkungen, so viele Dop- 
peltpunctß nnd so viele,' zwei Zweige berührende, gerade Linien, als die beiden Curven 
Durchschnittspuncte nnd gemeinschaftliche Tangenten haben. 

«7 * 
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£m coojagirter, isolirter Panel einer gegebenen Corve (l) wird dadorcb angezeigt, 

dass -r- oder einer der folgenden Differential - Coefficienten von y 9 in Beziebnng auf z, 

imaginär wird: eine conjogirte isolirte gerade Linie einer gegebenen Corve (l) wird da» 
dorcb angezeigt, dass der erste oder einer der spatem Differential - CoefiBcienten von w, 
in Beziebnng anf v, imaginär wird. 

Für Riickkebrpancte nnd Wendangsponcte ist bekanntlicb der zweite DifTerenlial* 

d'v t 

Coefficient -n glcicb NqU oder nnendlicb; die Tangente in solcben Pancten ist eine 

singulare gerade Linie nnd für dieselbe mitbin (727) der zweite Differential -CoefBcient 

«^r-- , nmgekebrt, gleicb Nall oder nnendlicb. 

Wenn-p nnendlicb wird, so ist die beziiglicbe Tangente eine Asymptote. Die TaY- 

LORscbe Reihe versagt alsdann ibren Dienst znr Entwicklang von w. In diesem Falle 
müssen wir nntersncben, ob die Gleichnngen (4) nicbt beide zugleich befriedigt werden 

mid jener Differential - CoefBcient 1 der alsdann ursprünglich unter der Form - erscheint, 

durch Fortlassung eines gemeinschaftlichen Factors in Nenner und Zähler sich unter sei* 
nem wahren Werthe, als unendlich gross ^ darstellt Wenn diess geschiebt, so ist die 
ilsymptote eine singulare gerade Linie » die auch noch von einem zweiten Zweige der 
Curve berührt wird. Es kann alsdann auch, was eine leichte Entwicklung zeigt, der anf 
dieser Asymptote unendlich weit entfernt liegende Punct ein solcher singulärer Punct 
sein, der einem Rückkehr- oder Wendungs- Punct entspricht .Einfache Beispiele hier- 
von liefern die Gleichungen 

W' ea pV, W' SS pV, 

iHr w s o nnd v « o. 

736. Wir haben in diesem letzten Paragraphen w und v als die beiden Linien-Coor« 
dinaten betrachtet, nehmen wir' statt derselben w und u, so bleibt Alles unverändert, wenn 
wir die beiden Coordinaten - Axen mit einander vertauschen. Wenn wir v nnd n als Li- 
nien «Coordinaten einführen, so geht die Gleichung (4) der 726. Nummer in folgende 

über: 

ny+vx+l CS o, 

md diese Gleichung erhält wiederum die Form der Gleichung (4), wenn wir dieselbe 

dnrch y dividiren, x f ür - schreiben und dann y gleich Eins nehmen. Auf diese Weise 

kommt nemUch: 

z+vx+u =a o. 

Wir können hiemach in allen bisherigen Entwicklungen dieses Paragraphen s mit y 

ud a mit w vertauschen. Auf diese Weise erhalten wir zum Beispiels 

dz ^^ ^ ^^* ^^^ 

dx ' dv dx^ dv* 

797. Wenn irgend eine Curve, deren Gleichung folgende ist: 

F(z, X) = Y « o, 

cmen tingulären Pnnct bat, so ergibt sich für denselben, ähnlich wie in der 735. Nnm* 

mcr, ingleich: 

^ dY dY 

^ « 0, ^ "• ^ 

Won irgend dne Curve ^ deren Gleichung folgende ist: 
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f(a, v) = W « o, 
eine singalare gerade Linie bat, so ergibt sieb für dieselbe sogleich: 



2«3 



dW 

-,— = 0, 
da 



dW 

-dr - *»• 



In dem ersten Coordinaten- Systeme begegnet man anwillkülirlich aoch den singnlären 
Pancten in nnendlicher Entfernnng^y deren Edstenz erst vor Kurzem H. PONGELET ange* 
zeigt hat» and zagleich bietet sich eine leichte Discnssioo derselben dar, weil das z ei* 
nes solchen Panctes Null wird» während das x desselben, im Allgemeinen , einen endli« 
eben Werth behält. Anf eine ähnliche Weise knüpft Isich an das zweite Coordinateii- 
System eine einfache Discassion der unendlich weit entfernt liegenden singnlären geraden 
Linien einer gegebenen Gnrve, (tir welche zugleich n s o und y b o. — 



Verbesserungen. 

Erster Band. 

S. • Z« 13 V. u. stau q .lies q. 

12 „ 11 „ 9f fehlt im Aasdracke für cosa der Zähler 1^ 
2$ „ 11 V. o. st A" — A" I. A' — A'". 

Die Schluss - Bemerkung der 52. Nummer bedarf einer Berichtigung, die sich 
sogleich ergibt 9 wenn man wie am Ende der 449. Nommer des zweiten Bandes 
verfährt. 
53 „ 22 „ „ st QQn und PPn 1. QP,» nnd PQ«. 
46 ,» 12 r. u. st. xaiwp I. xcos(f. 






99 51 >i ^ » » **• y '• *• 

„ „ „ 4 „ „ sL j'Ä^y I. xsinqi. 



«7 „ 6 9f „ st. X I. X. 
j, 134 „ 13 „ „ steht der Factor 2 zuviel. 
„ 138 „ 14 „ „ sUtt a^+ß 1. a^—ß. 
„ 144 „ 11 V. o. st sin^ I. sin^d. 
„ „ 99 10 » 15 st a^— /J I. a^^ß. 
„ 141 „ 14 V. u. st j 1. j\ 
„ 148 „ 11 }f ), st Introduction I. Introdudio. 
„ 150 9, 18 ¥• o. st erste 1. zweite. 
„ 155 „ 19 V. u. st M'M,^ 1. M'M^^. 
95 99 y* ^ 95 >» s^ entgegengesetztem 1. gleichem. 

•« «• M 8 ., M st kleiner oder grösser als das i. grösser oder kleiner als das Yierfache« 
^ 163 „ 15 „ „ st Ij 1. §7. 
„165 „ 3 „ „ st y l — y. 

„ « ,5 1 ,5 55 st -2(q-q>+ 1. +2(q-q)x-. ' 
„ 181 ,9 20 ,9 ,9 st Wir . . . Parallellinien I. Je nachdem (y*— und demnach auch (d*— /f«) 

positiv, gleich Null oder negativ ist, also je nachdem die Coordinaten - Axea 

die Curve schneiden, berühren oder nicht schneiden, sind jene Parallellinien 

reell, fallen zusammen oder sind imaginär. 
„ ,5 95 10 ,9 95 8t- nur I. nun. 
„ 184 „ 16 „ ,9 st 2/1 1. 2*^ 
,, 249 ,9 4 V. o. st TV 1. TU. 
211 9» 5 99 »9 «*• / Überall x. 

In der 16. Figur der 1. Tafel ist eine durch O' gehende gerade Linie falsch 

gezogen. 

Zweiter Band* 



59 



•r * 55 



8 V. u. am Ende der Zeile lies ( -—7 j statt ( — r )> 



9 „ 1 99 99 sUtt a 1. X. 
14 „ 16 „ 99 St. u 1. c • 

11 «• 8 ,9 99 st ohne doMB die TVtnhel eich drehen 1. wie auch die ffiiikel eich drehen mögen. 
30 ,9 9 „ „ st sin ß 1. etnß^ . 
32 99 2 99 99 st 440 1. 441» 
40 9, 14 V. o. st X '• X; 
99 ff 99 "^ ^* n. st« X '• 3i'* 
69 99 12 99 59 st Dx I. Dy. 

11 ff 6 99 99 St y/ 1. V- 

13 99 15 V. o. ist das Zeichen des Ausdrucks für (a+a') tn andern , wodureh auch eine Zet« 

chen-Aenderung in den Gleichungen (l), (8), (10} und (11) hervorgebracht wird« 

„ u« . IS „ „ St. (4H^ 1. ^_ V 

E E, E E' 
M 11« n * ^* "• •*• g "^ c D ™ D' * 
- laa „ 7 T. o. »t. (DBD— 'B) L (BD— B'D). 



19 
ff 
59 
ff 
99 
99 



99 
9f 
99 



